
Kinematika hmotného bodu

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Rýchlosť ako derivácia, dráha ako integrál, polohový vektor, zrýchlenie
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Rovnomerne zrýchlený pohyb
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Základné pravidlá derivovania a integrovania
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Príklady derivovania a integrovania
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Dôkaz výpočtu dráhy rovnomerne zrýchleného pohybu pomocou integrálu
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Súradnicový systém a polohový vektor

x

y

z

pravotočivý súradnicový systém

υυυυ
ϕϕϕϕ

ϕυ coscosr=xr

ϕυ sincosr=yr

υsinr=zr

sférický súradnicový systém

kartézsky súradnicový systém

ir xx r=

krzz =r

jryy =r

krjrr zyx ++= ir

r

r’



r1
r2 r3 r4

r5 r6

t1
t2 t3 t4 t5

t6

)(trr=
Polohový vektor pohybujúceho sa bodu je funkciou času.

r1

t1

r2

t2

∆∆∆∆r

21 r∆rr =+

12 rrr −=∆

12 tt∆t −=

?

r∆r d→
0→∆t

Zmenšovanie časového intervalu�lepšie popísanie krivky

r1

t1

r2

t2

∆∆∆∆r



Rýchlosť – vektor rýchlosti
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Zrýchlenie – vektor zrýchlenia
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Klasifikácia pohybov
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Kinematika hmotného bodu II

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Pohyb po kružnici, tangenciálne a normálové zrýchlenie, pohyb za 
účinku vlastnej tiaže (vrhy)
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Perióda kruhového pohybu (T)
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Príklady z praxe:
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Dynamika hmotného bodu

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Newtonove zákony dynamiky, hmotnosť, sila, hybnosť, práca, výkon
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vp m= Hybnosť – vektor určený súčinom hmotnosti hm. b. a jeho rýchlosti..
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Impulz sily  - časový účinok sily
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Mechanická práca  - dráhový účinok sily
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Jednotka ... [J] Joule [kgm2s-2]
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Mechanická energia (E)
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Gravitačné pole II

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Intenzita a potenciál gravitačného poľa, kozmické lety
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Mesiac

Zem
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g

gE =
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e
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=
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Rp

2
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e R

M
κg =

2
p

p R

M
κg =

( )26

24
2211

10.36,6

10.974,5
10.671,6

m

kg
kgNmg p

−−= ( )26

24
2211

10.38,6

10.974,5
10.671,6

m

kg
kgNmge

−−=

286,9 −= msg p
280,9 −= msge

2
22

6
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2

2

77,9
86400

10.38,6.48,39
80,9

4
' −− =−=−= ms

s

m
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T

R
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ee

π286,9` −= msg p

?
Odstredivé zrýchlenie

0=opa
2

24

T

R
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Zem

1912.7 −= kms

Kozmické rýchlosti
1. kozm. rýchlosť – obežnica Zeme

2. kozm. rýchlosť – opustenie gr. poľa Zeme

3. kozm. rýchlosť – opustenie Slnečnej sústavy

hR

v
mmg

+
=

2
1

( ) hR

v

hR

R
g

+
=

+

2
1

2

2

0

hR

g
Rv

+
= 0

1 01 Rgv =
na povrchu Zeme 0=h

h
v1

20 R

M
κg −=

( )2hR

M
κg

+
=

og FF =
Fg

Fo

( )2

2

0
hR

R
gg

+
=



R

mM
Ep κ=∞

12.11 −= kms

00 pkpk EEEE +=+ ∞∞

0 0

2
20 2

1
mvEk =

2
22

1
mv

R

mM =κ

R

M
v

κ2
2 =

15.0 −= kmsvequator
rýchlosť rotácie Zeme na rovníku

rýchlosť rotácie Zeme okolo Slnka18.29 −= kmsvaroundSun

pohyb Slnečnej sústavy v galaxii 
Mliečna dráha

1250 −= kmsvMilkyway

pk EE +

0=h ∞=h



14 −= kmsv 16 −= kmsv

18 −= kmsv 18 −> kmsv
source: http://www.glenbrook.k12.il.us/gbssci/phys/mmedia/vectors/sat.html



Dynamika sústavy hmotných bodov a 
tuhého telesa I

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Sústava hm. b., tuhé teleso, ťažisko, polohový vektor ťažiska



1

2

m

m

y

x =

Ťažisko ?2m1m
Tx y

Ťažisko dvoch hm. b. je taký bod na ich 
spojnici, ktorý ju delí v obrátenom pomere 
ich hmotností. 

Polohový vektor ťažiska ?

1r 2r
*r

xrr += 1
*

yrr += *
2

*
2 rry −=

yx
1

2

m

m=

yrr
1

2
1

*

m

m+=

( )*
2

1

2
1

* rrrr −+=
m

m

2
*

22111
* mmmm rrrr −+=

21

2211*

mm

mm

+
+= rr

r

zovšeobecnením pre n – hmotných bodov

∑

∑
=

i
i

i
ii

m

mr
r *



ml 1010−=

md 1510−=

510=
d

l
vyhovuje predstava hm. b.

Všetky zákony pre sústavu hm. 
b. budú platiť aj pre tuhé
teleso.

Dokonale tuhé teleso nemení svoj 
tvar – je nedeformovateľné

posunutie pôsobiska sily
v priamke sily

A F

B
F`

F`−
posunutie pôsobiska sily
mimo priamky sily

A
F

B

F`

F`−

r



dvojica síl – 2 rovnako veľké a opačne 
orientované sily, ležiace mimo priamky sily

A
1F

B

2F

r
1r

2r

Odvodenie momentu dvojice síl:

21 MMM += 2211 FrFrM ×+×=

222 FrM ×=

( ) 2111 FrrFrM ×++×=

( ) 2211 FrFFrM ×++×=

0

2FrM ×=111 FrM ×=

rrr += 12



Ťažisko ?

∑

∑
=

i
i

i
ii

m

mr
r *

0=x

lx =

∫
∫=

dm

dmr
r *

∫= dm
M

rr
1*

∑ ∫→ Mdm =∫

dx
dm

x

∫= xdm
M

x
1*

∫= ydm
M

y
1*

∫= zdm
M

z
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dVdm ρ=

∫= dV
M
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ρ*



∑=
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dm

M

v
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∑=
i
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M
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∑=
i

iim
M
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∑=
i

iim
M
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Dynamika sústavy hmotných bodov a 
tuhého telesa II

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Veta o pohybe ťažiska, moment zotrvačnosti, Steinerova veta



3m

1m
2m

1eF
2eF

3eF

21F

31F
12F

32F

23F13F

1131211 aFFF me =++

2232122 aFFF me =++

3323133 aFFF me =++

3113 FF −=

2112 FF −=

3223 FF −=

332211321 aaaFFF mmmeee ++=++

1131211 aFFF me =++

2232212 aFFF me =+−

3332313 aFFF me =−−
+

∑∑ =
i

iie m aFzovšeobecnenie

∑=
i

iim
M

aa
1*

*aF Me =∑

T

∑ eF



m

21 mmm +=
1m

2m

x

z

y

Stlačené gumené guľôčky vrhnuté pod uhlom α s rýchlosťou v0 (šikmý vrh), ktoré v čase dosiahnutia maxima 
explodujú. Ťažisko sústavy sa aj po explózii pohybuje po parabole. Explózia vnútri sústavy sa prejavila len 
pôsobením vnútorných síl a nemá vplyv na pohyb ťažiska sústavy. Explózia pre jednoduchosť bola uvažovaná
len v smere osi x.

ge FF =∑po explózii naďalej

ga =*

ge m FaF ==∑ *
Na ťažisko sústavy počas letu pôsobí vonkajšia sila: 

T







∑=
i
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∑=
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iik vmE 2

2

1 ( )∑=
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iii rm 2
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1 ω

JEk
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1 ω=

∑=
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ii rmJ 2

J ... moment zotrvačnosti

1r

2r

3r

iii rv ω= iωω =

ω
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1
iiki vmE =1v

2v

3v

Pre i-ty bod:
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=
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11 ... rmrmrm +++=
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22 224 aamJ

28maJ r =

arrrr =7531 ,,,

∑=
i

iir rmJ 2 ?

x

y

z

1r 2r

3r

5r 6r

7r

0, 84 =rr 2, 62 arr =

porovnanie: ak sú hmotné body viac vzdialené od osi rotácie, 
moment zotrvačnosti sústavy je väčší

28maJ r =24maJs =



irim∆

∑ ∆=
i

ii rVJ 2ρ

∑=
i

ii rmJ 2
... pre sústavu hm. b.

iρρ = ... homogénne tuhé teleso

0→∆ iV ∫∑ →

∑ ∆=
i

ii rmJ 2 ... tuhé teleso

∑ ∆=
i

imm
iii Vm ∆=∆ ρ

∑ ∆=
i

iii rVJ 2ρ

∫=
V

dVrJ 2ρ



21 MM =

1J 2J?
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2

1 2
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2
2 rrMJ +=

1r

2r
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oi rmJ 2
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iooi rrr +=
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( ) 22222 2 ioioooiooii rrr ++=+== rrrrr

1J 2J 3J

∑=
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ioi rmJ 2
2

*J=

∑=
i

ioimJ r3 0=

moment zotrvačnosti vzhľadom na 
ťažisko

vzhľadom na ťažisko bude celkový 
súčet nulový

∑∑∑ ++=
i

ioio
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ioi
i

oi mrmrmJ rr222

∑=
i

ii rmJ 2

mrJJ o
2* +=



Trecie sily, trenie

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

kĺzavé (šmykové) trenie statické a kinetické, valivé trenie



Určenie koeficientu kĺzavého trenia na 
naklonenej rovine. 

pre zložky síl na naklonenej 
rovine platí:

gn FF =

nt FF µ=

mgFt µ=

gF

tF
pF

nFα

αsingp FF =

αcosgn FF =

tp FF =
začne sa šmýkať keď:

αµα cossin mgmg =

α
α
αµ tg==

cos

sin

nFtF pF

µ … koeficient k ĺzavého trenia



valµ

Tabuľka koeficientov kĺzavého trenia vybraných 
materiálov:

ks µµ >

0,07-0,250,1-0,3oceľ-oceľ

0,0140,027oceľ-ľad

µµµµkµµµµs

pF
r

nF
a

pt MM =

aFrF np =
r

a
FF np =

r

a
val =µ valnp FF µ=



Makroskopické systémy

tuhé látky

kvapalina

plyn

plazma

klesá teplota



Tuhé látky

Vlastnosti tuhých látok dané väzbovými silami

iónové (kryštál NaCl)
kovalentné (Si)
kovové (kovy)
van der Waalsove sily (organické materiály)
vodíkové

klesá energia väzby



Tuhé látky – mechanické vlastnosti

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Deformácia, Hookov zákon, tepelná rozťažnosť



σ3

σ3 ... medza prie ťažnosti – samovoľné tečenie

σ2

σ2 ... medza pružnosti – nelineárna deformácia, pružná

σ1

σ1 ... medza úmernosti - oblasť lineárnej deformácie

0l

l∆=ε

S

F=σ ... mechanické napätie [Pa]

ε

σ
0

0

l

ll −= ... relatívne predĺženietuhé teleso - dokonalé

tuhé teleso - reálne

F spôsobuje pohyb

F spôsobuje pohyb + deformáciu

Prečo dochádza k deformácii???

Tuhá látka  ... súbor viazaných atómov 

σ4

σ4 ... medza pevnosti - dochádza k pretrhnutiu

väzba
(kovová, van der Waalsove sily, ...)
poruchy
(bodové, čiarové)



platnosť Hookovho zákona sa obmedzuje na oblasť
lineárnej deformácie (len po medzu úmernosti – σ1)

F

tF

nF
nF ... normálová zložka sily

deformácia v ťahu (tlaku)

tF ... tangenciálna zložka sily

deformácia v šmyku (torzii)

0l

l∆=ε relatívne predĺženie

d

u=γ relatívne posunutie

0l l∆
l

d

u

u

S
nF=σ priečne napätie 

mechanické napätie S
tF=τ tangenciálne napätie

0

0

a

aa −=η relatívne priečne skrátenie



εσ E=

E
l

ll

0

0−=σ

konštanta úmernosti ... E

σ ε τ γ
konštanta úmernosti ... G

modul pružnosti v ťahu modul pružnosti v šmyku

Hookov zákon γτ G=

1
0

−=
l

l

E

σ








 +=
E

ll
σ

10



Kvapaliny – mechanika kvapalín

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Rovnica hydrostatiky, Archimedov zákon, Pascalov zákon, Bernoulliho rovnica



... ideálna kvapalina je nestlačiteľná a pri pohyb nie je vnútorné trenie

S

F
p =

S

F
p =

Fp,Sp ⊥
v kvapalinách

dS

dF
p =

[ ] [ ]2−= NmPajednotka

(ťažisko je v pokoji)

(pohyb kvapalín)



gdmdFg =

dpp +

p
h

dh

tiažová sila: vztlaková sila:

dVgdFg ρ=
SdhgdFg ρ=

( ) pSSdppdFv −+=
SdpdFv =

vg FF =

SdpSdhg =ρ

∫∫ =
p

p

h

dpdhg
00

ρ

∫∫ =
p

p

h

dpdhg
00

ρ

0pphg −=ρ

hgpp ρ+= 0



iF
vF

gF

21 FFFv −=

1F

2F
2h

1h SpSpFv 21 −=

SghSghFv 21 ρρ −=

kt ρρ > teleso padá ku dnu

kt ρρ = teleso sa vznáša

kt ρρ < teleso sa čiasto čne vynorí

)( 21 hhgSFv −= ρ

kv gVF ρ=



21 pp =hgpp ρ+= 0

hgp ρ>>0

0pp =

1F 2F

1p 2p

2

2

1

1

S

F

S

F =

1

2
12 S

S
FF = ... výsledná sila je úmerná pomeru plôch

Výsledná sila je vä čšia ako inicia čná, ako je to s prácou ?

12 VV =

1122 hShS =
222 hFA = 111 hFA =?

2
1

2
12 h

S

S
FA =

112 hFA =

Získali sme väčšiu silu ale na úkor dráhy!!!
2

1

2
1 h

S

S
h =

Využitie v praxi: kvapalinové brzdy, 
hydraulický zdvihák, hydraulický lis



1S
2S

21 VV =ideálna kvapalina = nestla čiteľná
za čas t pretečie rovnaký objem kvapaliny

1l 2l

2211 lSlS =
tvStvS 2211 =

.konštSv=
zovšeobecnenie:

2211 vSvS =

1v
2v

v ... rýchlosť

),( tf rv =
)(rv f= ... ustálené prúdenie (nie je funkciou času)



tvl ∆= 11

tvl ∆= 22

VtvStvS =∆=∆ 2211

222111 lSplSpA −=
2211 lFlFA −=

tvSptvSpA ∆−∆= 222111

VpVpA 21 −=

1
2
12

2
2 2

1

2

1
mghmvmghmvE −−+=

( ) 






 −−+=− 1
2
12

2
221 2

1

2

1
ghvghvmVpp

22
2
211

2
1 2

1

2

1
pghvpghv ++=++ ρρρρ

1h

2h

1S

2S
222 SpF =

111 SpF =



.
2

1 2 konštpghv =++ ρρ

Postrekova če na hmyz, flakóny, striekacie pištole.
Pokles tlaku v zúženom mieste vyťahuje kvapalinu z nádoby a 
spolu so vzduchom prúdi k ústiu.

h

Venturiho meter, Venturiho trubica
Z rozdielu výšok sa dá stanoviť rýchlosť prúdiaceho vzduchu, ak sú
známe prierezy zúženého a nezúženého miesta. Podobný princíp sa 
využíval v automobiloch s karburátorom na nasávanie paliva.



Kvapaliny – mechanika kvapalín

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Povrchové napätie, kapilárne javy, viskózna kvapalina



vzduch

... povrch kvapaliny vykazuje také vlastnosti akoby bol pokrytý tenkou pružnou vrstvou. Budeme sa zaoberať

otázkou čo je príčinou? a ako sa to dá fyzikálne popísať

odpoveď treba hľadať v 
mikroskopickej štruktúre

príťažlivé sily molekúl

pozn.: Stačí sa obmedziť len na blízke molekuly, pretože účinok síl so vzdialenosťou rýchlo klesá.

vzduch

sféra molekulového pôsobenia

0=F
Výslednica molekulového pôsobenia smeruje 
dovnútra kvapaliny. Molekuly povrchovej vrstvy 
pôsobia na vnútorné molekulovým tlakom .

F



... ak chceme premiestniť molekulu zvnútra kvapaliny na povrch treba konať prácu proti silám molekúl v 
povrchovej vrstve.

povrch kvapaliny má istú energiu = povrchová energia kvapalín

Určenie povrchového napätia 
pomocou sily:

F
l

dx

S

E

∆
∆=σ

dS

dE= dSdE σ=

FdxdA 2=
dEdA =

dSFdx σ=2

ldxFdx σ22 =
lF σ=

ldxdS 2=

l

F=σ

príklady z praxe: snaha o minimalizáciu energie – dve guľôčky kvapaliny sa zlúčia do jednej s menším povrchom, po pretavení
vlákna žiarovky sa koniec zaoblí, hmyz na vode

σ=
∆
∆

S

E σσσσ ... povrchové napätie



kvapalina v úzkej nádobe resp. kapiláre 
môže mať rôzny tvar povrchu:

•rovinný
•konkávny (kvapalina zmáča steny nádoby)
•konvexný (kvapalina nezmáča steny nádoby)

Pre vysvetlenie zakrivenia povrchu je 
potrebné vyšetriť sily

st
en

a 
ná

do
by

st
en

a 
ná

do
by

st
en

a 
ná

do
by

konkávny povrch – kvapalina zmáča 
steny nádoby, výslednica síl smeruje 
šikmo k stene nádoby (voda/sklo)

konvexný povrch – kvapalina 
nezmáča steny nádoby, výslednica síl 
smeruje šikmo do kvapaliny 
(ortuť/sklo)

rovinný povrch –výslednica síl 
smeruje kolmo do kvapaliny

Pozn.:
•Tvar povrchu sa ustáli tak aby výslednica síl bola kolmá na 
povrch. 
•V dostatočnej vzdialenosti od stien je povrch kvapaliny 
rovinný .

R
pp

σ2
0 ±=výsledný tlak pod povrchom:

+ ... konvexný - nezmáča

- ... konkávny - zmáča

kF

sF

F
kF

sF

F kF

sF

F



reálna kvapalina - vnútorné trenie = viskozita
(Bez dodania energie kvapalné látky nemenia 
tvar)

η... je materiálová konštanta

η... je funkciou teploty

η... nezávisí od materiálu dosiek

Pozn.:
Uvažujeme laminárne prúdenie, to zn., že vrstvy sa 
len posúvajú a vzájomne nemiešajú.

z
S

v
F η=

Fvz

η... koeficient dynamickej viskozity
... (koeficient vnútorného trenia)

[ ] [ ] [ ]PasNsm == −2η

dz

dv
τ η=

V dôsledku nerovnomerného pohybu 
vrstiev kvapaliny vzniká medzi 
vrstvami tangenciálne napätie. Má
smer rýchlosti.

ρ
ην =Koeficient  kinematickej viskozity

2,8100Voda

10,120Voda

18,00Voda

η η η η [Pas]Teplota [ oC]Kvapalina



reálna kvapalina - viskozita

Pozn.:
laminárne prúdenie, v je malé

ovg FFF +=
pre v=konšt. platí:

v

vF ~
rF ~

rvF πη6= Stokesov vzťah

Odvodenie rýchlosti pohybu tuhého 
telesa (guľôčky) v kvapaline:

gF

vF
oF rvgrgr kt πηρπρπ 6

3

4

3

4 33 +=mgFg = gV tρ= gr tρπ 3

3

4=

gVF kv ρ= gr kρπ 3

3

4=

rvFo πη6=

2 2

g
r

v tk

η
ρρ )(

9

2 2 −=



Tepelný pohyb

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Tepelná rozťažnosť, termodynamická teplota



teplota (t)
termodynamická teplota (T)

Kelvinova [K] (absolútna)

Celziova [oC] (0oC ... v rovnováhe ľad a voda pri normálnom tlaku)
stupnice 

... termodynamická teplota pri 0oCKT 16,2730 = ][16,273][ CtKT o+=

Ako charakterizovať tepelný stav telies?

zmena teploty zmena kmitavého pohybu 
atómov okolo rovnovážnych 
polôh

zmena dĺžky, plochy, resp. 
objemu

dT

dl

l0

1=α
`

1 0

0 TT

ll

l −
−=α

ldl ∆→
TdT ∆→ [ ]`)(10 TTll −+= α



Ideálny plyn

Doplnkové materiály k prednáškam základného kurzu z fyziky

Stavová rovnica, Boylov-Mariottov zákon, Gay-Lussacov zákon, Daltonov zákon, 
Vnútorná energia plynov



11

11

8314

314,8
−−

−−

=
=

kmolJKR

molJKR

stav 1

111 ,, TVp
stav 2

222 ,, TVp

Ako charakterizovať plyn z hľadiska veličín ?TVp ,,

TVp ,, ... stavové veli činy , lebo popisujú stav plynu

nR
T

pV = .konšt
T

pV =resp.

n ... látkové množstvo [mol]
predstavuje množstvo látky s počtom molekúl určeným 
tzv. Avogadrovým číslom (6,023.1023mol-1)



.konštpV =izotermický ...T=konšt.

dej 

izobarický ...p=konšt.

izochorický ...V=konšt.

Boylov-Mariottov zákon ... pri stálej teplote je súčin tlaku a objemu 
ideálneho plynu konštantný
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Gay-Lussacov zákon (1) ... pri stálom tlaku je podiel objemu a 
termodynamickej teploty ideálneho plynu konštantný

Gay-Lussacov zákon (2) ... pri stálom objeme je podiel tlaku a 
termodynamickej teploty ideálneho plynu konštantný
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Daltonov zákon ... Výsledný tlak zmesi plynov sa rovná súčtu parciálnych tlakov 
zložiek zmesi ∑=++= ipppp ...21



pohyb  molekúl  kinetická energia molekúl

vzájomné pôsobenie  molekúl  potenciálna energia molekúl
kp EEU +=

vnútorná energia (U)

ľad -5oC ľad 0oC

Q1

para 100oC

Lv

voda 0oC

L t

voda 100oC
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Ohrev

( )21 ttmcQ v −=
izochorický proces

( )21 ttmcQ p −=

izobarický proces
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Poissonova konštanta

pV cc =
Pre tuhé látky platí:

teplo (Q) [J] Joulebez zmeny skupenstva

lmL = merné skupenské teplo ... l

skupenské teplo (L) [J] Joulelen na zmenu skupenstva

tepelná kapacita
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