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Predslov

Predkladana Zbierka uloh z fyziky I ma sluzit’ posluchac¢om vsetkych fakult
a $tudijnych odborov Zilinskej univerzity na pripravu k praktickej Casti skusky
z predmetu Fyzika.

Autorsky kolektiv sa snazil zostavit’ ulohy tak, aby ukazovali vyuZzitie za-
kladnych fyzikalnych zakonov a vztahov v technike.

Vyberom jednotlivych prikladov a tloh sme sa snazili v dostato¢nej miere
pokryt’ teoretické poznatky ziskané v predmete Fyzika.

Kazda kapitola zacina kratkym teoretickym uvodom, v ktorom s uvedené
metodické pokyny pre rieSenie uloh v danej kapitole, a prehl'adom zékladnych zéko-
nov a vztahov. Dalej nasleduju rieSené vzorové priklady, s aplikovanym algoritmom
rieenia prikladov, ktory je uvedeny v Uvode. Neriesené priklady su doplnené vysled-
kom, aby si Studenti mohli overit' spravnost svojho rieSenia. Naro¢nejsie ulohy st
zvlast oznacené znakom [Jza ¢islom ulohy.

Aby $tudenti ziskali navyk vyhladavat’ udaje v literatare, boli niektoré hod-
noty fyzikalnych veli¢in prenesené z podmienok ulohy do tabuliek, ktoré su uvedené
na konci Zbierky.

Autorsky kolektiv zvlast d’akuje RNDr. 1. Turekovej za precitanie textu, za
overenie vysledkov jednotlivych prikladov a za pomoc vediicemu autorského kolekti-
vu pri redigovani konecnej verzii textu.

Autorsky kolektiv d’akuje Ing. E. Pechancovej a p. A. Chasnikovej za prepi-
sanie textov a Mgr. B. Kalinciakovi a p. J. Remencovi za nakreslenie obrazkov.

Autorsky kolektiv d’akuje recenzentom Doc. RNDr. S. Kolnikovi, CSc. a plk.
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Uvod

RieSenie konkrétnych tuloh z fyziky je nutnou podmienkou zvladnutia pred-
metu Fyzika. Samotné rieSenie uloh z fyziky okrem toho pomaha vniknut’ Studentom
do problematiky vlastnej tvorivej prace. UCi ich analyzovat’ skimané javy, nachadzat’
podstatné vplyvy, ktoré vyvolavaju ten ¢i onen jav a zanedbat’ nepodstatné, alebo
nahodné detaily. Vd’aka tomu sa rieSenie tloh z fyziky priblizuje k modelu vedecké-
ho vyskumu.

Vlastny proces riesenia uloh z fyziky si vyzaduje pouzivanie réznych foriem
a metod vedeckého poznania, ako su pozorovanie, porovnavanie, pokusy, vyuZitie
analogie, analyzy a syntézy, indukcie a dedukcie a pod.

Pre rozvoj analytického myslenia Studentov je podstatné naucit’ ich hl'adat’
vézby medzi pricinou a désledkom v javoch, ktoré st opisané, alebo uz modelované,
vo fyzikalnych ulohach. Preto, skor nez sa pristipi k rieSeniu konkrétnej ulohy, je
potrebné urobit’ dokladnu analyzu ulohy s cielom zistenia pricin a dosledkov, a tiez
najdenia podstaty fyzikalnej tlohy.

Napriek tomu je mozny algoritmicky pristup k rieSeniu uloh z fyziky. Tento
mdbzeme rozdelit' na vSeobecny a na Specificky. VSeobecny algoritmicky pristup ndm
dava pokyny ako postupovat’ pri rieSeni uloh z fyziky vSeobecne, t.j. nezavisle od
prave rieseného problému.. Specificky algoritmicky pristup ddva podobné instrukcie
ako postupovat’ pri rieseni uloh z fyziky konkrétneho typu.

Pretoze takyto algoritmicky pristup k rieseniu uloh z fyziky méze byt vel'mi
uzito¢ny pre Studentov, ktori sa chcu naucit’ riesit’ ulohy z fyziky a nie len z fyziky,
uvedieme oba algoritmické pristupy.

Prikazy vSeobecného algoritmického pristupu st nasledovné:

1. Pozorne si precitat’ text, pochopit’ otdzku a urobit’ si plan rieSenia: (Treba si uve-
domit’, ze kazdé slovo textu zadania nesie informaciu).
a) urobit’ si dokladnu analyzu vstupnych udajov a poziadaviek lohy;
b) predstavit si tlohu (bud’ staticky obraz alebo prebiehajuci dej), ktord je opi-
sana v zadani.
2. Zvolit’ si urcity sposob riesenia:
a) preskimat’ metodiku pouzitia fyzikalnych zdkonov (vzdy postupujeme tak,
ze hl'adame vidzby nezname;j veliiny na zadané veliCiny),
b) najst’ a zapisat’ si chybajuce rovnice.
3. Riesit tlohu t.j. najst’ hodnoty hl'adanych veli¢in:
a) riesit rovnice a najst rieSenie pre jednotlivé nezndme v obecnom tvare;
b) preverit spravnost’ rieSenia, fyzikalny rozmer na jednej strane rovnice musi
byt’ rovny fyzikalnemu rozmeru na druhej strane rovnice;
c) dosadit’ zadané veli¢iny do obecného riesenia a vypocitat’ hodnoty hl'ada-
nych veli¢in beruc do uvahy pravidla zaokrtihl'ovania ¢isel,
d) urobit’ analyzu vysledku, t.j. zhodnotit’ ¢i vypocitané hodnoty zodpovedaju
skutocnosti.

Upozornenie: Ak vSeobecné rieSenie nespliuje podmienku 3 b), znamena to, ze rieSe-
nie nie je spravne. Ak spliuje tuto podmienku, neznamend to eSte, Ze rieSenie je
spravne!



Aby sme mohli popisat’ Specificky algoritmus musime si zvolit’ konkrétnu tému.
Zvolime si napr. dynamiku hmotného bodu. Potom bude Specificky algoritmus mat
nasledovny sled prikazov.

1. Urobime si analyzu vstupnych tdajov a poziadaviek, t.j. upravime si vSetky udaje
do jednej sustavy jednotiek, vypiSeme si zadané veli¢iny, hl'adané veliiny a
podmienky riesenia (obyc¢ajne zadané slovne). Uprednostiiujeme jednotky susta-
vy SI.

2. Ak je potrebné, nakreslime si obrazok, kde budi zakreslené sily pdsobiace na
hmotné body (telesa, ktoré mézeme uvazovat’ ako hmotny bod).

3. NapiSeme si pohybové rovnice vo vektorovej forme. Vhodne si zvolime stradni-
covu ststavu, urobime si projekcie sil do osi suradnicovej ststavy.

4. Prepiseme si pohybové rovnice do skalarneho tvaru, chybajicu rovnicu najdeme
matematickym vyjadrenim geometrickych vézieb.

5. Riesime ststavu rovnic. V pripade linearnych rovnic si pamétajte, ze pocet line-
arnych rovnic sa musi rovnat’ poctu neznamych velic¢in !

6. Preverime spravnost’ rieSenia, fyzikalny rozmer na jednej strane rovnice musi byt’
rovny fyzikdlnemu rozmeru na druhej strane rovnice.

7. Vypocitame hodnoty hl'adanych veli¢in dosadenim znamych veli¢in do rieSenia
v obecnom tvare.

8.  Overime si, ¢i vypocitané hodnoty su v zhode s skuto¢nost’ou.

Pre Uspesné rieSenie uloh z fyziky nestaci len znalost’ fyzikalnych zakonov. Je
potrebny aj vhodny metodologicky pristup. Vyssie uvedené prikazy algoritmického
pristupu ul'ahcuji hl'adat’ spravny metodologicky pristup pri rieSeni konkrétnej tlohy,
ale treba si uvedomit’, Ze neexistuje jednotna metodika rieSenia prikladov z fyziky.
Preto sa autori snazili na priklade velkého poctu rieSenych tuloh ukazat’ ako pristupo-
vat’ ku konkrétnej tllohe a zvolit’ si optimalny sposob riesenia.

Na zaver upozornujeme, ze kto sa chce naucit’ rieSit’ problémy, musi ziskat’ aj ur-
¢ita rutinu (prakticka skusenost’), ktora je nenahraditelnd. Znamena to, Ze ku kazdej
oblasti fyziky je potrebné, aby Student vyriesil dostato¢né mnozstvo prikladov, o mu
umozni ziskat’ tito prakticku skusenost, ktori potom moze aplikovat’ v 'ubovol'nom
odvetvi vedy. Preto po rieSenych ulohach z jednotlivych oblasti fyziky sme uviedli aj
nerieSené Ulohy rozneho stupna obtiaznosti, na ktorych si Studenti mézu osvojovat
metodiku riesenia prikladov.



Cast’ I.
Zaklady mechaniky

1 Kinematika hmotného bodu

Pohybové rovnice nam umoznuju urcit polohu pohybujuceho sa telesa
v 'ubovol'nom okamihu vo vopred zvolenej siradnicovej stistave.

Suradnicovt stistavu je potrebné zvolit’ tak, aby matematické rieSenie pohy-
bovych rovnic bolo ¢o najjednoduchsie. Treba si uvedomit, Ze ak vyjadrime zmenu
polohy pomocou zmeny stradnic, nebudu nase pohybové rovnice vyjadrovat’ drahu,
ktoru prejde teleso za odpovedajuci Cas.

Ak je znama rovnica drahy pohybu, potom je mozné zostrojit’ trajektoriu a
vypocitat’ rychlost’ a zrychlenie. Z druhej strany, ak pozname casovu zavislost’ rych-
losti a zrychlenia, mézeme stanovit’ rovnicu drahy pohybu.

Predpokladdme, ze pohyb hmotného bodu budeme skiimat’ v inercialnych su-
radnicovych sustavach a preto je potrebné vediet’ ako sa zmenia suradnice a rychlost’
pri prechode od jednej inercialnej suradnicovej sustavy k druhe;.

1. Priemerna rychlost hmotného bodu
_Ar _As
ST At ST at’
kde Ar je zmena polohového vektora za casovy interval At a AS zmena drahy

za Casovy interval At.

2. Priemerné zrychlenie hmotného bodu
Av

a, =—,

At
kde Av je zmena rychlosti za Casovy interval At .

3. Okamzita rychlost’ hmotného bodu
dr ds
vV=—— , = — ,
dt dt
kde r je polohovy vektor a S - draha.

4. Zrychlenie hmotného bodu

. . . dv _d’s
kde e tangencialne zrychlenie a,=—=—-+;
& Jetang Iy e
v2
a,, - normalové zrychlenie a, = 3 ;

R - polomer krivosti drahy v danom bode;
T- jednotkovy vektor v smere dotyCnice k drahe;
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n - jednotkovy vektor v smere normaly k drahe.

5. Pre priamociary pohyb hmotného bodu platia vztahy
V=V, + Iadt; S=s,+ Ivdt.
V pripade, ak a je konstantné, potom
V=v,+at a s=s, +v0t+%at2,

kde Vv je rychlost v ¢aset =0 a S, — draha v case t = 0.

6. Uhlova rychlost’ hmotného bodu

d
)

dt
kde d ¢ je uhol pootocenia.

. . ¢ _ 21 _
V pripade rovnomerného pohybu = ToT 2nf
kde T je peridda otacania f - kmitocet.
7. Uhlové zrychlenie
e=d@_ ﬂ
dt  dt?

8. Vzt'ah medzi postupnou a uhlovou rychlost'ou

v=lwxr] .
pri pohybe po kruznici v = «R ,kde » je polohovy vektora R - polomer kruzni-
ce.

9. Rotacny pohyb hmotného bodu
w=w, + Jsdt, d=¢,+ det .
V pripade, ze € je konStanta, potom
W=w, +et  a ¢:¢O+w0t+%st2,

kde W, je uhlova rychlost’ v ¢aset=0a ¢ je uhol, charakterizujuci polohu hmot-

ného bodu v ¢ase t = 0.

10. Galileiho transformacie suradnic

x=x'+ut, y=y', z=17",
kde x — poloha bodu v laboratérnej sustave, X'- poloha bodu v inercidlnej susta-
ve pohybujucej sa voci laboratornej rychlost'ou U v kladnom smere osi X.

11. Galileiho vzorec pre skladanie rychlosti

— ]
Vy =V, tU.
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12. Lorentzove transformacie suradnic

u X
1 r t’+7
X +ut , , c2
S—, Y=Y, =7, t=—=—,
u? u?
1_72 1_72
Cc Cc

kde ¢ je rychlost’ svetla vo vakuu a X — poloha bodu v laboratornej sustave, X' - polo-
ha bodu v inercialnej sustave pohybujicej sa voci laboratornej s rychlostou u
v kladnom smere osi X

13. Einsteinove vzorce pre skladanie rychlosti

2
u
—v;, ==V,
My tu v =4 ¢
? Z uv!

l+

02 02 c?

RieSené priklady

1.1. Elektricky vlak sa pohybuje medzi dvoma zastavkami vzdialenymi od seba 2,5
km nasledovne. Za¢ina sa pohybovat s konstantnym zrychlenim 1 m.s?, az dosiahne
maximalne povolenti rychlost, ktora je 90 km/h. Dalej sa pohybuje rovnomerne az
kym zacne brzdit do zastavenia s tym istym zrychlenim ¢o do velkosti, ale opa¢ného
smeru. Vypoditajte priemernu rychlost’ elektrického vlaku medzi zastavkami.

Uvaha:

, e R , . Urobime si skrateny zapis
Zname veélcmy Hfadané veli€iny znamych a hladanych veli¢in, ako aj
a=1lms Vp=? podmienok rieSenia. Budeme
$=2500m vychadzat  zdefinicie  priemernej

Vinax = 25 m.s” rychlosti ako podielu celkovej dréhy

Vo =V =0 a celkového casu, za ktory vlak tuto
drahu presiel.

S

\4 p= ? (1)

Zo zadania je zrejmé, Ze pohyb vlaku medzi zastavkami mozeme rozdelit’ na

tri useky. Potom celkova draha bude rovna suctu drah jednotlivych tsekov a celkovy

as suctu Casov potrebnych na prekonanie jednotlivych isekov. Na prvom useku pre-

jde vlak drahu s; so zrychlenim a z pociatocnej rychlosti vy, pokial’ nedosiahne rych-
loSt’ Vpyax. Preto musi platit’

Vinax =2t o)

a s, =at} /2, 3)

pretoze V, =0 a a je konStantné. Upravou dostaneme

v v2

t. = max, S, = max 4
1S 1S (4)
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Druhy usek ide vlak konStantnou rychlostou V,,, a prejde drahu
Sy =Vaxls - (5)
Treti usek vlak brzdi so zrychlenim —a z pociatoénej rychlosti V., do zastavenia.

Preto platia vzt'ahy
0=V, . —at;, (6)
_ 1 .2
S3 = Vinax t3 _Eat3 . (7)
Riesenim rovnic (6) a (7) dostaneme
2
\ \
t, =—2% =t,, s,= mX —g 8
3 a 1 3 2a 1 ®)

Aby sme mohli ulohu riesit’ je potrebné vyjadrit’ si drahu S, pomocou zna-
mych veli¢in. Vieme, ze celkova draha je rovna stctu drah na jednotlivych tusekoch a
je zadana. Preto draha s; bude rovna rozdielu celkovej drahy a drah na prvom a tre-
tom useku

S, =s —2s,. ©)
s-2s

Potom cas t, bude rovny t, = i S (10)
Vmax

Riesenie:
Vypocitame si najprv celkovy ¢as bertic do tivahy, ze
2

Sl =Vmax
2a
-1
t=t, 41, +1, “Vmax . S Vi Vmax =S | Vme _ 2500m  25ms _
Viax @ a Vi a 25ms”  Ims”?
=125s.
Pre priemernu rychlost’ dostaneme
s _ 2500 -
s =—=="=20ms"
t  125s

1.2. Chodec stoji na okraji pasu zoraného pola Sirokého 200 m a chce sa dostat’ na
druhy okraj, ktory susedi s travnatou plochou, do miesta vzdialeného od vychodzieho
bodu 300 m. V ornici kraca rychlostou 3 km/hod., po travnatej ploche 5 km/hod. Pod
akym uhlom vzhl'adom na kolmicu k rozhraniu ornice a travy musi chodec vyrazit
zoranym pasom, aby do cielového miesta dosiel za najkratsi ¢as a aky tento cas bude?

Uvaha:
Nakreslime si schému pohybu
Zadané veli¢iny Hladané veliCiny chodca, pozri obr.l. OznaCime si
d=200m o,="? vychodziu polohu ako bod A a kone¢nu
=300 m toin = ? polohu ako bod C. Bod, ktory sa
V1 =3 km/hod nachadza oproti chodcovi na druhej
V> =5 km/hod strane pol'a, si oznacime ako B. Pretoze
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rychlosti pohybu chodca po zoranom poli a po trave su rozne, je zrejmé, ze pre do-
B D C siahnutie minimalneho ¢asu musi chodec prejst’ zo-

‘ rané pole pod istym uhlom vo¢i kolmici k rozhraniu
zoraného pol'a a travy, oznac¢ime si ho a. Aby celko-
vy €as t. bol minimalny, musi byt splnena podmien-
ka extrému funkcie t. (Q0);

ot (0() ~0 0
Ja
Aby sme ulohu vyriesili treba najst’ funkciu,
ktora bude vyjadrovat’ zavislost’ ¢asu t. od uhlu a .
Obr.1 Zo zadania je zrejmé, Ze ide o rovnomerny pohyb a preto
bude platit’ vzt'ah medzi drahou a ¢asom
s=vt. 2)

Z obrazku je zrejmé, ze celkovy Cas potrebny na to, aby chodec presiel
zbodu A do bodu C, sa bude skladat' z Casu t;, potrebného na prekonanie drahy
z bodu A do bodu D a ¢asu t,, potrebného na prekonanie drahy z bodu D do bodu C.
Vyjadrime si tieto casy pomocou rovnice (2).

=22 =2 ©
V,  Vjcosd
_DC _4I?-d? -dtga
t, =€ V7 -d” ~diea 4)
Vs Vi

Stuctom vztahov (3) a (4) dostanem rovnicu vyjadrujicu zavislost' celkové-

ho ¢asu od uhlu a:
t, =4 +L(\/|2 4> —dtgcxj 5)

Vicosd  V,

Riesenie:

Aby sme vypocitali minimalny ¢as musime derivovat’ rovnicu (5) podla uhlu

Qa a derivaciu polozit’ rovnil nule. Dostaneme
dsina 1 d

2. v 2
vicosTa, V;cosTa,

=0. (6)

Pretoze rieSenie s uhlom o, = 90° neprichadza do uvahy a d je nenulové,

modzeme vzt'ah (6) vydelit pomerom d / cos? 0, aupravou dostaneme vyraz pre uhol
a

m

.V,
a,, =arcsin—-.
Vs

Dosadenim hodnét rychlosti vypoc¢itame hodnotu uhlu o

a,, = arcsin 3km/§ =0.64 rad.

Tato hodnotu uhlu dosadime do rovnice (5) a dostaneme minimalny

tmin = 0,098 h = 5,9 min 06 minat
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1.3. V triediacom zariadeni padaju ocelové gul6¢ky z vysky h = 30 cm na ocelova
platiu naklonentl o uhol a = 15° vo¢i vodorovnej rovine a skacu (ak st vyhotovené
podla predpisu) cez otvor v stene, ktora je vo vzdialenosti d = 20 cm od bodu odrazu.
V akej vyske h; sa otvor nachadza?

Uvaha:
Znézornime si  drdhu  gulicky
Zadan¢ veliciny ~ Hl'adané veli¢iny v triediacom zariadeni, vid® obr. 2.
h=30cm h; =2 Gul'd¢ka padajuca zvysky h volnym
a=15° padom po dopade na naklonenu rovinu sa
d=20cm odrazi a preleti otvorom v stene. Zo
Podmienka: Absolutne pruzny raz vzt'ahov pre volny pad

v=gt, h =%gt2 )

dostaneme pre rychlost’ v, ktorou gul'6¢ka dopadla na podlozku, vztah

v = 2gh . ©)

Obr.2 Obr.3

Réz gul'6¢ky o podlozku je absolutne pruzny, preto rychlost’ odrazu je rovna
rychlosti dopadu a uhol odrazu je rovny uhlu dopadu. Pre lepSiu predstavu si nakres-
lime obrazok, ktory znazoriuje rychlost’ gulicky a jej zlozky vzhl'adom na naklonenu
rovinu (obr. 3). Priamka n je normalou k naklonenej rovine. Gulicka dopadé na rovinu
pod uhlom o, pod tym istym uhlom odskakuje od roviny a d’alej sa pohybuje po dra-
he Sikmého vrhu. Zavedieme si stiradnicovu sustavu X,y tak, ze os X je vodorovna a os
y je na fiu kolma. Potom mdZeme napisat’ zloZky v, aVy po odraze

V, =V cos(90° - 20’);

y ( . ) 3)
vy =vsin{90" —2a).
Aby guli¢ka preletela cez otvor musi v ¢ase preletu tp byt’ jej poloha nasledovna:
Xp =Vyt, =d; “)
vt Lo o
yp _Vytp Egtp — - (5)

Riesenie:

Pomocou vzt'ahov (2) a (4) vypocitame Cas t, .
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d

A2gh cos60°

Dosadenim ¢asu tp do rovnice (5) vypocitame

2h . o 2
H oA2g sm60d_% d _d[tgmo_ld 1 J

b \/2gh cos 60° 2gh cos? (60°) - 4h cos? (60°)

tp :i:
VX

I 02m | _

h, = O,Zm(\/_ T03m 025) =0,213m
1.4. Hmotny bod sa za¢ina pohybovat’ po kruznici o polomere r = 10 cm s konStant-
nym uhlovym zrychlenim € = 0,4 rad.s™. Vypo¢itajte:
a) jeho celkové zrychlenie v Case t; = 2 s po zacati pohybu;
b) dobu, za ktoru bude vektor zrychlenia zvierat’ s vektorom rychlosti uhol 80°;
¢) drahu, ktort prejde za cas t; hmotny bod;
d) uhol, o ktory sa pootoci polohovy vektor hmotného bodu za ¢as t; !

Uvaha:
Celkové zrychlenie pri pohybe
Zadané veliciny Hl'adané veliCiny hmotného bodu po kruznici je rovné
r=0,1m a, =? vektorovému suétu tangencidlneho a
€= 0,4 rad.s” tL=2? normalového zrychleni. Ale jednotlivé
0 (a,v) =80° S(tl ) =9 zlozky celkového zrychlenia st na seba
kolmé a preto moézeme napisat’
t=2s oft,)=>
v(0)=0 a=ﬂat2 +aﬁ . (D
¢(0) =0 Zo zadania je zrejmé, Ze tangencialna
s(0)=0 zlozka zrychlenia je konStantna a rovna
a, =er.
2
Normalové zrychlenie bude rovné :
2
a, =" 3)
r

a bude sa menit’ v zavislosti od ¢asu, preto treba vypocitat’ rychlost’ v ¢ase t;. Rych-
lost’ v vypocitame zo vzorca pre vypocet rychlosti zo zrychlenia:

v t t
4 & V=V, t Iat dt =v, + Isr dt.
) 0 0
a<” Jan Ak vezmeme do uvahy pociatoéni podmienku
r V(O) =0 dostaneme
¢ $(0)=0 v(t):att =€rt. 4)

Z obrdzku 4 je zrejmé, ze uhol medzi cel-
kovym zrychlenim a vektorom rychlosti, oznacime
Obr.4 si ho o, bude aj uhlom medzi celkovym zrychle-
nim a tangenciadlnym zrychlenim. Preto moéZeme
napisat’
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tgo =2 (5)

at
Dosadenim vzt'ahov (3 a 4) do rovnice (5) dostaneme
2.2
tg a= & = ﬁt 2
a.r r
a odtialto
t
= L84 (©)
at
Dréhu s(t) si vypocitame zo vzorca pre vypocet drahy
t
s(t) =S, + J-v(t)dt . (7
0
Pri pohybe po kruznici plati nasledovny vztah medzi drahou a uhlovou drdhou
s=¢r. ®)

RieSenie:
a) Pri pouziti rovnic (2, 3 a 4) méZeme rovnicu (1) upravit’ do tvaru

2
2
a = szr2+(mJ =er 1+&%t) =0,4s7> [0,1ma/1+(0,4s‘2im4s4 00,075m.s

r

b) Dosadenim hodnét polomeru, uhlového zrychlenia a tangensu o do rovni-
ce (6) dostaneme:

rtga tg a 5,67128
t2=\/ g ==\/g =\/ 200 03,765,
er € 0,4s

c) Ak vezmeme do tvahy, ze s(0) = 0 a v(0) =0 vypocitame drahu v Case
t;, upravou vzorca (7):
tl tl

at? _ert} _04s? 01m{2s)

s = jv dt = Iatt dt = =0,08m
; ; 2 2
d) Dosadenim do upraveného vzorca (8) dostaneme uhlovu drahu
¢—§—0’08m=0,8 d
r 0,0l m

1.5. Lietadlo leti vodorovne rovnomerne priamociaro nad rovinnym zemskym po-
vrchom vo vyske h rychlostou v . V smere letu lietadla je v mieste P pozorovatelnia.
Pozorovatel ma echolot (zariadenie na meranie absolitnej hodnoty vzdialenosti lie-
tadla od bodu P). a) Akt prieénu rychlost’ ma lietadlo? b) Vypocitajte hodnotu rych-
losti lietadla, ktoru uréi pozorovatel’ v bode P!

Uvaha:
Zadané veli¢iny  Hl'adané veliCiny Pre rieSenie prikladu je vhodné
Iy Vr=7? nakreslit’ obrazok ( pozri obr.5) . Zvolime
r v="7? si suradnicova ststavu tak, ze os X je
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v rovine zemského povrchu v smere lietadla a os y je na fu kolma. Pociatok suradni-
covej sustavy umiestnime do bodu P. Budeme predpokladat’, Ze v ¢ase ty = 0 bol po-
lohovy vektor lietadla ry,, ktorému na osi X zodpoveda stradnica X,.

N a) V l'ubovolnom nasledujiicom case

y PN bude platit:
< v X=Xo—Vt, r=+x*+h?
h ya ro Z nameranych hodnét polohovych vektorov r
r

a r za vel'mi kratky Casovy interval pozorova-
tel’ priamo vypocita radialnu rychlost’ lietadla

//,, V. = r _rO
pL O 5 ToAt
Y x() Xo X b) Radialnu rychlost’ lietadla si mo-
Ob zeme vyjadrit aj v diferencidlnom tvare
- _dr_drdx__ x

Todt dxdt Jy2ip2
Upravou tejto rovnice dostaneme

r’-nh?

V, =-=V=- v,
r
odkial’ h'adana rychlost’ lietadla
vV =-v, !
r2—h2

Poznamka: Priklad nazorne dokazuje zlozitost' problematiky merania rychlosti pohy-
bujtcich sa objektov. Ak mé pozorovatel' pristroj len na uréovanie vzdialenosti a
z toho vyplyvajlcej radidlnej rychlosti, méze presne urCit’ rychlost’ iba vtedy, ked je
umiestneny v niektorom bode na vektorovej priamke rychlosti objektu (t. j. h = 0).
Aby mohol pozorovatel’ jednoznacne urcit’ zlozky rychlosti a smer lietadla musi mat’
k dispozicii udaj o vzdialenosti ur¢itého bodu na osi X, nad ktorym lietadlo preletelo
v Case, ked’ zamerali jeho vzdialenost’ v bode P.

Ked’ze policia ma na meranie rychlosti vozidiel iba pristroje vysSie spominaného
typu, musia ich umiestiiovat’ na okraji vozovky tak, aby h 0.

1.6. Na stoziari vo vyske h=5,8 m je zavesena lampa. Bezec vysoky h;=180 cm sa od
lampy vzdal'uje rychlostou v =4 m.s™.
Vypocitajte:
a) rychlost’ Vi, ktorou sa vrchol tiena bezca vzd’al'uje od lampy,
b) rychlost’ vz, ktorou sa vrchol tiea bezca vzd’al'uje od bezca.

Uvaha:

Zvolime si saradnicova ststavu tak,
Zadané veli¢iny ~ Hladané veli¢iny Ze os X je rovnobezna so smerom rychlosti
h =58m vy =7 bezca a os Y je na nu kolma. Nakreslime si
h;=18m vz =7 obrazok pohybu beZca a tiefia (obr. 6).
vV =4ms’ Nech vt je poloha bezca na osi X, ked’ tento

v ¢ase t, = 0 bol v polohe x = 0. Potom vt
17



je poloha vrcholu tiena beZca na osi X a Vot je vzdialenost’ vrcholu tienia bezca od
bezca.
Z podobnosti trojuholnikov dostavame vzt'ahy:

Y, h _h-h, h v,
h _= = — (1)
vt vt h-h, v
ha Podobne
h \%
hoh v @)
0 vt V2t ;( 1
Vit
Obr.6 Riesenie: )
Upravou a dosadenim do vzorca (1) dostane-
me
vV, = h V= >8m 4ms™ =58m.s™
h-h, 58m-18m

Upravou a dosadenim do vzorca (2) dostaneme
h, 1,8m
h-h, 58m-—18m

4ms” =18ms".

1.7. Pozorovatel’, ktory je v pokoji vzhl'adom na laboratérnu sustavu suradnic, potre-
buje zistit' dizku tyce, ktora sa nachadza v rakete a je s fiou pevne spojena. Ty¢ je
rovnobezna s osou rakety. Rychlost rakety je 0,7 c. Ako je mozné urobit’ takéto me-
ranie? Vypo¢itajte dizku tyce, ktort zisti pozorovatel’, ak dizka ty&e v rakete je 1 m!

Uvaha:
Dlzku telesa m6zeme merat’ len vo

Zadané veli¢iny HTladané veli¢iny vztaznej ststave, voci ktorej sa teleso, kto-

lb=1m I"=2?
v=0,7c¢c

r¢ho diZku meriame, nepohybuje. Preto pod
dlzkou pohybujliceho sa telesa rozumieme

vzdialenost ~ medzi  dvoma  bodmi
v laboratornej ststave (nepohybujticej sa), v ktorych sa v rovnakom case, podl’a hodin
v laboratornej sustave, nachadzali zaciatok a koniec pohybujuceho sa voci laborator-
nej sustave telesa. Zvolime si laboratornu ststavu stradnic tak, aby rychlost’ rakety
bola rovnobeznd s osou X a pohybovala sa v zapornom smere. Aby sme mohli zistit’
dizku pohybujuceho telesa, potrebujeme dvoje hodiny, pomocou ktorych zistime po-
lohy zagiatku x, a konca ty&e X, v rovnakom &ase t. Je zrejmé, Ze dizka pohybujucej
sa tyce bude rovna

I"'=x, —X%,. (1)

DiZka tyce v rakete, vo¢i ktorej je ty¢ v kPude bude
I =x5 —x; (2)
Pomocou Lorentzovych transformacii moézeme vyjadrit suradnice

v pohybujlcej sa ststave pomocou suradnic v laboratdrnej ststave a tym zistit'® zavis-
lost medzi dlzkou pohybujucej sa tyce a jej dlzkou v stave pokoja.
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RieSenie:
Nech hodnota rychlosti rakety v laboratdrnej sustave je V. Potom bude platit’
_ Xy —Vto _ X —Vto

xj ==L X L @)
v v
c? c
Dosadenim do rovnice (2) dostaneme
, . X, —X I’
| =x) -x; =2=—=L =
v? v?
1_72 1_7
c c
“4)

Upravou rovnice (4) dostaneme

2 2.2
I’ =|\/1—V— =1m\/1-M ~0,71m

NerieSené priklady.

1.8. Automobil presiel prvu tretinu drahy rychlostou v, a zvySujucu cast’ drahy rych-
lost'ou 50 km/hod. Vypoditajte rychlost’ v;, ak priemerna rychlost’ na celej drahe bola
37,5 km/hod. [ 25 km/hod. ]

1.9. Aku priemernu rychlost’ Vp ma piest motora automobilu pri n = 3600 ot/min a pri
zdvihu h = 69 mm? [ 8,28 m.s"]

1.10. Dve auta vyrazili su¢asne z mesta M do mesta N vzdialeného 50,4 km. Auto A,
preslo polovicu vzdialenosti rychlostou 54 km/hod. a druha polovicu rychlostou 72
km/hod. Auto A, islo polovicu Casu, ktory potrebovalo na prejdene celej vzdialenosti,
rychlostou 54 km/hod. a druhu polovicu ¢asu rychlostou 72 km/hod. Ktoré auto do-
razilo do mesta N skor a o kol'ko sekiind? Ako vzdialené bolo od mesta N druhé auto
v okamihu prichodu prvého auta do mesta N? Aka bola priemerna rychlost’ kazdého
zaut? [ Ay; 60s; 1200 m; Vi, = 61,7 km/hod; V5, =63 km/hod. ]

1.11.Hmotny bod sa pohyboval nasledovne: Prva sekundu so zrychlenim 1 m.s™, d’al-
sie dve sekundy so zrychlenim —1 m.s”, a posledné dve sekundy bez zrychlenia. Vy-
pocitajte priemernt rychlost hmotného bodu na drahe, ktora presiel za uvedenych 5 s.
[0,7m.s" ]

1.12. Cyklista sa pohybuje smerom do kopca konitantnou rychlostou v, = 10 km.h™",
Ked’ dosiahne vrchol kopca, obrati sa a absolvuje ti1 istll trat’ z kopca dolu rychlostou
V, =40 km.h™'. Aka je priemerna rychlost’ pohybu cyklistu? [ vp = 16 km.h™ ]

1.13.0 Po priamej ceste ide autobus rychlostou 16 m.s”. Clovek sa nachadza vo
vzdialenosti 60 m od cesty a 400 m od autobusu. V akom smere musi zacat’ bezat
¢lovek, aby dobehol k niektorému bodu na ceste suc¢asne s autobusom, alebo skor ako
autobus. Clovek moze bezat rychlostou 4 m.s™. [ Ak chee &lovek dobehnut’ sudasne
alebo skor ako autobus, musi bezat' smerom, ktory zviera uhol voci poc¢iatocnej polo-
he autobusu od 36° 45 mintat az 143° 15 mintt. ]

1.14. Dvaja vodici Startuju sicasne z jedného miesta. Jeden vodi¢ ide so zrychlenim
a; = 1,8 m/s” a po 16-ich sekundach ma pred druhym vodi¢om predstih s = 50 m. Aké
zrychlenie ma druhy vodi¢? [ 1,41 m.s™ |

1.15. Aka je zaciato¢na rychlost’ a zrychlenie telesa, ked’ v 6. sekunde ubehne 6 ma v
11. sekunde 8 m? [ 3,8 m.s™; 0,4 m.s* ]
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1.16. Pozorovatel stojaci v okamihu rozbehu vlaku pri jeho zaciatku zaznamenal, Ze
prvy vagon presiel popri iom za ¢as t; = 4 s. Ako dlho bude popri lom prechadzat’ n-
ty vagon (napr. n = 7), ked’ st vSetky vagony rovnako dlhé? Povazujte pohyb vlaku za
priamo¢iary, rovnomerne zrychleny. [t =t,(Vn-vVn—1)=t;(V7 - V6) =08 s ]
1.17. Teleso preslo dva za sebou nasledujuce useky drahy s rovnakym zrychlenim za
rovnaky ¢as. Aka je dizka druhého useku, ked dizka prvého je 200 m a zadiatoéna
rychlost’ telesa na prvom useku bola nulova. [ 600 m ]
1.18. Dve vozidla $tartuji v pravom uhle a idd rovnomerne zrychlene tak, ze po 15-
ich sekundach st od seba vzdialené 200m; jedno vozidlo ma od krizovatky dvojna-
sobnt1 vzdialenost’ ako druhé. Aké rychlosti maju v tom okamihu?
[vi=119ms";v,=238ms" ]
1.19. Vozidlo sa zac¢alo pohybovat’ zo stavu pokoja so zrychlenim a; = 2,5 ms™ . Po 5
s preslo do rovnomerného pohybu a nakoniec brzdilo so spomalenim a, = 3,5 ms™ a
do zastavenia. Celkove preslo drahu 100 m. Aky Cas bol na tito jazdu potrebny?
[12,06s]
1.20.0 Vlak isiel rychlostou 72 km/h, avSak mal meskanie t,, = 3 min, pretoze pre-
chodne na prestavovanej trati smel ist’ iba rychlost'ou 18 km/h. Spomalenie pri brzde-
ni bolo 0,3 m/s? a rozbehové zrychlenie 0,15 m/s>. Aka drahu presiel vlak rychlostou
18 km/hod.? [ 825 m ]
1.21. Podl'a zaznamu akcelerografu sa vozidlo zo stavu pokoja rozbiehalo so zrychle-
nim, ktoré z pociatoénej hodnoty 1,5 m.s rovnomerne klesalo az na nulova hodnotu
za Cas 30 s. Aku drahu vozidlo preslo pocas rozbehu a aku rychlost’ pohybu dosiahlo?
[ 450 m; 81 km/hod. ]
1.22. Analyzou zaznamu tachografu vozidla bolo zistené, Ze vozidlo z pévodnej rych-
losti 90 km/hod. brzdilo podla ¢asovej zavislosti v = v, - bt* a zastavilo za ¢as 16 s.
Na akej drahe vozidlo zastavilo a aki maximalnu hodnotu dosiahla velkost’ zrychle-
nia pocas pohybu? [ 266,7 m; 3,125 m.s~ |
1.23. Ak na hladine vody volI'ne pustime gulicku, bude klesat’ nerovnomerne zrychle-
nym pohybom s ¢asovou zavislostou rychlosti v=vy[ 1 - exp(-/@)], kde Vo= 0,2 m.s™
a ©@=0,1s.V akej hibke bude mat’ guli¢ka rychlost’ rovnii 99 % rychlosti ustaleného
rovnomerného pohybu a aké bude v tejto hibke zrychlenie? Zistite zo zadanych hod-
nét hustotu gulicky. [ 7,2 cm; 0,02 m.s?;1,310° kg.m™ ]
1.24. Castica sa zacala pohybovat’ z pociatku stradnicovej sustavy v kladnom smere
osi X. Velkost’ jej rychlosti sa s ¢asom meni podl'a vztahu v = vo (1 —kt ), kde v, =
0,1 m/s je po&iatoéna rychlost Castice ak = 0,2 s je konstanta. Uréite X — ova surad-
nicu Castice v Case t = 6,0 s od zaciatku pohybu. [ 0,24 m ]
1.25. Castica sa pohybuje tak, Ze jej poloha v l'ubovolnom okamihu je uréena polo-
hovym vektorom r =3 m.s"'ti +(1 m.s"'t +1/2 m.s”t?)j — 4 m/TCsin (T6™'t/2)k. Urcite
velkost rychlosti a zrychlenia Castice v ase t=5s.[ 6,7 m/s ; 1,4 m/s’ ]
1.26. Auto sa rozbieha priamociaro z pokoja, pricom jeho zrychlenie rovnomerne ras-
tie tak, 7e v ase t; = 150 s ma velkost a, = 0,25 m/s>. Aké bola okamzita rychlost’
auta v Case t, = 200 s ? Akt drahu preslo auto za tento ¢as [ 33,3 m/s ;2,2 km ]
1.27. Nékladné auto ide stalou rychlostou v, = 60 km/h za inym autom, ktoré ma
rychlost v, =42 km/h. Za aky cas t a na akej dlhej drahe s dobehne pomalsie auto,
ked’ auta mali zadiato¢ny odstup 400 m? [ 80 s; 1333,3 m |
1.28.Auto iduce rychlostou v, = 70 km/h predbieha iné auto, ktoré ma rychlost’ v, =
60 km/h. Ako dlho bude trvat’ manéver predbiehania a ak(l drahu musi predbiehajuce
auto vykonat,, ked’ vzajomny odstup aut pred a po predbiehani je 20 m a obidve auta
maju dizku 4 m? [ 17,27 s; 335,8 m |
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1.29. Ur¢ite periodu periodického pohybu telesa, ktoré sa kize dolu a hore po dvoch
naklonenych rovinich zvierajucich s vodorovnou rvinou uhly o a 3 (obr. 7 ), ked
v Case t = 0 je vol'ne pustené z polohy A, a ked’ zanedbavame trenie ako aj straty kine-
tickej energie telesa pri jeho prechode z jednej roviny na druht.

2
T=T+T, == .1 + .l =2 2 .1 + .1
g \sing sinf g {sina sinf

1.30. Teleso preletelo za posledné 2 sekundy vol'ného
A padu tretinu svojej celkovej drahy. Ako dlho az akej
a B vysky padalo ? [ 10,9s;582,7m]

1.31. Volne padajice teleso minie dva 12 m od seba
Obr.7 vzdialené meracie body za ¢asovy interval jednej se-
kundy. Z akej vy$ky h nad prvym meracim bodom pa-

da teleso a aku rychlost’ ma v oboch bodoch? [ 2,56 m; 7,09 ms’; 16,9 ms” ]
1.32. Lopta hodena zvisle na zem z vy$sky 1 m vysko¢i do vysky 6 m. Aka bola jej
zacCiatocna rychlost’, ked’ so stratami rychlosti v doésledku odporu vzduchu neratame?

[9,9ms™ ]

1.33. Oreleso bolo vrhnuté zo zemského povrchu zvisle nahor rychlostou vy = 4,9
m.s™. St¢asne z maximalnej vysky, ktort toto teleso dosiahne, je vrhnuté zvisle nadol
druhé teleso tou istou zaciato¢nou rychlostou v,. Treba urcit’ ¢as t’, v ktorom sa obi-
dve telesa stretnt, vzdialenost’ h od zemského povrchu, v ktorej sa stretnt1 a rychlosti

obidvoch telies v, a v, v okamihu stretnutia. Odpor vzduchu zanedbajte!

[t'=0,1255h=0,53m; v, =3,67ms"; v; =6,12ms" ]

1.34. V urcitej vyske nad povrchom Zeme su zjedného bodu stcasne vSetkymi
smermi vyhodené gul6cky so zaciatocnou rychlostou v,. Dokazte, ze v l'ubovol'nom
nasledujucom case sa gul'ocky nachadzaji na gulovej ploche polomeru R = v, t, kto-
rej stred klesa rychlostou gt.

1.35. Na vodorovnej ploche ihriska bola vystrelend Sikmo hore pod uhlom 0,6 rad
rychlostou 25 m.s™ ocelové gulidka. V akej vzdialenosti by dopadla, akii maximéalnu
vysku by dosiahla a aky by bol pomer polomerov zakrivenia trajektorie v najvysSom a
pociatoénom bode, ak by na nu nepdsobil odpor vzduchu? [ 59 m; 10 m; 0,56 ]

1.36. Z vodorovného dopravného pasa vo vyske 2,5 m ma uhlie dopadat’ do vzdiale-
nosti 1,80 m. Ak obehovii rychlost’ musi mat’ dopravny pas? [ 2,52 m.s™ ]

1.37. Pod akym uhlom musi striekat’ voda z hadice na Grovni zeme, aby dosiahla ma-
ximalnu vysku rovnu vzdialenosti dopadu vody na zem? Odpor vzduchu zanedbajte.
[ 75,96° ]

1.38. Pod akym uhlom vo¢i horizontu musime vrhnut' ocelovi gulicku, aby pri zada-
nej rychlosti dosiahla maximalnu vzdialenost miesta dopadu? Odpor vzduchu zane-
dbajte. Rieste najprv obecne, potom vypocitajte vzdialenost’ dopadu pre pociatoc¢nu
rychlost 25 m.s™. [ 45° 63,71 m]

1.39. Dopravnikom, ktory je nakloneny nahor o 20°, vrha sa sutina zaciato¢nou rych-
lostou 2,2 m/s do preklapacieho vozika, ktory stoji 4 m hlbsie ako horny koniec do-
pravnika. Vypocitajte vodorovnu vzdialenost’ stredu preklapacieho vozika od horného
konca dopravnika, ak sutina dopada do stredu vozika.[ 2,032 m ]

1.40.0 Gulicka bola vrhnutd z vrcholu hory, svah ktorej zviera s horizontalnou rovi-
nou uhol 60°, v horizontalnom smere rychlostou 10 m.s”. Vypo&itajte vzdialenost
medzi prvym a druhym miestom dopadu gulicky na svah, za predpokladu, Ze rdz me-
dzi gulickou a svahom je absolitne pruzny. Odpor vzduchu zanedbajte. [ 176,56 m ]
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1.41. Pri merani rychlosti naboja sa naboj vystreli cez dva lepenkové kotuce, ktoré sa
otacaju na spolocnej osi vo vzdialenosti 80 cm s frekvenciou = 1 500 ot/min. Aka bo-
la rychlost’ naboja, ked” obidva priestrely na kotucoch s navzajom posunuté o 12°? [
600 m.s™ ]
1.42. Po obvode upevnenej 10-halierovej mince sa kotal'a druhd 10-halierova minca a
vykona tak celt kruhova drahu. Kol'ko otacok pritom vykona? [ 2 ]
1.43. Pri rychlosti letu 420 km/h vykona hlava (naboj) vrtule pocas kazdej otacky
drahu 3,6 m. Aky podet otaGok mé vrtula? [ 32,4 s |
1.44. Pri nehode sa remenica motora rozbije. Jeden kusok z obvodu remenice (d=12
cm) uleti zvisle do vysky 65 cm. Aky pocet ota¢ok mal motor? [ (19,47 s ]

1.45. Na obvode kladky s polomerom R, otacajucej sa okolo vodo-

M rovnej osi, je polozené lanko, na ktorom je zavesené zavazie (obr.8).

PP . . 1 g x L.
Pohyb zavazia je urceny rovnicou S =Eat2. Néjdite Casovu zavis-

lost  zrychlenia bodu M, leziaccho na obvode kladky!
[ ay =%\/R2 +a’t? ]

Obr.8 1.46. Koleso sa otaca s frekvenciou f = 25 s™'. Brzdenim mozno do-
' siahnut,, Ze jeho otac¢anie bude rovnomerne spomalené a koleso sa
zastavi po Case ty = 30 s od zaciatku brzdenia. Vypocitajte uhlové zrychlenie € a pocet
otacok, ktoré koleso vykona od zadiatku brzdenia az do zastavenia! [€ = - 5,24 5%
375]
1.47. [Pohyb bodu je dany v polarnych suradniciach rovnicami r =nt, ¢ =bt , kde n

a b st konstanty. Najdite rovnicu drahy pohybu a vyjadrite zavislost’ rychlosti a
zrychlenia od Casu. [ Draha je Archimedova $pirala s rovnicou

=%¢; v=nyl+b%t?;a=nbV4+b?t? ]

1.48.0Hmotny bod sa pohybuje po kruznici o polomere 4 m tak, Ze jeho normalové
zrychlenie sa meni podla vztahu a,= A+ Bt + Ct*. Vypotitajte tangencialne zrychle-
nie hmotného bodu a celkové zrychlenie v Case t,=2/3 s, ak A =1 ms?, B=3ms>,
C=225ms* [a=3ms? a=5m.s~ ]
1.49. Pozorovatel’ sedi 2 m od 50 cm Sirokého okna. Pred oknom vo vzdialenosti 500
m prebieha cesta kolmo na smer pohl'adu. Ak rychlost’ ma bicyklista, ktorého vidno
15 sekind v zornom poli okna? [ 8,37 m.s™ ]
1.50. Akou rychlostou opusti delostrelecky naboj 80 cm dlhu hlaven, ked” pomocou
vyrytych dréazok ziska n = 4500 ot/s a ked’ na dizku hlavne pripadaju 4 dizky zavitu?
[900 m.s™ ]
1.51. Na voze, ktory sa pohybuje vodorovne a rovnomerne priamociaro rychlostou v
je rara. Ako musi byt’ os rury naklonena, aby kvapky dazd’a fiou preleteli bez dopadu
na stenu. Kvapky padaju rovnomerne priamociaro zvislym smerom rychlostou V.
[ ¢ =arct v ]
ng
1.52. Lietadlo ma v smere zemského poludnika preletiet 1 500 km za dve hodiny.
Akou priemernou rychlostou a akym smerom musi pilot viest' lietadlo, ked’ vie, ze
zapadny vietor ma rychlost’ 100 km/hod. [ vi = 756,6 km/hod; a = 7,6°]
1.53. Lietadlo leti rychlostou 250 km/h po skrutkovitej drahe s polomerom zakrivenia
r =300m a za 3 mintty dosiahne takto vysku 1 500 m. Treba vypocitat: a) vykonanu
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drahu ; b) ¢as potrebny na preletenie jednej slucky; c) pocet vykonanych sluciek a d)
krok skrutkovnice. [ 12,5 km; 27,34 s; 6,58; 228 m |

1.54. Furman s firou nalozeného dlhého dreva ide konstantnou rychlostou. Pri ne-
zmenenom pohybe voza zostupi zo svojho sedadla a ide na koniec fury nieco skontro-
lovat’. Urobi pritom desat’ krokov. Potom ide naspét’ na svoje sedadlo a musi pritom
urobit’ 15 krokov. Kol'ko krokov je dlha jeho fara? [ 12 krokov ]

1.55. Dva vlaky, z ktorych jeden je dlhy 150 m a druhy 200 m, stretntl sa na volnej
trati. Aka rychlost’ maju oba protiidice vlaky, ked” ich jazda vedla seba trva 10 se-
kund a ked’ prvy vlak ubehne za tento &as drahu 160 m? [ 16 m.s™; 19 m.s™ |

1.56. V istej laboratornej sustave sa gulicka pohybovala priamociaro proti stene rych-
lostou 20 m.s”'. Stena sa pohybovala oproti guli¢ke rychlostou 18 km/hod vzhl'adom
na laboratérnu sustavu.. Vypocitajte rychlost’ gulicky po absolutne pruznom raze so
stenou. Hmotnost steny uvazujte ako nekoneénu. [ 30 m.s™ ]

1.57. V istej inercialnej sustave suradnic sa v bodoch X, a Xxg=X,+l, sGcasne stali dve
udalosti A a B. Vypocitajte v akej vzajomnej vzdialenosti sa udalosti stali a aky caso-
vy interval medzi nimi uplynul z hl'adiska pozorovatel'a nachadzajticeho sa v rakete,
ktorej rychlost’ bola 0,4 ¢ vzhladom k danej inercialnej sustave! Vzdialenost' Iy = 1
km. [ 1,1 km; -1,45 ps pri Xg-Xa=lo; 1,45Us pri Xa-Xg =l ]

1.58. Sklenena ty¢ dlha 0,5 m sa pohybuje rychlostou 30 m.s™. Svetlo sa §iri tyGou
tak vsmere pohybu ako aj oproti pohybu tyCe. Vypocitajte rozdiel casov
v laboratdrnej ststave, za ktoré prejde svetlo tyCou. Rychlost’ svetla v ty¢i uvazujte
rovna 2/5 ¢ . [17,5007%s ]

1.59. Vypocitajte dobu zivota Castice vyjadrent vlastnym casom, ak jej rychlost’ sa
lisi o 0,2% od rychlosti svetla vo vakuu a vzdialenost, ktorti castica preleti
v laboratérnej sustave do rozpadu je 300 km. (Rychlost’ svetla vo vakuu uvazuj-
te300%m.s™). [ (063,34 ps |

1.60. Dizka kozmickej lode na zemi je 100 m. Akou rychlostou leti lod’ v kozme, ak
pozorovatel’ na zemi vidi lod’ dlhi 99 m? [ 4,2 00" m.s™ ]

1.61. Kozmicka lod’ opusta zem rychlost'ou 0,98 c. Ako dlho bude trvat’ podl'a pozo-
rovatel’a na Zemi 1 obeh minatovej ruc¢i¢ky na hodinach v kozmickej lodi. [ 5 hodin ]
1.62. Kozmicka lod’ sa vzd’al'uje od zeme rychlostou 300 m.s”. Kol'ko rokov prejde,
kym rozdiel ¢asu hodin na zemi a na kozmickej lodi a podl'a pozorovatel'a na Zemi
bude 1 s. [6,300* rokov ]

1.63. Doba Zivota &astice v kl'ude je 107 s. Aka vzdialenost moze preletiet’ od vzniku,
ked’ pri vzniku mala rychlost’ 0,99 ¢. [ 213 m ]
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2 Dynamika hmotného bodu

Druhy Newtonov zakon nam nehovori ni¢ o bodoch, v ktorych posobia sily,
ani o rozmeroch a tvaroch telies. Znamena to, Ze plati len pre hmotné body, alebo pre
telesa, ktoré sa pohybuju priamociaro. Preto v tejto ¢asti budeme predpokladat, ze ak
priamociary pohyb nie je uvedeny priamo v zadani, vysledna sila pdsobiaca na teleso
prechadza cez jeho t'azisko.

Pri rieSeni prikladov z dynamiky hmotného bodu musime velku pozornost’
venovat’ analyze sil. Pohybové rovnice je potrebné vzdy zapisovat vo vektorovom
tvare. Potom treba zvolit’ vhodnu suradnicovi stistavu a do nej prepisat’ rovnice v ska-
larnom tvare pomocou projekcii sil a zrychleni na jednotlivé osi.

Musime mat’ na zreteli, Ze Newtonove zadkony platia len v inercialnych vztaz-
nych ststavach . Znamena to, Ze zvolené stiradnicové sustavy nesmil mat’ zrychlenie
voci Zemi.

1. Sila je mierou vzajomného posobenia dvoch telies na seba. Z druhej strany je sila
aj mierou zmeny pohybu. Mierou pohybu je hybnost, ktora ma oznacenie p . Preto

medzi silou a hybnost'ou plati vztah

d(mv)
t dt
je hmotnost’ konstantnd, a preto mdzeme

o
S

o

F =
V pripade klasickej mechaniky (V («
napisat’

(9]

F=ma.

2.. Sila je vektor, preto ju mdzeme rozlozit’ na niekol’ko jej vektorovych zloziek, pre
ktoré ale musi platit
N
F=>F,
i=l

kde N je pocet zloziek, na ktoré silu rozlozime. Toto vektorové pravidlo plati aj o-
pacne, vysledna sila sa rovna vektorovému suctu vsetkych posobiacich sil na hmotny
bod.

3. Pre impulz sily za ¢asovy interval At =t, —t,, plati vztah

t,
|:Ith:p2—p1.
t

1

4. V pripade pritomnosti trenia platia nasledovné vztahy pre sily trenia
a) Maximalna sila statického trenia
— I:V
Ft “s N |Fv | ’
kde W je faktor adhézie,
N - hodnota normalove;j sily,
F, - vonkajsia sila pdsobiaca na teleso.
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b) Sila Smykového trenia

Fi =-uN ﬁ )
kde p je faktor Smykového trenia,

V - je rychlost’ telesa.

¢) Sila viskézneho trenia
Fi =-kv,

kde k je sudinitel’ umernosti.

V pripade, Ze ide o pohyb telieska sférického tvaru v tekutine, je

k =o6mnr,

kde n je stcinitel’ dynamickej viskozity kvapaliny a r - polomer gul'6¢ky.
d) Sila odporového trenia
2V

M

Obycajne predpokladame, ze K ma nasledovny tvar

Fy =—kv

B

kde K je séinitel’ imernosti.

1
k :EpCXSp,

kdep je hustota tekutiny,
C, - sucinitel’ odporu,

S, - charakteristickd plocha napr. priecny prierez telesa.

RieSené priklady

2.1. Zavazie o hmotnosti m = 1 kg je zavesené na |

dvoch nehmotnych nitiach. Prva nit’ je dlhd 1,5 m a 2
je priviazana ku krazku, ktory moze kizat' po vodo-
rovnej ty€i, vid obrazok 9. Faktor adhézie medzi
ty¢ou a krazkom je 0,75. Druhd nit’ je vedend cez
nehmotnu kladku, upevnent vo vzdialenosti 2,5 m d
od krazku a na jej konci visi zadvazie hmotnosti m;.
Vypocitajte minimalnu hmotnost' my, pri ktorej za- |m, m
¢ne krizok kizat’. Dalej vypogitajte silu napinajiicu
prvu nit’ a uhol medzi nitami ©.
Obr. 9
Uvaha:
Zadané veliCiny Hl’adané veli¢iny Minimalna hmotnost’
m=1kg m;=? zavazia m; pri ktorej zacne krazok
I1=25m T,=7? kizat’, mozeme stanovit’
d=1,5m =2 z podmienky, Ze je to maximalna
Hg =0,75 hmotnost’ zavazia my, pri ktorej je

eSte sustava v pokoji. Je zrejmé, ze

potom sila trenia, ktora brani krazku v pohybe, je maximalnou silou trenia, a preto

mdbzeme napisat’
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Fo=usN, (1
kde N je sila, ktorou posobi krazok v kolmom smere na ty¢; U je faktor adhézie. Na
N X obrazku 10 st znazornené sily, ktoré poso-
oONE > bia na zavazia a kruzok. Pretoze nite a

' . Kkladka sa uvazujii ako nehmotné, sily, kto-
YN =-N" PR , AT
\ ré napinaju nite T, a T,, su v celej dlzke
Yy A 0i 6 niti konStantné. Z treticho Newtonovho za-
™\ /T kona N= -N Napiseme si podmienky rov-
[:I novahy pre zdvazia m, m; a krazok

mi m

m.g mg mg+T,+T, =0
m,g+T, =0
Obr.10 T,+N'+F, =0
Aby sme mohli riesit’ tieto vektorové rovnice, zavedieme si dvojrozmernu
suradnicovu ststavu s osami X a Y, pozri obrazok 10. Uhol medzi tyCou a silou T, si
oznacime O .

Potom moézeme prepisat’ vektorové rovnice vyjadrujice podmienky rovnovahy pri
maximalnej sile trenia do skalarnych rovnic. V smere osi X maju tvar

T,sin6, -T,sinB, =0 . )
T,cosa —F =0. 3)
V smere osi y budi mat’ tvar

T,cosB, +T,cos6, -mg =0. 4
T,-mg=0. (5)
T,sina-N"=0. (6)

Rovnicu (3) mézeme upravit’ pomocou rovnic (1) a (6) a dostaneme
T cosa =pgT,sina . (7)

Odtial’ cotg a=p. Kedze a =90° — 6, dostavame tg0, =g

Zostali nam tri rovnice (2), (4), (5) a $tyri nezname my, T,, T, a 6, . Stvrta chybajicu

rovnicu dostaneme z geometrie zariadenia. Pomocou sinusovej vety vypocitame uhol
0 =6, +0,, atym aj neznamy uhol O, . Plati

I _  d .

sin@ sin(l80° -a- 6?)

®)

Riesenim (8) dostaneme uhol 8 a odtialto aj uhly 6, a 6, . Dosadenim do rovnice

(3) dostaneme pomer sil napinajtcich nite a pomocou rovnice (4) aj ich velkost. Do-
sadenim za T; do rovnice (2) vypocitame hodnotu hmotnosti zavazia m;.

Riesenie:
Upravou rovnice (8) dostaneme:
I d _ d
sin 6 sin(O( + 9) (sin 0 cos B+ cosasin 9) ©)
1

| _
d- (sincxcotg 9+coscx)
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, 14 N TP
Zo vztahu (7) vyplyva, ze sina = T S acosa= —==—.
l+pg 5 I+ps 5

Potom mdzeme rovnicu (9) upravit’ do tvaru
3_4 3
—=—cotg 6+=
55
Rovnica plati len vtedy, ak cotg 8 =0, ¢o znamena, ze 6 je rovné 90°, a d’alej
. 3 4 o | <
sin 6, :g a cosB, :g, apretoze 8 =6, +6, =90°, |sm 91| :|cosez| a opacne

cosB, =sinB, .
Dosadenim do rovnice (4) dostaneme
T,cosB, =T,sinb,
Tius =T,

Dosadenim do rovnice (4) a ipravou dostaneme

T,sin8, +T g cos8, =mg
- mg
' sin 0, + g cosB,
a nakoniec dosadenim do rovnice (5)

m
m=—""""-
sin @, + g cos B,

_ 12kg _12kg _

173 3476 ke
T+ el
545 5

2.2. Lokomotiva taha supravu 20 voziiov, kazdy hmotnosti m =200*kg, silou

F = 10° N. Vypogitajte: a) Silu, ktorou pdsobi 6. vozeii na 7. vozei; b) Vyslednu silu
pdsobiacu na 8. vozeinl. Trenie zanedbajte!

Uvaha:

) . X L Budeme predpokladat’, Ze va-
Znavlme velvlclny Hl'adané veli¢iny gény st pevne spojené, a teda celd si-
Pocet VOZI140V n=20 Fe;=? prava sa pohybuje s rovnakym zrychle-
m= 2,(3E[|0 kg Fs=? nim. PretoZe na opisanie pohybu vysta-
F=10"N ¢ime s jednou stiradnicou rovnobeznou

so silou F mbzeme druhy Newtonov
zékon napisat’ v skalarnom tvare
Ma=F, (1)
kde M=nm.
Kazdy vozen sa pohybuje s tym istym zrychlenim @, a preto pre l'ubovolny I-ty
vozen musi platit’
ma =F,. )
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Tak isto k-ty vozen musi posobit’ na zostavajuce vozne poctom (n - k)
takou silou, aby im udelila zrychlenie @, a to znamena, ze

(n —k)ma =Fy k- 3)
Riesenie:
Dosadenim zrychlenia @ z rovnice (1) do rovnice (3) dostaneme
(n - k)F _F
n k k+1
a po dosadeni
Fe7 = 2026 55N =710 N.
Dosadenim zrychlenia z rovnice (1) do rovnice (2) dostaneme
5
F =Lp 210N s
n 20

2.3.Na obrazku 11 je znazornena sustava kladiek. Vypocitajte zrychlenie zdvazi m, =
m, = 2 kg a silu, ktorou je napinana nit. Hmotnost’ kladiek a silu trenia zanedbajte.

Uvaha: L
Urobime si ana-
lyzu sil posobia-

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny

m; =2 kg a =? cich na jednotlivé
m, =2 kg _l‘:ﬂlz :?? telesa ststavy

nakreslenej na
obrazku. Pretoze
zavazia sa mozZu
pohybovat’ len vo smere jednej osi, mézeme vsetky rovnice
pisat’ skalarne. Na zavazie m, posobi tiazova sila m,g sme-
rom dole. Smerom hore na toto zavazie pdsobi sila, ktorou
je napinana nit’, oznac¢ime si ju T. Tato sila v dosledku toho,
ze kladky st nehmotné, pdsobi rovnako v kazdom bode
nite. Sila napinajuca nit, na ktorej je zavesené zavazie m,
rovna 2T. Podobne aj nit, na ktorej je upevnena pevna
kladka, bude napisana silou T; = 2T. Na zavazie m; bude pdsobit’ sila tiaze m;g sme-
rom dole a sila T, , ktorou je napinand nit’. Preto mézeme napisat’
m@a, =m,g - 2T (1)

m,a, =m,g -T, 2
kde sme za kladny smer vzali smer stihlasny s tiazovou silou. Mame iba dve rovnice a
tri nezname. Tretiu rovnicu dostaneme z podmienky, Ze nit’ je nehmotna.

Nech zavazie m, sa posunie smerom dole o vzdialenost’ X,. Potom ale zava-
zie m; sa zdvihne smerom hore o vzdialenost' X;=X,/2. Derivovanim tejto rovnice
dvakrat podl'a Casu dostaneme vzt'ah medzi zrychleniami zavazi

—2a, =a,. (3)
Riesenim troch rovnic o troch neznamych dostaneme hladané veliiny zrychlenia a
silu ktorou je napinana nit’.

Obr.11
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Riesenie:
Dosadime za a, do rovnice (2) a dostaneme:
m,a, =m,g - 2T
=2m,a, =m,g -T

Prenasobime prvi rovnicu ¢islom -2 a po s¢itani rovnic a Gprave dostaneme

a, = m, -2m,
4m, +m;
a zrovnice (3)
a, = 4m, —2m,
4m, +m,
Dosadenim a, do rovnice (2) a tipravou dostaneme
__mm,
- 4m, +m,
Po dosadeni zadanych hodno6t veli¢in m; a m, budeme mat’

= M@ 81m.s? =-1,962m.s >
42kg+2kg
, = M@ 81m.s™2 =3,924m.s2
42 kg+2kg

= 32kegkg g oy s =11772N
42kg +2kg

2.4. Teleso hmotnosti m sa $myka dolu po naklonenej rovine s uhlom sklonu 45°. Ked’
sa posunulo po dréhe 1 m, jeho rychlost’ sa zvigsila zo zagiatognej hodnoty 1,8 km.h™!

na hodnotu 12,6 km.h™. Vypogitajte faktor §mykového trenia.

Uvaha:
Urobime si  analyzu
Zadan¢ veli¢iny Hl'adané¢ veliCiny posobiacich na teliesko, pozri obr.12.
vi=05ms'  p=? Vidime, Ze na teliesko posobi tiazova sila
v2=3,5ms’ a sila Smykového trenia. Sila $mykového
s=1m trenia je Umernd sile vzdjomného
o=45° pOsobenia telieska a roviny. Sucinitel
= umernosti bude hladany faktor Smykového trenia .
S Z obrazku 12 je zrejmé, ze pohyb telieska mézeme skiimat’
ako pohyb v rovine. Zvolime si vhodnu stradnicovu susta-
mg vu a to tak, Ze os X bude paralelnd naklonenej rovine a os y
4 bude kolma na tito rovinu, pozri obr.13. Tiazovu silu si
rozlozime na zlozky v smere X a y. Vidime, Ze teliesko po-
Obr12 sobi na rovinu silou mgcos 0 a rovina bude posobit’ na
r.

smeru.. Potom sila Smykového trenia bude rovna
F, =pumgcos a
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Rychlost’ a draha telieska budu zavisiet’ od sily Smykového trenia. Preto, aby
sme zistili faktor Smykového trenia, budeme hl'adat
vztah medzi uvedenymi veliCinami. NapiSeme si
pohybovu rovnicu telieska v smere osi X, pricom be-
rieme do uvahy, Ze sila trenia pdsobi vzdy proti
smeru pohybu

ma =mgsin a - F; 2)
a po dosadeni rovnice (1) do rovnice (2) dostaneme
ma =mg(sina -pcosa)  (3)

Upravou rovnice (3) dostaneme vyraz pre faktor
Smykového trenia ako funkciu zrychlenia a uhlu na-
klonenia.

a
=tga— 4
Obr.13 H=te g cosa @

Z rovnice (3) vyplyva, ze zrychlenie a je konstantné, a preto budu platit’ nasledovné
vztahy pre rychlost’ a drahu.

at? Q)
s=vt+—,
2

kde drahu a ¢as meriame od bodu, v ktorom malo teliesko rychlost’ v;. Pomocou rov-
nic (5) vyjadrime zrychlenie ako funkciu rychlosti a drdhy a dosadenim vyrazu pre
zrychlenie do rovnice (4) vypocitame faktor Smykového trenia.

Riesenie:
Z rovnic (5) vyluc¢ime Cas t
V, -V
t=Y2™Vi
a
2
vilv, -v Vv, -V 1 Vi —2VVv, +Vv
s = 1(2 1) (2 1) =_V1V2_V12+1 Vo TVo
a 2a a 2
1
s=—WVi-v}
2a
a odtial’
_Vi-vP
2s
Dosadenim do rovnice (4) dostaneme
2 _\,2
V5 -V
H=tga-——2——
2sg cos

- ((3»5)2 _(()»S)Z)Irlz.s_2

20m @81 ms > 972

u=1 =0,135

2.5. Na hladine transformatorového oleja uvolnime ocelova gulicku o priemere 3
mm. Po uréitom Case sa rychlost’ klesajucej gulicky ustali. Aka bude tato rychlost™?
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Predpokladame, Ze odpor prostredia je dany Stokesovym vztahom. V akej hibke pod
hladinou mézeme pohyb povazovat’ za rovnomerny s presnost'ou 1% ?

Uvaha:

Zadané veli¢iny ~ Hl'adané veliCiny Pri pohybe v kvapaline, budd na

r=15mm , = ? gulicku posobit nasledovné sily: sila
Pg = 8010 kg.m’ § =7 tiaZze, vztlakova sila a sila viskézneho
Pk = 866 kg.m” trenia. PretoZze pohyb je priamociary,
n=0.032kgm"'s" mozeme sily aj rychlosti vyjadrovat
Vo =0 v skalarnom tvare. Nech kladny smer je
v =0.99 v, smer tiazovej sily. Vztlakovu silu ako aj

silu viskoézneho trenia budeme brat so
zapornym znamienkom, pretoze pdsobia v opacnom smere ako tiazova sila. Pohybova
rovnicu si zapiSeme v nasledovnom tvare:

m—=mg-F, - F. (1

Hmotnost’ m si vyjadrime pomocou objemu a hustoty. Vztlakova sila bude
rovna tiazovej sile kvapaliny gulickou vytlaenej vzatej so zadpornym znamienkom.
Hmotnost’ kvapaliny si taktiez vyjadrime pomocou hustoty kvapaliny a jej objemu.
Pre sférické telieska pri viskoznom pohybe v kvapalinach mézeme pouzit’ Stokesov
vzorec

F, =6mnrv
Takto si upravime rovnicu (1) do tvaru
4 dv _4
Sy gt=3m oy - o ~6m. @)

Vidime, ze sme dostali diferencialnu rovnicu, ktorej rieSenim dostaneme vy-
raz pre rychlost’ ako funkciu ¢asu. Pretoze sila viskozneho trenia rastie s rychlostou,
v urCity okamih prava strana rovnice (2) bude rovna nule a pohyb d’alej bude prebie-
hat’ s konstantnou rychlostou Vv, ktort zistime z vypocitaného vyrazu pre rychlost
pohybu gulicky.

Drahu gul'd6cky s; vypocitame integrovanim vyrazu pre rychlost’ gul'ocky
podl’a ¢asu

tl
s= Iv dt,
0
kde cas t; vypocitame z podmienky v, = 0,99 v,

Riesenie:
Upravime si rovnicu (2) nasledovne
d_V: l—p_kg—gziv (3)
dt Py 2r Py
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Pre zjednodusenie vypoctu si oznacime vyrazy (1 —p—k]g ako kg a % 2'1 ako k.
P

9 r pg
PrepiSeme si rovnicu (3) do tvaru vhodného pre integrovanie d—l\</ =k, dt
1--Llv
Ko

a integrujeme

v

J' =K, J' dt

K In| 1 Ky —vV |=Kk,t.

ki L ko
Tento vyraz upravime nasledovne:

1 _k_lv =e Kt
0
a odtial
k
v:—O(l—eklt). (4)
K,
Vidime, ze rychlost’ sa ustali v ¢ase t = , a bude rovna
_ko
v, =—
Ki
a po dosadeni
2Py =P »
vV, =———r 5
e g )

2 [8 [10° kg.m™ - 866 kg.m ™

u - ff1,5) 007 m® M,81 m.s™ =1,09 m.s™"
9 0,032kg.m™".s

Integrovanim rovnice (4) podla ¢asu v intervale t=0 a t=t; dostaneme

t, t,
S, =V, I(l —e"klt)dt =v, {t +%e"klt}
1

0 0

I ke, 1
S| =Vy |t +—e " —— |, 6
oot 0
Vypocitame si ¢as t, pre ktory plati podl'a zadania
v, =09%,,
0,99, =vu(1—e‘k1tl).
, Inl
Upravou dostaneme t, = nk00 .
1

Dosadenim c¢asu t; do rovnice (6) dostaneme
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s :ﬁ 1n100+ie—1n100_i
: AL K, K,

=~

s =k—g(1n100+e‘1“1°° —1)
k1
_ 4Py~ 4 ~In100
S _E[T Pyt g}(1n100+e —1)

_4 (8 10’ kg.m > —866kg.m‘3)
'8 (0,032 kgEm s
[(Jln100+e““1°°—1):0,477m

8000° kg.m(1,5)' 10" m* ©.81m.s

NerieSené priklady

2.6. Aky je uhol medzi dvomi rovnakymi silami, ak vysledna sila ma velkost’ rovna
poloviénej velkosti jednej sily? [ 151° ]
2.7. Medzi dve skoby upevnené v rovnakej vyske proti sebe v rovnobeznych stenach
vzdialenych 3,5 m od seba je priviazané tenké vlakno. Po zaveseni zataze hmotnosti 5
kg do stredu vlakna poklesne stred vldkna o 5 cm pod tiroveii spojnice bodov upevne-
nia. Aka sila kolma na steny sa snazi skoby vytrhnut'? [ 860 N ]
2.8. Gul'a hmotnostou 1 kg visi na niti dlhej 0,8 m. Nit’ je pripevnena
k hladkej stene (pozri obrazok 13). Vypocitajte silu, ktorou gul'a pdso-
bi na stenu, ak polomer gule je 22,5 cm! [ 2,2 N ]
2.9.9Tri rovnaké gule leZia na dne valcovej nadoby o priemere 0,5 m
tak Ze sa dotykaji medzi sebou a steny. Vypocitajte silu, ktorou pdsobi
jedna gula na stenu nadoby, ak na ne polozime taku isti gul'u! Hmot-
nost’ kazdej gule je 10 kg. [ 23 N ]
2.10. Cestna zakruta s polomerom 200 m ma uhol klopenia 0,2 rad.
Aka je optimalna rychlost’ jazdy zakrutou, pri ktorej je nulové Smyko-
vé trenie medzi kolesami s vozovkou? [ 72 km/hod. ]

Obr.14 2.11. Po naklonenej rovine vy$ky h sa $myka bez trenia teleso. Dokaz-

te, ze velkost rychlosti telesa na konci roviny sa rovna velkosti rych-

losti voI'ného padu telesa z vysky h!
2.12. Nedeformovana pruzina s tuhostou 16 kN.m™" ma dizku 0,4 m. Pruzina je nasu-
nutd na ty¢ a jeden jej koniec je pevne uchyteny. Na druhom konci pruziny je upev-
nené zdvazie hmotnosti 2 kg, ktoré moze bez trenia kizat' pozdiz ty¢e. Vypoditajte
dizku pruziny, ak sustava sa ota¢a s uhlovou rychlostou 40 rad.s™ okolo osi, ktora
prechadza cez bod uchytenia pruziny! [ 0,5 m ]
2.13. Na vodorovnej doske je polozena a upevnena dokonale hladka gula o polomere
15 em. V najvyssom bode je polozené teliesko, ktoré uvedieme nepatrnym pohybom
do kizavého pohybu po povrchu gule. V akej vzdialenosti od bodu dotyku gule s pod-
lozkou teliesko na podlozku dopadne? [ 22 cm |
2.14. Pri rozbehu pdsobila na lokomotivu hmotnosti 40 t sila, ktora vzrastala od nulo-
vej hodnoty v pociato¢nom stave pokoja priamo umerne s casom. Rychlost’ pohybu
90 km/hod. dosiahla lokomotiva za ¢as 40s. Akt maximalnu hodnotu dosiahla pocas
pohybu trakéna sila? [ 50 kN ]
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2.15. Na hmotné teleso posobi stale v tom istom smere sila, ktorej hodnota zavisi od
asu podla vztahu F = Fy-kt, kde Fy =36 N a k = 6 N.s". Na zagiatku bolo teleso
v pokoji. Pocas prvych 10 sekiund urazilo drahu 100 m. Vypocitajte jeho hmotnost’!

[8kg].

2.16.9 Na obrazku
15 je =znazornend
sustava zavazi a
kladiek. Kliny su
nepohyblivé. Hmot-
nost’ zavazi je m; =
3kg a m, =2 kg
Hmotnost’  kladiek
Obr.15 mozeme zanedbat’.
Uhol a = 30°. Vy-

m:

M

pocitajte zrychlenie zavazia hmotnosti M = 5 kg v pripade, ze:

a) sily trenia méZeme zanedbat’;

b) faktor Smykového trenia medzi zdvaziami a klinmi je rovny 0,1!
[a)2,60 ms?; b)2,19 ms?]

2.17. Kruhova doska sa otaca okolo zvislej osi uhlovou rychlostou 60 Ttmin™. Vo

vzdialenosti 20 cm od osi otdCania sa nachadza kocka malych rozmerov. Aky musi
byt koeficient Smykového trenia medzi doskou a kockou, aby nedoslo k jej zoSmyk-
nutiu z dosky? [ 0,2 ] .

2.18"% V zariadeni zobrazenom na obrazku 16
sa zavazie hmotnosti m; Smyka po naklone-
nej rovine s uhlom sklonu 30°. Hmotnost’
zavazia m;= 400g a hmotnost’ zdvazia m, =
0,2kg. Vypocitajte zrychlenie zavazia hmot-
nosti m, a sily, ktorymi su namahané nite!
[ 1,09 m.s? 2,18 N; 1,09 N ]
2.19. Po dvoch naklonenych rovinach zviera-
Obr. 16 jucich s horizontalnou rovinou uhly 30°, 60°
sa pohybuju dve telesa o hmotnostiach 5 kg
a 2 kg spojené pevnym vlaknom vedenym cez kladku. Faktor Smykového trenia me-
dzi telesami a rovinami je Y; =, =0,1. Vypocitajte zrychlenie telies a tahovu silu
vldkna! [ 0,3 m.s”; 18,6 N ]
2.20. Teleso sa Smyka dolu po naklonenej rovine zvierajicej s vodorovnou rovinou
uhol 45° za G¢inku sil trenia so zrychlenim a = 2,4 m.s”. Pod akym uhlom B musi

byt’ naklonena rovina, aby sa teleso po nej Smykalo po malom postréeni konstantnou
rychlostou? [ f=33,2°]

2.21. Na naklonenej rovine rovnomerne priamociaro sa Smyka teleso rychlostou V.
Vypocitajte faktor Smykového trenia medzi telesom a povrchom roviny, ked uhol
sklonu roviny vzhl'adom na vodorovny smer je 30°. [ 0= 0,6 ]

2.22. Za lokomotivou nakladného vlaku je pripojenych 20 vagonov. Priemerna hmot-
nost’ kazdého je 50 t. Akd hmotnost’ musi mat’ lokomotiva, aby bol vlak schopny
zrychlit’ z rychlosti 20 km/hod. na rychlost’ 60 km/hod. za ¢as 2 minuty? Faktor adhé-
zie medzi kolesami a kolajnicou je 0,2. Predpokladame rovnomerné rozlozenie tiaze
lokomotivy na kolesa (vietky pohaniané). Smykové trenie a odpor prostredia proti po-
hybu sustavy neuvazujeme. [ 49 t |
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2.23. Na naklonenej rovine sa nachadza zavazie hmotnosti m;=5 kg, ktoré je spojené
nehmotnou nitou pomocou nehmotnej kladky s druhym zavazim m,=2 kg, ktoré vol-
ne visi. Faktor Smykového trenia medzi prvym zavazim a naklonenou rovinou je
p=0,1; uhol sklonu roviny voc¢i horizontu 0=37°. Vypocitajte zrychlenie zavazi. Pri
akych hodnotich m, bude sustava v rovnovahe? Faktor adhézie uvazujte rovny
1=0,1. [ 0,84m.s? 2,6kg <m, <3,4 kg ]
2.24.9Na dlazke lezi debna hmotnosti 100 kg. Akou minimélnou silou je moZné po-
hnut touto debnou, ak sucinitel” statického trenia je rovny 0,2?
m [=192,3N]
2.25. Dve telesa leziace na stole s spojené nehmotnou nitou
(pozri obr.17). Hmotnost telies je m;=0,5kg a m,=0,2kg. Sila
2 N pdsobi raz na teleso s hmotnosti m; (fah), druhykrat na
teleso hmotnosti m,. Vypocitajte silu napinania nite v prvom
a druhom pripade, ak uvazujeme silu trenia aj medzi telesami a stolom. Koeficient
$Smykového trenia 0,2. [ = 0,57 N; 1,43 N ]
2.26. Trezor hmotnosti 10 t ma byt naloZeny na korbu automobilu vo vyske 1,5 m
nad zemou pomocou dosiek dlhych 6 m. Vypocitajte potrebnii minimalnu silu, ak k
faktor Smykového trenia je 0,35! [ = 6 10N ]
2.27. Na obr. 18 je znazornena zamka. Dolna
cast’ sa moze pohybovat’ vo vodorovnom Zzl'abe.
Steny zlabu st absolutne hladké, ale roviny
hranolov A a B, ktoré su sklonené vo¢i vodo-

Obr. 17

L

B rovnej rovine o 45°, st drsné. Faktor adhézie

A48 medzi nimi je 0,2. Ak musi byt minimalna si-

— A la, ktorou treba pdsobit’ na cast’ zamky A, aby
F sme obe Casti zamky dali do pohybu? Hmotnost’

hranola B je rovna 100 g. [ 1,47 N ]

2.28. Gul'ocka stapa v kvapaline smerom kol-
mo kpovrchu s konStantnou rychlostou.
Hustota materidlu gulicky je rovnd Stvrtine
kvapaliny. Kol'ko krat je sila viskozndhototnikydpatimposEhilke ghtitkyevisim, uls
sila tiaze gulicky? [ 3 krat |

2.29. Ocel'ova gul'6¢ka o priemere 1 mm klesa vo velkej nadobe naplnenej ricinovym
olejom s konstantnou rychlostou 0,185 cm.s™. Vypogitajte hodnotu dynamickej vis-
kozity oleja! [ 2 kg.m™.s™]

2.30. Aku najvyssiu rychlost méze dosiahnut’ kvapka vody o priemere 0,3 mm, ak
dynamické viskozita vzduchu je rovna 1,2 10° kg.m™.s'? [ 4,1 m.s" ]

2.31. Zmes olovenych guli¢iek o priemere 3mm a 1 mm uvolnili na povrchu glycerinu
hlbokého 1 m Vypocitajte rozdiel asov dopadu gul'6¢ok rézneho rozmeru! Dynamic-
ka viskozita glycerinu je 1,47 kg.m™.s™. [ 4 minuty ]

2.32. Sklena guldcka (p=2530 kg.m™) s priemerom 4 mm pada z vysky 0,05m do
glycerinu (p=1230 kg.m™). Vypoditajte potiatoéné zrychlenie a rychlost’ po ustaleni
pohybu v glycerine. Tiazové zrychlenie uvazujte rovné 10 m.s™.

[-648,5 m.s?; 7,86 107 m.s™! ]

2.33. Teliesko hmotnosti 5 g vnikne rychlostou 2 m.s” do viskozneho prostredia a
pohybuje sa v iom vo vodorovnom smere pod u¢inkom brzdiacej sily priamoumernej

Obr. 18

rychlosti s konstantou tmernosti 10072 N.s.m™". Nakreslite graf zavislosti pdsobiacej
sily od Casu a zistite, na akej drahe teliesko zastane. [ 1 m ]
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2.34. Vypocitajte impulz sily, ktory dostane stena, ak na fu narazi gulicka hmotnosti
7 g pod uhlom 30° vzhFadom na stenu rychlostou 400 ms™. [ 2,8 kgm.s" ]
2.35. Pohybujuci sa vagon napliaju uhlim, ktoré pada zo zasobnika zvisle nadol. A-

kou silou treba pdsobit’ na vagon, aby sa pohyboval rovnomerne v =5m.s™" , pri rych-
losti naplnenia 10 ton za 2 s. Trenie zanedbajte. [ 25 kN ]
2.36. Auto sa pohybuje v dazdi, v ktorom kvapky maji hmotnost’ 0,1 gramu a padaju

zvisle rychlostou 12 m.s™. Za jednu sekundu dopadne na 1 m” 3 00* kvapiek. Vypo-
¢itajte doplitujucu silu potrebnu pre vypocet trenia medzi kolesami a cestou ak bude-
me predpokladat’, Ze povrch auta zasahovany v kolmom smere kvapkami je 8 n.
[288N]

2.37. Spolucestujuci v automobile vysunul ruku z okna dlafiou proti smeru pohybu
automobilu. Potom vodi¢ zvysil rychlost’ automobilu. Kol'kokrat sa tato zvysila, ked’
spolucestujuci odhadol vzrast odporovej sily na dvojnasobok? [ V2 ]

2.38. Ladoborec nardza na 'adovu kryhu hmotnosti 200 t a odraza ju od seba rychlo-
stou 4m.s™'. Vypo¢itajte maximéalnu silu, ktorou l'adoborec pdsobil na kryhu, za pred-
pokladu, ze tlak l'adoborca na kryhu narastal rovnomerne pocas zblizovania sa s kry-
hou a tak isto rovnomerne klesal pri ich rozchadzani. Doba pdsobenia 'adoborca na
kryhu bola 8s. Hmotnost’ 'adoborca uvazujte ovel'a vyssiu ako hmotnost’ I'adove;j kry-
hy. [ 200 kN ]

2.39.” Basketbalista vrha loptu o hmotnosti 400 g pod uhlom 45° vo¢&i horizontu tak,
ze posobi na loptu pocas 0,2 s silou, ktord sa meni z maximalnej po nulovi podla
vztahu F = Fo(l-ktz), kde Fy = 30,3 N. Vypocitajte akii maximalnu vysku vzhl'adom
na bod vrhnutia dosiahne lopta! Odpor vzduchu zanedbajte. [2,6 m ]
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3 Zakony zachovania

V mnohych pripadoch si mozné dve rovnocenné metddy rieSenia
fyzikadlnych problémov a to pouzitie Newtonovych zakonov, alebo zikonov
zachovania. Ale v niektorych pripadoch, ked nepozndme charakteristiku sil
vzajomného pdsobenia, len zdkony zachovania ndm umoziuju na zéklade zndmych
parametrov (suradnic, rychlosti) ststavy v jednom stave vypocitat' jej parametre
v inom stave.

Vol'ba metody a sposobu rieSenia kazdej konkrétnej ulohy je mozna len po
detailnom kvalitativnom rozbore tulohy. Vzdy treba zacCat' s analyzou sil, ktoré
posobia na kazdé teleso. Toto nam pomdze riesit, ¢i je ucelné skamat’ kazdé teleso
zvlast, alebo celu ststavu a aké zakony zachovania je mozné pouzit’.

Je treba si uvedomit,, Ze rychlosti telies musime udavat’ vzhl'adom na jednu
a ta ista inercialnu ststavu, ¢o plati aj pre potencialnu energiu, priCom je nutna
dohoda odkial’ ju zacneme odpocitavat, t.j. kde si zvolime Ep= 0.

1. Pre izolovant sustavu plati zdkon zachovania hybnosti

Z p; =konst.

2. V pripade klasickej mechaniky hmotnost’ nezavisi od rychlosti a je konstantna.
Preto si m6zeme zaviest' pojem hmotného stredu telesa alebo sustavy hmotnych
bodov. Jeho poloha je dana nasledovne.
Pre diskrétne rozdelenie hmotnosti
2 mir
i

N=—,:
S
i
a pre spojité rozdelenie hmotnosti
Ip rdv
rp=Y—,
J- pdVv
v

kde P je hustota telesa, I - polohovy vektor a V objem telesa.

3. Pracasily F na drahe s je rovna
A= j (F ws) ,
S

kde |ds| je prirastok drahy a ds je vektor posunutia pdsobiska sily.
V pripade konstantnej sily bude praca rovna
A=Fscosd,

kde a je uhol medzi silou a smerom pohybu.

4. Vykon je definovany ako prvé derivacia prace podla ¢asu
dA
P=—

dt
a pre konstantnt1 silu ho mozeme vyjadrit’ vzorcom
P =Fvcosa.
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5. Kineticka energia pohybujtceho sa telesa v klasickej mechanike sa rovna

mv 2

6. Potencialna energia telesa, ktoré bolo zdvihnuté o vysku h, sa rovna
E, =mgh.
7. Zékon zachovania mechanickej energie v klasickej mechanike mozeme vyjadrit
nasledovne
E =Ex +E, =konst.
8. Relativistickej mechanike pre zakon zachovania energie plati vzt'ah
Z:mic2 + z E;, =konst,,

kde c je rychlost svetla vo vakuu.

9. Kineticka energia telesa v relativistickej mechanike sa da vyjadrit’ vzorcom
Ep =myc?| — -1,

kde myje hmotnost’ telesa v stave pokoja.
Riesené priklady

3.1. Gul'6¢ka hmotnosti m; sa pohybovala rychlostou Vv, a pruzne narazila do
gul6cky hmotnosti m,, ktora bola v pokoji. Po zrdzke mala gul'6¢ka m, rychlost’
v agulécka m, rychlost’ v} .

a) V pripade, Ze m; =m,, uréte uhol, ktory zvieraju vektorové priamky v; a V5.

b) Gul'ocka m; sa po zrazke pohybuje pod uhlom 30° vzhladom k vektorovej
priamke v; rychlostou 0,5v;. Uréite smer a vel’kost’ rychlosti v, pre pripad, ked’ m;
=2gam,=lg arychlost v, je 200 m.s'!

Uvaha:
a) Zo zadania prikladu vyplyva

Zadané veli¢iny HTladané veli¢iny m=m, a Vv,=0.

m=2g V=7 Potom plati:

m=1g B=7? mv, =myVv; +myv) (1)
v, =200 ms” 5 ' s

v; =100m.s’ myip _my,” My, @)

a =30° 2 2 2

V pripade, ked m; =m,, zo
vztahov (1) a (2) vyplyva, ze
v, =V +vh a v, =v)? 4y’
a to znamena, Ze vektory V1 a Vo, tvoria pravouhly trojuholnik, ktorého preponou je
vektor V1. Vztahy (1) a (2) st splnené aj vtedy, ked’ dojde k tzv. stredovej zrazke a
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v, =0. Potom V), =V, . Po zrizke prva gul'dc¢ka zostane v pokoji a druha sa bude
pohybovat’ rychlostou v, .
/]

b) Zvolime si os X vo smere rychlosti V, a os 'y

nech je kolma na os X, pozri obr.19. Nech a je kladny
uhol. Potom uhol 3 musi byt zaporny, lebo pociato¢na
hybnost’ v smere osi y bola rovna nule.

Z obr.19 vyplyva nasledovna vektorova rovnica

> myv;+myv, =myv,.
Pre zlozky tejto rovnice v smere osi X a Yy plati
Obr. 19 M,V| cos O +mM,V5 cosB=myv, (3)
myVv;sind —myVv5 sinf3 =0 4

Rie$enim rovnic (3) a (4) dostaneme nezname veli¢iny v/, a uhol f3.

Riesenie:
Upravou rovnic (3) a (4) dostaneme
m,v; sina
tgB= 7—51 -
m, (v, -V, cosa
. -1
tg B = v, stna _ 0,5 EIOIOm.s [0,5 = 0.441
V) —Vicosa 200m.s” —86,6m.s
B =238
Upravou rovnice (4) dostaneme
, _Mmysina_,
Vy =——F—=V,;
m, sin 3
-3
vy =230 Kel3 55, 1 = 950 ms™
100 kg [0,4

3.2. Baranidlo dopada z vysky 8 m na st'1'p vysoky 4 m a zatlaca ho do zeme.
Hmotnost’ baranidla je 400 kg, hmotnost’ stlpu 100 kg. Sila odporu zeminy zavisi od
hibky zatlatenia do zeme podPa vztahu F =F,(1+kx), kde F,=70kN a

k =0,1m™. Vypogitajte, ako hlboko zatlagi baranidlo stip do zeme po prvom udere.
Odpor vzduchu zanedbajte.

Uvaha:

Na zaciatku sa  baranidlo

PRI » PRI
Zadané velic¢iny HTladané veli¢iny nachidza vo vyske 8 m nad zemou.

m,=400 kg §=7 Samotny stip je vysoky 4 m, to znamena,

m=100 kg 7e¢ na stip dopada zvysky 4 m. Ak

h=4m neuvazujeme odpor vzduchu, bude pri

||(:0 207101%] pade baranidla platit zdkon zachovania
=0,1m

energie

1
Embvé =mygh, (1)
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odkial’ vypo¢itame rychlost dopadu baranidla na stip. Po naraze na stip baranidlo
spolu so stlpom budu spolo¢ne vnikat' do zeme. Znamena to, Ze raz je absolutne
nepruzny, a preto pouzijeme na vypocet pociatocnej rychlosti ststavy baranidlo-stlp
zakon zachovania hybnosti,
My, = (M, +mg v . ()
Sustava ma pociatocnt kinetickl energiu
1 2
My +me)v 3)
Po zatlaGeni stipa do zeme do hibky s bude kineticka energia stistavy nulova. Cela
kinetickd energia baranidla a stlpu vyjadrena vzorcom (3) spolu s potencidlnou
energiou (mb +mg ) gs bude rovna préci sily odporu zeminy, ktorti vypocitame zo

vzt'ahu
S

A=FOI(1+kx)dx. )
0
RieSenie:
Z rovnice (1) dostaneme pre rychlost’ baranidla v, =,/2gh .

Dosadenim do rovnice (2) a upravou dostaneme pre pociatocnu rychlost’ sustavy
My
vV——"—

my, +mg

Pracu A vypocitame podla vzt'ahu (4)

2gh .

S
A=F, I(l +kx)dx = Fo(s +%kszj
0
Ako bolo povedané, kinetickd energia sustavy a ubytok potencialnej
energie sustavy budu rovné praci odporovej sily zeme. Znamena to, Ze mdzeme
napisat’

%(mb +mgv? +(m, +mg)gs = Fo(s +%k52j :

Dosadenim za pociatoénti rychlost sustavy a Upravou dostaneme kvadraticka
rovnicu pre hlbku zatlacenia do zeme.
Fok m?
—0=s? +[F, = (m, +m)gls ~——L—gh =0
2 my, +mg
Pretoze vSeobecné rieSenie je velmi zlozité, zjednoduSime si vypocet tak, Ze
zavedieme nasledovné oznacenie.

Fok mi
a=——; b=F,-(m, +m ; c=—2>—gh
2 0 ( b s)g mb +ms g

a vypocitame si ich hodnoty.

4 =) -1
a=140 kg'mz's OIm_ 3 500°kgs™
b =|700*kg.ms - (400kg +100kg) 9,81m.s | = 65095 kg.m.s

2 2
c =M9,81m.5‘2 [@m =12556,8kg.m>s >
400kg +100kg
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Pre kvadratickl rovnicu plati riesenie

_ -b ++/b? -4ac

2a

Po dosadeni a vypocte odmocniny dostaneme
_ —65095 £ 66431,6

7000
Z hladiska skuto¢nosti ma zmysel len kladné riesenie
_ 66431,6 —65095

5 7000

3.3. Castica hmotnosti my, ktora letela s rychlostou v = 0,8 c, narazila do identicke;j
Castice, ktora sa nachddzala v stave pokoja. Zrazka bola absolitne nepruzna.

Vypocitajte hmotnost’, rychlost’ a kineticku energiu Castice, ktord vznikla pri tomto
raze!

m=0,191m

Uvaha:
Je zrejmé, Zze vzhladom na

Zadané veli¢iny HTadané veli€iny rychlost’ Castice je potrebné riesit’ ulohu

=9 o
mo_ m,o_ 0 pomocou zékonov relativistickej
v=038c v mechaniky. Aby sme mohli tlohu riesit,

By =7 musime predpokladat, ze sustava je

izolovana. Potom bude platit’, Ze hybnost’
sustavy a tiez celkova energia stistavy sa zachovava, t.j.
p=p" a E=E' )]
Vyjadrime si hybnost a celkova energiu pred razom a po rdze. Dostaneme

OC

p= +myc? )

_mgv' _mgc”

p'= (3)
v? _v2
e o

Pomocou rovnic (2) a (3) s pouzitim zakonov zachovania (1) moéZeme vypocitat
hmotnost' a rychlost vzniknutej castice. Kinetickl energiu vzniknutej Castice
stanovime zo vztahu

E. =E'-E, =mjc? L 4)
v?
==
c
Riesenie:
Porovnanim rovnic (3) dostaneme
v'=p'c?/E". 5)

Pomocou zdkonov zachovania (1) a rovnic (2) dostaneme
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p=p=—>¥_ 5 E'zE=m? Y |
2 2
1=v- 1=v-
c? c?

Dosadime za rychlost’ v jej hodnotu 0,8 ¢ a vypocitame hybnost’ a celkovi energiu
p'zpz%moc a E':Ezgmocz. (6)

Tieto hodnoty dosadime do rovnice (5) a dostaneme v'= 0,5 c¢. Smer vektora
rychlosti V' je totoZny so smerom rychlosti v. Z rovnice (3) vyplyva

I I I 2
Ez—pzczz(mocz) . @)
Dosadenim hodn6t p° a E'do rovnice (7) dostaneme
%mgc4 —%méc“ = (m()cz)2
2,31Im, =my

Vidime, Ze pokojova hmotnost’ vzniknutej Castice je vicsia ako sucet pokojovych
hmotnosti Castic pred rdzom, preto sa musi zmensit’ kineticka energia sustavy.

Ex =E -mc? :gmocz -2,31m,c? =0,36m,c?.

3.4. Zkozmickej rakety hmotnosti 2000 kg, ktora sa pohybuje rovnomerne
priamoéiaro rychlostou 8 km.s™ bol kolmo na smer jej pohybu vystreleny predmet
hmotnosti 200 kg, rychlostou 500 m.s”' vzhladom na raketu. Vypogitajte smer a
velkost’ rychlosti rakety po uskuto¢neni tohoto vystrelu.

Uvaha:

V stilade so zakonom zachovania
hybnosti sa celkova hybnost’ sustavy
s ¢asom nemeni. Znazornime si ulohu na
obrazku 20. Os X si zvolime v smere

Zadané velic¢iny HTladané veli¢iny
M = 2000 kg =2
v=8000ms’' v'=?

m’: 200 kg y povodného pohybu rakety a predmet nech
u :50(2 m.s sa pohybuje vsmere osi y. Potom plati
a =90 vektorova rovnica

/ y /

XV
XV

Obr.20
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Mv =mu +(M -m)v’, (1)
kde u=u’+v.
Riesenie:
PrepiSeme si vektorovi rovnicu na skalarne zlozky
Mv =mv + (M —m)Vv’ cosp,
0=mu’'—(M -m)v'sinp.
Tieto rovnice upravime nasledovne
(M =m)v =(M -m)v'cosB,
mu'’ = (M —m)v'sin B,

2

a odtial'to
mu’ mu’
tg B:(—TM ey ; B=arctgz—rlvI v
200 kg (300m.s™"
2000-200)kg (8000 m.s”!

Po umocneni rovnic (2) a ich s¢itani dostaneme
(M _m)2v2 +m2u12 - (M _m)2vr2 ;

2
v'=\/v2+( m ju’z.
M-m

2
v' = _[(8000)* m? s? + __200ke {500 m2.s> =8000,2m.s"!
2000kg - 200 kg

B= arctg( =0,3979".

odkial

NerieSené priklady

3.5. Lodka stoji na vode v pokoji. Os lod’ky je kolma na breh. Vzdialenost’ Spice
lod’ky od brehu je 1,6 m a kormy od brehu 5,2 m. Clovek, ktory stal na $pici lod’ky,
presiel na kormu. Vypocitajte, v akej vzdialenosti od brehu bude Spica lod’ky po
premiesteni ¢loveka, ak jeho hmotnost’ je 80 kg a hmotnost’ lod’ky 100 kg. Odpor
prostredia zanedbajte. [ 0 m]

3.6. Tri lod’ky rovnakej hmotnosti 200 kg idii za sebou rovnakou rychlostou 2 m.s™.
Zo strednej lod’ky bolo rychlostou 10 m.s™ vzhFadom k brehu vhodené v rovnaky
okamih zavazie 10 kg do prednej a rovnako velké zavazie tou istou rychlostou do
zadnej lod’ky. Aké st rychlosti lodiek po prehodeni zavazi?

[1,43ms;2,22ms ;2,38 ms™ ]

3.7. Akou rychlostou sa musi pohybovat’ strela hmotnosti 100 kg, aby pri naraze na
stojacu lod” hmotnosti 100 t sa zacala lod’ pohybovat’ rychlostou 0,1 m/s? Naraz
pokladajte za absoltitne nepruzny. [ 100,1 m.s' ]

3.8.9Naboj, ktory letel vodorovne vo vyske 40 m rychlostou 100m.s™, sa roztrhol na
dva kusy. Jeden kus dopadol po 1s po rozpade na zem priamo pod miestom rozpadu.
Vypocitajte smer a vel'kost’ rychlosti druhého kusu tesne po rozpade!

[ 10° vogi horizontu, 203 m.s™ |
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3.9.%Zaba o hmotnosti 0,1 kg sedi na konci dosky dlhej 2 m , ktorej hmotnost’ je 10
kg. Doska plava na povrchu rybnika bez trenia, Zaba skage pod uhlom 45° vo&i
horizontu na druhy koniec dosky. Aka musi byt’ poc¢iato¢na rychlost’ zaby, aby sa
zaba po doskoku nachadzala na druhom konci dosky? [ 4,4 ms” ]

3.10. Drevena kocka hmotnosti 3 kg lezi na podlahe. Vo vodorovnom smere vnikne
do kocky kamienok hmotnosti 10g a uviazne v nej, v dosledku ¢oho sa kocka
posunie o 0,2 m. Aka bola rychlost kamienka, ak faktor $Smykového trenia pri
pohybe kocky bol 0,012  [60 m.s™ ]

3.11. Gulka hmotnosti 10 g, ktora letela vodorovne rychlostou 400 m.s™', narazila
do vrecka naplneného pieskom hmotnosti 4 kg, ktoré viselo na dlhej niti.
Vypocitajte vysku, do ktorej sa vrecko vychyli a tu Cast” kinetickej energie gul’ky,
ktora sa spotrebovala na prerazanie piesku. [ 5 cm, 99,75 % ]

3.12. Chlapec posuva sanky po zasnezenej vodorovnej ceste rovnobeznou silou. Po
prejdeni drahy 3 m vykona pracu 75 J. a) Akou silou pdsobi? b) Akou silou bude
musiet’ posobit pod uhlom 45° smerom nahor, aby vykonal po tej istej drahe
rovnako velk pracu? c) Co sa zmeni pri posobeni sily po tym istym uhlom smerom
nadol? Trenie zanedbajte.

[a) 25 N; b) a ¢) v oboch pripadoch je sila rovnaka: 35 N ]

3.13.Diet’a tahalo vozik na povraze silou 80 N tak, ze prvy meter drahy bol povraz
rovnobezny s podlahou a druhy meter zvieral povraz s podlahou uhol 30°. Aku
celkovu pracu dieta vykonalo? [ 149,3 J ]

3.14. Aku pracu treba vykonat pri stlaceni naraznikovej pruziny vagona o X, = 5 cm,
ked na jej stlacenie o X; = 1 cm treba silu 30 000 N a ked’ plati, Ze sila je priamo
umerna skrateniu pruziny? [3750 J]

3.15. Dreveny valec je ponoreny vo vode do 2/3 svojej vysky. Aka pracu treba
vykonat’ na vytiahnutie valca z vody, ked” polomer valca r = 10 cm a jeho vySka h =
60 cm? [ 24,1] ]

3.16. Indidn pohana kanoe silou 200 N. S akym vykonom pracuje, ak sa plavi
rychlostou 5 m.s™'? [1000 W]

3.17. Ak hmotnost ma kovacéske kladivo, ktoré pri dopade rychlostou 4,5 m/s
odovzda energiu E, =240 J? [23,7 kg]

3.18. Vozidlo s hmotnostou 1,210 kg rozbiehajuce sa rovnomerne zrychlene ma

po prejdeni prvych 50 m pohybovii energiu Ex= 1,500* J. Ak velké je zrychlenie a
konecna rychlost’ pri zanedbani trenia? [0,25 m.s?; 5 m.s™ ]

3.19. Volne padajuce teleso preleti za ¢as At = 2 sekundy dvoma bodmi P; a P,,
ktorych vzdialenosti od vychodiskového bodu su h; a h,. V bode P, je kineticka
(pohybova) energia telesa 2-krat vic¢sia ako v bode P;. Aké velké su drahy padu h; a
h,? [114,3 m; 228,67 m ]

3.20. Akou silou treba posobit’ na baranidlo hmotnosti 400 kg, aby pri dopade
z vySky 50 cm vydalo taki isti energiu ako pri vol'nom pade z vysky 75 cm?

[ 1962 N ]

3.21. Teleso hmotnosti m treba zdvihntt' zvisle do vysky h. Za tym téelom teleso
rovnomerne zrychlime pozdiz prvej ¢asti drdhy h; tak, aby vystapilo druhu ¢ast
drahy h; len svojou zotrvaénostou. Aky vztah nam ztoho vyplynie pre potrebné
zrychlenie a? [ a=g (h,/h; ]

3.22. Ocelova gulitka hmotnosti 20 g je zavesena na vlakne dizky 0,3 m. Aky
impulz sily treba udelit’ gulicke vo vodorovnom smere, aby sa pohybovala v zvislej

rovine po kruznici? [ 7,7 002 N.s ]
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3.23. Na vlaknach st zavesené dve pruzné gule s hmotnostami 0,5 kg a 25 kg tak, ze
sa prave dotykaju a spojnica ich stredov je vodorovna. O aky uhol musime vychylit
tazsiu gulu, aby druhd po néaraze presla po kruhovej drahe hornou polohou nad
bodom zavesu? Zrazku povazujte za dokonale pruznt a stredovi [ 1,2 rad |
3.24. Teleso hmotnosti 2 kg sa pohybuje rychlostou 3 m.s™ a dobieha druhé teleso o
hmotnosti 3 kg, ktoré sa pohybuje rychlostou 1 m.s”. Najdite rychlost’ telies po
zrazke, ak:

a) zrazka bola absolutne nepruzna,

b) zrazka bola absolutne pruzna.
Telesa sa pohybuju v jednej priamke. Zrazka je centralna.
[a)Vi=V,=1,8ms;b) v, =0,6ms", v,=2,6ms" ]
3.25. Aky musi byt pomer medzi hmotnostami telies v predchadzajucej ulohe, aby
prvé teleso po absolutne pruznej zrazke ostalo stat’? [ my:m, = 1:3 ]
3.26. Teleso o hmotnosti 3 kg sa pohybuje rychlostou 4 m.s’ a naraza na
nepohybujlice sa teleso tej istej hmotnosti. Najdite mnoZzstvo uvol'neného tepla pri
zrazke, ak zrazka je centralna a absolutne nepruzna! [ 12 J ].
3.27. Teleso hmotnosti 5 kg naraza do nepohybujuceho sa telesa o hmotnosti 2,5 kg,
ktoré sa po zrazke zacne pohybovat’ s kinetickou energiou 5 J. Najdite kineticka
energiu prvého telesa pred a po zrazke, ak zrazka bola centralna a absolutne pruzna.
[5,627;0,6217]
3.28. Dve telesd, pohybujuce sa oproti sebe, sa nepruzne zrazia. Rychlost’ prvého
telesa pred zrazkou je v; = 2 m.s” a rychlost’ druhého je v, = 4 m.s”. Vysledna
rychlost’ oboch telies po zrazke je v smere rychlosti v; a jej velkost je rovna 1 m.s™.
Aky bol pomer kinetickych energii pred zrazkou? [ Kineticka energia prvého telesa
bola 1,25 krat vicsia nez energia druhého telesa |.
3.29. Ocel'ova gul'6¢ka hmotnosti 20 g dopadla z vysky 1 m na ocel'ovil podlozku a
odskocila od nej do vysky 0,81 m. Najdite impulz sily pdsobiacej pocas zrazky a
mnozstvo tepla uvol'neného pri zrazke. [0,17 N.s; 37,2 00>y ]
3.30. Do telesa tvaru gule, zaveseného zvisle na vlakne, narazi vodorovne letiaci
naboj, ktorého hmotnost je 1000-krat mensSia ako hmotnost’ telesa, a uviazne
v tomto telese. Aka bola rychlost naboja pri naraze, ked sa teleso po naraze
vychylilo zo svojej rovnovaznej polohy tak, Ze zaves zvieral so zvislym smerom
uhol 10°? Dizka zavesu od miesta upevnenia do stredu gule je 1 m. [V =550 m.s"']
3.31. Teleso zacalo padat’ z vysky 100 m a preniklo snehovym zavejom do hibky 5
m. Vypocitajte priemernu silu odporu snehu proti pohybu telesa, ked hmotnost
telesa bola 10 kg! Odpor vzduchu zanedbajte. [2060 N ]
3.32. Do zvislej dosky, ktora ma hrubku 5 cm, narazila vo vodorovnom smere
gul'6¢ka hmotnosti 10 g rychlostou 1206 km/hod a vyletela z nej rychlostou 300
m.s™. Vypogitajte priemernii silu odporu dosky proti pohybu guldgky! [ 2222,5 N ]
3.33" Ocel'ova guldcka pada z vyiky 2 m na rovinna vodorovna plochu. Pri kazdom
odraze strati 10% svojej mechanickej energie. Uréite vSeobecnu zavislost’ vysky
odrazu od ich poétu. Vypocitajte jej vySku po 5-tom odraze! Urcte Casovy interval
medzi (n+1)-ym a n-tym dopadom gul'6¢ky!

n
[h,=hyq"; kde g=10,9; 1,18 m; | t,,, —t, =2 M,pren =11
g
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3.34. Lodné delo vymrsti z hlavne granat s hmotnostou 620 kg za 1/40 sekundy,
priCom granat dosiahne rychlost 935 m/s. Akému priemernému vykonu to
zodpoveda? [ 10,84 GW]

3.35. Lod’ plava rychlostou v = 20 km/hod rovnomerne priamociaro. Vykon hnacich
sil je 25 MW. Vypocitajte silu odporu proti pohybu lode! (4,5 MN)

3.36. Automobil hmotnosti 900 kg dosiahne pri jazde s vypnutym motorom na ceste
so sklonom 5% ustaleni rychlost’ pohybu 75 km/hod. Aky vykon musi vyvinat
motor automobilu na vodorovnej ceste, aby sa vozidlo pohybovalo rovnomernym
pohybom s tou istou rychlost'ou 75 km/hod.? [ 9,2 kW ]

3.37. Castica s pokojovou hmotnostou M, sa rozpadla na dve Gastice, rychlost
ktorych v laboratornej sustave bola 0,9 c. Vypocitajte pokojovu hmotnost’ Castic.
[0,218 My]

3.38.9 Castica s pokojovou hmotnostou 3,207% kg mala v laboratornej sistave
rychlost’ 0,8 c. Tato Castica sa zrazila s identickou Casticou, ktora v laboratornej
stistave bola v pokoji a raz bol absolutne nepruzny. Vypocitajte hybnost’, rychlost’ a

kinetickl energiu Ccastice, ktora vznikla v dosledku razu. [1,28 DIO_ISkg.m.s'l,

1,500 ms',1,38007"7 7 ]

3.39. Vypoditajte relativnu chybu vo vypocte kinetickej energie podla klasickej
mechaniky vzhl'adom na relativistickii mechaniku pri rychlostiach u;=0,1 ¢, u, = 0,9
c,U;=0,99 c! [ 0,8%; 69%; 92% ]

3.40. Hmotnost' pohybujiceho sa protonu je 1,5 krat vdcsia ako jeho hmotnost
v pokoji. Vypogitajte jeho kineticka a celkova energiu! [7,5007"" 7;22,5007'1J ]
3.41. Vypocitajte rychlost’ Castice, ak jej kinetickd energia je rovna polovici
pokojovej energie. [V5/3 ¢ ]

3.42.5 Hmotnost' dvojstupiiovej rakety na Starte je 150 t. Plyny vyletuji z rakety
rychlostou 4 km/s. Po spaleni 90 t paliva odhadzuje sa prvy stupen hmotnosti 30 t.
Potom sa eSte spali 28 t paliva. Aka je vysledna rychlost’ druhého stupna rakety?
Odpor vzduchu zanedbajte. Akl rychlost’ by mala jednostupnova raketa pri rovnakej
pociatocnej hmotnosti a spaleni rovnakého mnozstva paliva?

[14,5 km.s™; 6,18 km.s™ ]
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4 Silové pole a pohyb hmotnych telies v silovom poli.

V tomto paragrafe sa rozoberd problém zist'ovania charakteristickych funkcii
silového pol’a, t.j. potencidlu a intenzity pola z rozloZenia zdrojov pola (elektrické
naboje, hmotné telesa), ako aj pohyb elektricky nabitych Castic v elektromagnetickom
poli a hmotnych cCastic v gravitatnom poli. Pri vypocte silovych poli sa ohrani¢ime
poliami sil, ktorych intenzita klesd nepriamo umerne so Stvorcom vzdialenosti od
zdroja pola.

Pri vypocte silovych poli sa pouziva princip superpozicie a Gaussova veta.
Princip superpozicie dovol'uje vypocitat’ potencial ako funkciu suradnic. Potom po-
mocou diferencialnych vztahov medzi intenzitou a potencidlom sa vypocitava
intenzita pola.

Niekedy je vhodné pocitat’ potencial a intenzitu oddelene pomocou integralnych
vztahov medzi funkciou rozlozenia naboja (elektrické pole) alebo hmotnosti (gravi-
tané pole) a potencidlom a intenzitou pola.

V pripade, ze rozlozenie ndboja alebo hmotnosti je dostato¢ne symetrické,
pri rieSeni prikladov sa pouziva Gaussova veta a integralne vzt'ahy medzi intenzitou a
potencidlom pol’a.

1. Ako bolo uvedené sily v skimanych poliach ubtidaju so Stvorcom vzdialenosti
podl'a nasledovnych zakonov

F=-G ml_7371.2 r (Newtonov)
E = Lol_% r (Coulombov),
e, r

kde G je univerzalna gravitacna konstanta,
€, - permitivita vakua,
Q - elektricky néboj,
r - polohovy vektor.

2. Medzi silou a potencialnou energiou plati vztah
F =-gradE ,

kde E, je potencialna energia.

3. Medzi hustotou elektrického naboja p,, hustotou hmotnostip,, , potencidlom ¢
a intenzitou pol'a E alebo g platia nasledovné diferencialne a integralne vztahy:

E=-0¢; g=-06;

ne=Pe;  pg=4nGp,;
€

[Om)g=-Le; (0wl =-47Gp,.

0
2 2 2
kdeuziiuimia(mu):a b 00
ox ~dy 0z x> ay® oz®
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0, :—](E @) == lg ).

1

4. Gaussova veta pre elektrostatické pole sa da vyjadrit’ vztahom
{(E @s)= [Peav.
7 Eo

Gaussova veta pre gravitacné pole sa da vyjadrit’ vztahom
q[(g [dS) = -41G J'pmdv :
1%

5. Pre objemovu energiu elektrického pol'a vo vakuu plati vztah

g,E?
W, = :

6. Gravitacné sily su stredové sily, a preto ich moment sily je rovny nule, v dosledku
¢oho pri pohybe hmotnych telies v gravitatnom poli sa zachovava ich moment hyb-
nosti (2. Keplerov zakon).

Pri pohybe telesa v gravitatnom poli je draha tohto telesa kuzelosecka. Ak je tato
dréha elipsa, plati nasledovny vzt'ah medzi periédou obehu a velkou poloosou.

TZ _ 4T[2a3
G(M, +M,)°

kde t'azSie teleso je v jednom ohnisku elipsy a I'ahSie teleso obieha po eliptickej drahe.

7. Pre pohyb elektricky nabitych castic v elektromagnetickom poli plati vztah (Lo-
rentzova sila)

L -0 +x8]),

kde B je vektor magnetickej indukcie.

9. 'V pripade, Ze magnetické pole nie je pritomné a rychlost’ Castic je ovela mensia
ako rychlost’ svetla, plati zdkon zachovania energie v tvare

AE; =Q¢
a pre relativistické Castice plati

2
P+ Q0 =konst.

v
1-—
C2

10. 'V pripade, Ze sa Castice pohybuju len v magnetickom poli, budi sa pohybovat
po skrutkovnici, ktorej krok bude

h= 2T|_mvl .
olB
Peridda obehu a polomer drahy budu
_2nm . - muv,
o’ |eB’

kde v1 je zlozka rychlosti rovnobezna s vektorom magnetickej indukcie,
U2 — zlozka rychlosti kolma na vektor magnetickej indukcie.
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RieSené priklady

4.1. Homogénna gul'a ma hmotnost M a polomer R. Vypocitajte potencidl a intenzitu

gravitaéného pol'a gule:

a) vo vzdialenosti od jej stredu véacsej ako je jej polomer;

b) vo vzdialenosti od jej stredu mensej ako je jej polomer;

c) N4jdite také vzdialenosti od stredu gule, v ktorych potencidl a intenzita buda na-
dobudat’ polovi¢nu hodnotu odpovedajucich veli¢in tesne nad povrchom gule!

Uvaha:
a) VysSetrujeme gravitacné pole
gule v priestore mimo nej,
t.j. vo vzdialenosti od stredu
r>R . Z Gaussovej vety
vyplyva, ze gulové teleso
vytvara svoje vonkajsie pole
tak, akoby celd jeho hmotnost’ bola sustre-
dena v jeho strede.

Zadané velic¢iny Hl'adané veliciny
m,=M d(r)=?
=R E(r="?
r= ?
= ?

Potom potencidl bude rovny

M
p=-G— (M
r
Obr21 a intenzita
I.
_ M
E=-G ] r. 2)

b) Skimajme teraz gravitacné pole vo vnutri gule, t.j. vo vzdialenosti r<R.
Pouzijeme princip superpozicie, ktory v naSom pripade hovori, ze gravitacné pole
v mieste kde r<R je sti¢tom pol'a vntitornej gule polomeru r a pola zvysku, tvoreného
gul’ovou vrstvou hribky R - r. Potom potenciél vysledného pola je

q) = ¢l + ¢2 5
kde ¢, je potencial vytvoreny vnitornou gul'ou na jej povrchu:
—_amy
¢1 -t
,
3
kde m1=4M Enrd =Ml
4 IR3 3 R
3
Po dosadent ¢ = —G%r2 .

Potencial ¢, je vytvoreny gulovou vrstvou hrabky R-r, ¢ize pocitame poten-
cial v dutine tejto vrstvy. Z Gaussovej vety vyplyva, ze intenzita gravitatné¢ho pola
v dutine telesa je nulova a ked’ze E= - grad ¢ , musi byt’ potencial v celej dutine kon-
Stantny. Preto namiesto pocitania ¢, vo vzdialenosti r mézeme pocitat’ potencial
priamo v strede dutiny. Gul'ova vrstvu si rozdelime na elementarne sustredné vrstvic-
ky polomeru x a hrubky dx (pozri obr.21). Potencidl, ktory takato vrstvicka vytvara
v strede, je
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d¢2 =-G— )
x
ke dm = —@mldx =22 O
2R3
3
Po dosadeni d¢, = G% Oedx
3M w( )
a :—G—dex:—G— R*-r%).
2 R . 2R’
Vysledny potencial vo vzdialenosti r<R je:
_ M, . 3M 2
, M 2_ 2
Po tprave =-G—=BR"-r").
p ¢ R’ ( )

Pri vypocte intenzity v mieste r<R si opdt’ uvedomime, Ze prispevok od gu-
lovej vrstvy hrubky R-r je nulovy a intenzita pol'a je tvorend len vniitornou gul'ou po-
lomeru r:

3
r
M—
3
E=-G—R r=—cX;
r R
¢) Na povrchu (tesne nad nim) mé potencial hodnotu
M
Po = _GE .

Hladame vzdialenost’ ry, v ktorej ¢, = %(bo . Predpokladajme, Ze r;>R. Potom by ma-

lo platit”: G% = lG%
n 2 R
odkial' r, =2R.
Ak hl'adame r, <R, malo by platit:
oM (3R2 )—lGK,
2R 2 R

odkial' r, = R\/E , €o je spor s predpokladom, Ze r, < R, preto vnutri gule neexistuje
bod, kde potencial ma polovi¢nu hodnotu povrchového potencialu.

Zostava eSte najst vzdialenosti, v ktorych ma intenzita poloviénii hodnotu
intenzity na povrchu gule. Uvazujme najprv r;>R. Potom ma4 platit”:

GMz = l G£2 ,
nw 2 R
odkial 7, =R+/2 .
Ak hl'adame r, <R, musi platit
M 1. M
G— —G—,
R’ 2R
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odkial' r, = B

Vidime, Ze existuju dve vzdialenosti od stredu gule, v ktorych ma intenzita
polovi¢nu hodnotu z povrchovej intenzity.

4.2. Tri rovnaké naboje velkosti 5 nC sl umiestnené vo vrcholoch rovnostranného
trojuholnika. Aky naboj musime umiestnit’ uprostred trojuholnika, aby vysledna sila
pdsobiaca na kazdy naboj bola nulova?

Uvaha:

L exs , C exe Podla zadania st naboje
Zad_ane V_ehCIEyS C HI adjlr;e veli¢iny umiestnené  vo vrcholoch  trojuholnika
Qr=Q=Q;=5nC Q=" kladné, a to znamend, Ze sa budu

amapTa=a odpudzovat’. Naboj, ktory treba umiestnit’

uprostred trojuholnika bude zaporny a
jeho velkost’ musi byt taka, aby sila, ktorou pdsobi na naboj vo vrchole trojuholnika
kompenzovala vyslednu odpudivi silu zostavajucich dvoch nabojoch vo vrchole.

3

F1,4

Obr.22

V doésledku symetrie st vSetky tri polohy kladnych nabojov rovnaké a 'ahko
dokazat, ze vysledna sila, ktorou budu pdsobit’ naboje vo vrcholoch trojuholnika na
naboj v strede, v désledku symetrie bude rovna nule nezavisle od znamienka a vel'ko-
sti tohoto naboja.

Oznacime si naboje v rohoch trojuholnika Q,, Q, Q; a naboj v strede Q4 a
znazornime si na obrazku polohy nabojov a sily ktorymi na seba pdsobia (pozri obr.
22). (Je zrejmé, ze v dosledku symetrie staci preskimat’ stav len v jednom vrchole).
Podmienka rovnovahy vyzaduje, aby sucet vSetkych sil pdsobiacich na naboj bol rov-
ny 0. Pre naboj Q, plati

Fi2tFi3+F14 =0 (1)
Silu vzajomného pdsobenia dvoch nabojov stanovime z Coulombovho zakona
F= 1 Qi?k (2)
amg i

kde ry je vzdialenost’ nabojov Q; a Qy.
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Riesenie:
Zlozime vektorovo sily F;, a Fy3 do vyslednej sily F;. Potom rovnicu (1)
mdbzeme prepisat’ do skalarneho tvaru

F1’21/2i1+coscxi+FL4 =0, (3)

kde o = 60°. Pritom sme vzali do Gvahy, Ze zo zadania vyplyva F|, = F| ;.

Dosadime vyrazy pre sily (rovnica 2) zadanim prislusnych parametrov do rovnice (3)

a dostaneme
1 0, _ 1 0O}2(l+cosa)

amey r? 4T, a’

(4)

. . . . A a
Z geometrie rovnostranného trojuholnika vyplyva, ze r, =———=

a
2c0s30° \/5 '
Dosadenim do rovnice (4) a ipravou tejto rovnice dostaneme

1/2i1+cosc1(j

Q, =0, 3

Ale cosa =0,5 apo dosadeni

4.3. Dva rovnaké néboje Q = Q, = Q, = 810'? C su vzdialené 10 cm od seba. Vy-
pocitajte potencial a vektor intenzity v bodoch A a B (pozri obr. 22, kde h = 10 cm,
d =5 cm). Zostrojte grafy zavislosti potencialu a vektora intenzity el. pol'a od vzdia-
lenosti pre body leziace na priamke, ktora spaja naboje a na priamke kolmej na fiu a
nachadzajucej sa symetricky voc¢i ndbojom.

Uvaha:

Zdrojom  elektrostatic-
Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny kého pola si dva bodové naboje.
Q=0Q=Q,=800"C ¢, =" V lubovolnom bode priestoru
=10 cm bp=? mozeme najst potencial vysled-
ného pol'a pomocou principu su-

= =P
h=10cm Ea=i perpozicie: ¢ =¢, +¢,, kde ¢, a

d=5cm Eg="?

¢, st potencidly poli vyvolané
M(x,4) nabojmi Q; a Q,. Zavedieme si suradnicovi sustavu
27 tak, ako je to znazornené na obr. 23.

Nech M (X, y) je urcity I'ubovolny bod a pre-
skimame potencidl v tomto bode. Pri zvolenej stradni-
covej sustave vzdialenost’ r; a r, kazdého naboja od
bodu M (X, y) mdézeme vyjadrit’ nasledovne

n=yxt+y? ;5 =q(x-1f +y?

Potom potencial v bode M bude rovny
o= Q 1 N 1
e (a2 4y (-1 +y?
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(1)

Pretoze E =—grad ¢ dostaneme pre zlozky intenzity nasledovné vztahy

Exz_%z © . 7t = 372 [
4 (a2 emif ey @)

oo Q 1 1
E =——T= Yy +
y /2 3/2
Oy AT {(xz 00 B }
Zo vzorcov (2) mdzeme najst’ hodnotu a smer vektora intenzity elektrického pola.

Pomocou rovnic (1) a (2) mézeme zostrojit’ grafy zavislosti potencialu a zloziek vek-
tora intenzity pol'a od stiradnic.

Riesenie:

Suradnice bodu A su: X =1+ d, y = 0. Stradnice bodu B su: x=1/2, y =h.
Dosadenim tychto stiradnic do rovnic (1) a (2) ndjdeme potencialy a zlozky vektorov
intenzity v uvedenych bodoch.

V bode A bude potencidl rovny

o ( 1 [ 1)_ 8007 A.s 1 1 4
LN bl b -2, -1 =3 4 22 * m
ang,\l+d d) 403,1438,8500 “kg" .m °.s". A" 0,1+0,05 0,05

o\ =192V
Podobne dosadenim do rovnic (2), Gipravou, dosadenim a vypoctom dostaneme

Q 1 1
Egp =——|7—+—5|=28V/m
" 4”%{(l+d)2 dz}

E, =0
YA
V bode A vektor intenzity elektrického pol'a bude smerovat’ napravo v kladnom sme-
re osi 0X, a jeho hodnota bude 2,88 V/m.
Pri vypocte ¢ a E, v bodoch, v ktorychje x ) I, y =0 budu platit’ vzt'a-
hy
2, 22 3

(x—l)}O a (x—l) +ty =(x—l) .

Pre potencial a vektor intenzity elektrického pol’a sa rovnice (1) a (2) zjednodusia

Qe (1, S O O S S
¢_4T[£0(x+x—lj a Ex 41T£0(x2+(x—l)2}

Potencial a vektor intenzity elektrického pol'a, ktory bude smerovat’ napravo, buda
kladné.
V bodoch, ktoré lezia na priamke spajajicej naboje, y = 0 a potencial

_ 0 (1, 1
¢‘4n%(|x|*|z—x|}

V tychto bodoch bude ¢)0 pre l'ubovolné x. Ked” x - 0a x - [, potom ¢ — .
Z toho je zrejmé, ze potencial v bodoch medzi X = 0 a X = | bude mat’ minimum.
Z vyrazu pre E,, pre body, v ktorych plati y = 0, je zrejmé, ze ¢ =¢,,;, (EX = 0)

v bode x = 1/2. Graf zavislosti potencidlu ¢ je zndzorneny na obrazku 24 a.
53



V bodoch, pre ktoré plati y = 0, vid’ rovnica (2)
E, = Q i3+ x_13 L E, =0
411g, |x| |x - l|

a) b)

0 V2 | x 24 0 y2U4
Ex c) Ex d)

o\vz \_ AL
\ \z X N\ 0y2u/4 x

Obr.24

Preto pre interval 0 ( x (I prepiSeme vyssie uvedeny vyraz do tvaru

o (1 1
E, = - - .
o T

V pripade x(1/2 bude E, )0 av pripade, ze x)I/2 bude E, (0.
Pre x(0 bude platit

o) 1 1
E,=——|-——-—_o.
)

Vektor intenzity elektrického pola bude mat’ v bodoch x = 0 a x = | nespojitost’. Hod-

noty E, ~Z0 ak x-0 a E, -0 ak x oL

X
Graf zavislosti E (x) na priamke Y = 0 je znazorneny na obrazku 24 c.
V bode B

b, = 0 2 B 8002 As o 2
5 = =
4me,  [;2 433,14 8,8500 kg '.m > .s*. A2 2 2
2 & (0.1 m +(0,1)?m?
4 4
=129V

Tak isto ako pri vypocte intenzity el. pol'a v bode B budeme postupovat’ pri vypocte
intenzity el. pola v bode A.
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_ __ 0
Eg=0 Ew—4n%h . -

V bode B bude mat’ smer vektora intenzity elektrického pol’a smer paralelny osi 0y a
jeho hodnota bude 20,59 V/m.

Pre potencial a vektor intenzity elektrického pol'a v bodoch na priamke
X =1/2 rovnice (1) a (2) bud mat’ tvar

> =20,59 V/m.

e 1
2ng, (g2 ,
S+
4 y
_ _ Qy
E, =0 Ey ) 3/2
omey| Ly
4

Z rovnic je zrejmé, Ze ¢ )0 pre vietky hodnoty y a znamienko E, bude totozné so
znamienkom Y.

E,
dy
nadobuda v tychto bodoch extrémne hodnoty. Stihlasne tomuto, v tychto bodoch bude
mat’ funkcia potencialu ¢(y) inflexné body. Priblizné grafy q)(y) a E, (y) st

Pre hodnoty y = +2 % bude derivacia =0, a to znamena, Ze funkcia Ey(y)

znazornené na obr. 24 b a obr.24 d.

4.4. Urcte hmotnost’ Jupitera zo znameho stredného polomeru obeznej drahy jeho
mesiaca To 4,2210° m, doby obehu tohto mesiaca 42,5 h a univerzalnej gravitaénej

konstanty G.

Uvaha:

Vezmeme najjednoduch$i model
pohybu mesiaca lo okolo planéty Jupiter.
r=42200'm  M;=? Budeme predpokladat, e vplyv ostatnych
T=42,5hod telies nasej planetarnej sustavy je zanedba-

tel'ny a mesiac lo sa pohybuje po kruznici.

Zvolime si vztaznl ststavu pevne spojenu s planétou Jupiter, do ktorej u-
miestnime pociatok polarnej suradnicovej sustavy. Potom bude obiehat’ mesiac lo o-
kolo materskej planéty s uhlovou rychlostou

Zadané veli¢iny Hrladané veliCiny

w=——. 1

vV=0r =——. 2)
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2
Pri pohybe po kruznici ma obiehajice teleso normalové zrychlenie — , ktoré je
r

spdsobené gravitacnym polom Jupitera. Preto moézeme napisat’ rovnicu pohybu me-
siaca v tvare
2 M
mv° _ ;m
- G 2 ) (3)
r r

kde m je hmotnost’ mesiaca lo.

Riesenie:
Dosadime rovnicu (2) do rovnice (3) a po Gprave dostaneme
2
—(ZT[) r = G&
T2 2
a odtial'to

_4m 7’
TG
410 (4,22 [1108m)3

M, = B! =1,900%"kg
7 (42,53600s)* 6,67007"'N.m* kg2

4.5. Aku rychlost’ dosahuju elektrony v obrazovke, ak st z katdody emitované rychlo-

stou 2000° ms”' a urychl'ovacie napitie medzi andédou a katédou je 15 kV? Aké na-
pitie musi byt medzi katdédou a mriezkou obrazovky, aby sa obrazovka zatemnila
( ziadne elektrony nedopadnu na tienidlo obrazovky).

Uvaha:
e " L . PretoZze nas zaujimaju len
Zadané veli¢iny Hl'adané veliCiny o . Ay
. pociatocné a konecné stavy, mozeme
v1=210"m/s v2=7? pouzit’ zakon zachovania energie
= =9 —
U=15kV Uy =7 Egy =Eg +A, (1)

e=1,60200" As
me=9,100"" kg

kde E, je po€iatocna kinetickd energia
elektronu, E,, je vysledna kineticka
energia elektronu, A je préca
elektrostatického pol'a. Dosadenim vyrazov pre kinetickt energiu a pracu A =eU do
rovnice (1) dostaneme

mev; _ meuy
2 2

_ 2 2eU
U, = 1{”1 +
Me @)

Dosadenim do vzorca (2) sa musime presved¢it, Ze rychlost” v, ({(c . Ak tomu tak nie

+eU

a odtial'to

je, budeme musiet’ vziat’ do uvahy zdkon zachovania energie v relativistickom tvare
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2
MyoC™ _ MgC

2 - 2
02 C2

Po dosadeni zodpovedajticich hodnot zo zadania do rovnice (2) dostaneme
-19 3 2 34 -1
v, = 4007 m2s™? + 20,602 00~ Ass DS-HO kgm “.s7.A
9,100 " kg

+eU 3)

=7,2700"ms !

Vidime, ze vypocitana rychlost’ je priblizne 0,2 c a teda nemozeme predpokladat’, ze
platia zakony nerelativistickej mechaniky. (Pre vypocet brzdiaceho napétia na mriez-
ke mdzeme pouzit rovnicu (2), pretoze v,{{c a v, =0.)

Rychlost’ elektronu musime preto pocitat’ podla vzt'ahu (3). Preskimame vy-

raz
v
1-—=.
c
V2
Zistime, Ze veli¢inou —12 mdzeme voci | zanedbat’, a preto mdzeme rovnicu (3) pre-
c
pisat’ do tvaru
m,,c*
e =m,c’ +eU (4)
2
v
==
c

Riesenie:
Rovnicu (4) upravime nasledovne

1 eU
=1+
1- U% rneOC2
c?
a odtial'to
1
v, =c |1- 5
eU
1+ 3
MoC
Po dosadeni dostaneme
1

v, =300%ms™ [I- =5,06007 m/s.

2
, 1,602 10 Asd500°kgm?.s ™. A

9,100 'kg @00 m?.s7>
Brzdiace napitie Ug vypocitame z klasického zakona zachovania energie, pretoze v,
je asi 0,007 c. Pretoze Ey, =0 dostaneme

1

_mu}
2e
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a po dosadeni

_ 9,100 kg @00%m? /s>

B

NerieSené priklady

2(-1,60200 ™" As)

=-11,4 V.

4.6. Aky priemer musia mat’ dve dotykajiice sa rovnaké olovené gule, ked’ sa maja
navzajom pritahovat silou 10°N? [ 1,43 m ]

4.7. Aky je pomer gravitaného zrychlenia na povrchu Mesiaca a na povrchu Zeme?
Polomer Mesiaca je 0,273-nasobok polomeru Zeme a hmotnost’ Mesiaca je 0,0123-
nasobok hmotnosti Zeme. [ 0,165 ]

4.8. Saturn ma hmotnost’ 95-krat va¢siu ako Zem a polomer 9-krat vac¢si ako polomer
Zeme. Vypotitajte gravitaéné zrychlenie na povrchu Saturnu. [ 11,5 m.s™ ]

T

(o
j
R/2

Obr.25

4.9. Jablko s hmotnostou 0,2 kg sa nachadza na po-
vrchu Zeme. a) Stanovte ich vzajomné silové posobe-
nie, b) intenzitu gravitacného pola Zeme v strede ja-
blka, c) intenzitu gravitatného pola jablka v strede
Zeme! [ a) 1,962 kgms?; b) 9,81 ms? c¢)
328007 ms”]

4.10. Aké zrychlenie udeluje Slnko telesim na Zemi?
[Rovnaké ako Zemi (ak zanedbame rozmery Zeme
vporovnani so vzdialenostou od Slnka ),

600 ms?]

4.11.7 Vo vnutri gule o polomere R = 1 m a hustote
11,200° kg.m™ je sféricka dutina polomeru r = R/4.
Stred dutiny sa nachadza vo vzdialenosti R/2 od stredu
gule, pozri obr.25 Vypocitajte intenzitu gravitaéného

pola na povrchu gule v bodoch, v ktorych sa pretinaji povrch gule a spojnica stredov

gule a dutiny!

[ a) dutina je dalej od povrchu

Obr.26

Fan)
<

m ru spolomerom r=R/2 spdsobom
znazornenym na obr.26. Treba zis-
tit, akou silou bude podsobit’ takto
vzniknuty hmotny utvar na gul6cku
hmotnosti m nachadzajiicu sa vo
vzdialenosti d od stredu povodnej
kovovej gule, ked” hmotnost po-
vodnej kovovej gule bola M.

d
3,100 °kg.m.s? ; b) dutina je bliz-
Sie k povrchu 2,900 °kg.m.s? ]
R 4.12.9 V kovovej guli s polomerom
r R je vytvorena dutina gul'ového tva-
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) ]
2

4.13. Akou velkou silou posobi Mesiac na 1 m3 morskej vody s hustotou 1030

kg.m'3 na povrchu Zeme? Hmotnost' Mesiaca je 7,34 a0* kg, vzdialenost’ stredov
Mesiaca a Zeme je 384000 km a polomer Zeme je 6378 km .

[0,0353 N ]

4.14. V akej vzdialenosti I} od stredu Zeme bude predmet, ktory sa nachddza medzi
Zemou a Mesiacom, v beztiazovom stave? (vzdialenost stredu Mesiaca od stredu
Zeme r= 384400 km, hmotnost’ mesiaca = 1/81 hmotnosti Zeme) [ r;=0,9 r=346000
km]

4.15. Z vel'mi velkej vzdialenosti za¢ina padat’ meteorit hmotnosti 1000 kg. Vypoci-
tajte kineticku energiu meteoritu vo vzdialenosti 200 km od povrchu Zeme! Pociatoc-
nu rychlost’ meteoritu pokladajte rovna 0. [ 60,7 GJ ]

4.16. Vypocitajte minimalnu rychlost’, ktort treba udelit’ telesu na povrchu Zeme, aby
dopadlo na Mesiac! Aka bude rychlost’ dopadu telesa na Mesiac? My = 81 My, vzdia-
lenost’ stredov Zeme a Mesiaca 60 Ry a Ry;=0,273 R;.

[11073 m.s%; 2324 m.s]

4.17. Ak vzdialenost’ od stredu Zeme musi mat’ umeléa druzica, ktora obieha tak, ze
sa zda, ze stoji nad ur¢itym bodom rovnika? (polomer Zeme je 6378 km) [42300 km]
4.18. Uréte hmotnost’ Slnka z polomeru obeznej drahy Zeme 1,49 00" m, periody
obehu Zeme a gravitacnej konStanty G! Vypocitajte stredni hustotu Slnka, ak jeho
polomer je 6,9610% m! [200* kg ;1,400°kg.m?]

4.19. Aka je perioda obiehania umelej druzice Zeme na drahe, ktorej polomer sa rov-
na polovici polomeru geostacionarnej drahy umelej druzice? [ 8 hod 29 min |

4.20. Aky je pomer gravitacného zrychlenia v meste A a v meste B, ak kyvadlo vyko-
na v meste A za hodinu 3600,0 kmitov a v meste B za rovnaktli dobu a pri rovnakej
teplote 3601,4 kmitov? [g =g, [1,0008 ]

4.21. Ako by sa zmenil chod kyvadlovych hodin, keby boli prenesené zo Zeme na
Mesiac? [ Hodiny by isli 2,5 krat pomalsie. ]

4.22.Urcte hmotnost’ Marsu, ak intenzita gravitatného pol'a na jeho povrchu je 3,63
N.kg! a jeho polomerje 3,3200° m! [600% kg

4.23.8 Vypogitajte potencial a intenzitu gravitaéného pola drétu hmotnosti m, ohnuté-
ho do tvaru kruznice s polomerom R v bode P na osi kruznice vo vzdialenosti a od jej
m ma

——  K=G———m——= ]

Va? +R? (a’ +R*)*?

4.24. Aby ste si urobili predstavu o vel'kosti naboja 1 coulomb, vypocitajte akou silou
sa odpudzuju dva sthlasné naboje, obidva velkosti 1 coulomb, vzdialené od seba 1
km. [ 8996 N ]

4.25. Akou silou pritahuje jadro vodikového atomu elektron, ak priemer vodikového
atému je210° em?[2,3007° N

4.26. Dve rovnake gulicky polomeru 1 cm a hmotnosti 9,81 g visia z jedné¢ho bodu na
dvoch nitkach dlzky 19 cm. Guli¢ky nabijeme stthlasnymi ndbojmi rovnakej velkosti.
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Aky velky je néboj kazdej gulicky, ak sa rozostipia tak, Ze nitky zvieraju uhol 90°?
[0,88 pC ]
4.27. Rozhodnite, ¢i je stabilna rovnovazna poloha bodového naboja, leziaceho upros-
tred medzi dvoma inymi rovnakymi bodovymi nabojmi, ktorych znamienka su bud’
rovnaké, alebo opacné ako znamienko prvého ndboja.[ nestabilna ]
4.28. Na obr. 27 je znazornena Cast’ ne-
kone¢ného jednorozmerného retazca
® 0 & O d® O D kladnych a zapornych iénov. Vypocitaj-
te silu posobiacu na 'ubovol'ny vybrany

ion zo strany polovice retazca! Akou
silou by na i6n posobil len susedny i6n?

Obr.27

Vzdialenost’ medzi ionmi je 0,15 nm, a idény st jednovalentné. [ 8,4 10~ kg.m.s'2 ;

1,0200 ¥ kg.m.s™]

4.29. Dva vel'mi dlhé priame medené droty s rovnobezné a elektricky nabité. Husto-
ta naboja pripadajiica na jednotku dizky v jednom znich je A1 a v druhom A,. Vypo-
Citajte akou silou posobi prvy vodi¢ na jednotku dlzky druhého vodica, ked’ vzdiale-
nost’ medzi nimi je d a st umiestené vo vakuu! (Rieste najprv v§eobecne a potom pre

A A
hodnoty A;=A,=A= 0,1 pC.cm™, d =0,5 cm!) [ F = ——2 =360 N.m"']
21e,d

4.30.” Nekoneene dlha nit, na ktorej je rovnomerne rozlozeny elektricky naboj lineér-
nej hustoty 2[00° C.m™', sa nachadza v jednej rovine s tenkou tyckou dlhou 12 cm,
na ktorej je rovnomerne rozdeleny naboj 310 C . Uhol medzi nitou a osou ty&ky je
30°. Stred tycky je vzdialeny 8 cm od nite. Vypogitajte akou silou pdsobi nit’ na ty¢ku
ako aj hrani¢né hodnoty sily pre a =0 a o = 172!

[1,42007 N,1,35007 N,1,7500° N ]

4.31. Nech potencial pola v urCitom priestore zavisi len od suradnice X vztahom

2
¢=

+c . Aké bude velkost intenzity pol'a? [ E = ax ]

+2e -2e 4.32. Vypocitajte potencial a velkost' intenzity
elektrického pola ststavy nabojov (pozri obr.28 )
vo vzdialenosti a) 1 m a b) 1000 m od stredu stis-
tavy na kolmici k rovine sustavy.

+e 0.44m 25 +e [4,2263700"° V: d= 28.81000" V:
E.=22,0900"" kgms>.A™;
Ey= 28,8100 kgm.s>.A"]
-2e +2e 4.33. Z mydlovej bubliny polomerom 2cm a nabi-
Obr.28 tej na potencial 10000 V vznikne po prasknuti

kvapka s polomerom r;=0,05 cm. Aky velky je
potencial tejto kvapky? [410° V]
4.34. Gul'6¢ka o polomere Iy je nabita nabojom Q. Potom sa tato gul'6¢ka dotkla dru-
hej gul'dcky o polomere r,. Dokazte, Ze podmienka rovnosti potencialov oboch gul’e-
¢iek sa rovna podmienke minima energie elektrického pol’a ststavy.
4.35. Dve rovinné kovové platne, navzajom rovnobezné, velkej plochy S v malej
vzdialenosti d od seba su elektricky nabité. Platiia 1 nesie kladny naboj 2Q, platia 2
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kladny naboj Q. Vypoditajte rozdiel potenciadlov ¢; — ¢, medzi platiiou 1 a platiiou 2,

2
Q dr = Qd
2¢,S : 2¢,S

ked’ medzi nimi je vakuum! [q)l -6, =

4.36. Vypocitajte intenzitu elektrostatického pola v okoli nabitého, vel'mi dlhého
priameho drétu, ked je vjeho okoli vakuum! Dizkova hustota ndboja je A.

E = A
{ 2nsor}

4.37. Elektrické pole tvoria dve rovnomerne nabité rovnobezné nekonecné dosky, kto-
rych vzdialenost’ je d. Vypocitajte intenzitu elektrostatického pol'a v priestore medzi
doskami a mimo nich ako aj napétie medzi doskami, ked’

a) plosna hustota naboja na jednej z nich je 0 a na druhej 0, =20, ,

b) plosné hustoty naboja na oboch doskach st rovnako velké, ale ndboje su opacného
znamienka. Obklopujuce prostredie dosiek je vakuum.

Rieste pre hodnoty g, = 10 pC.m>, d = 10 cm!

a) Medzidoskami E =5,6 00°N.C™! , U=56kV.
Mimo medzery medzi doskami E =16,810°N.C™".
b) Medzi doskami E =11,2 ao0°N.c™ , U=112kV.

Mimo medzery medzi doskami E =0.

4.38. Aka je intenzita elektrostatického pol'a vo vnutri a v okoli gule polomeru R, kto-
rd je rovnomerne nabitd nabojom objemovej hustoty p? Predpokladajte, ze gul'a je vo
vakuu.
3
Prer(R:Ezﬁ,prewR;E :LR_ A

380 380 r2
4.39. Tenka nit' dlha 10 cm je rovnomerne nabita celkovym ndbojom300™ C. Vy-
pocitajte velkost’ intenzity elektrického pola v bode, ktory lezi na tej istej priamke
ako nit’ a je vzdialeny 20 cm od stredu nite. [ 720 Vm™ |
4.40.% Kladny naboj 4 10° C je rovnomerne rozdeleny na tenkom kovovom kruzku
o polomere 0,2 m. Vypocitajte hodnotu potencidlu v bode, v ktorom velkost’ intenzity
elektrického pola dosahuje maximalnu hodnotu! [ 147 V]
4.41. Vo vékuu sa nachadza vel'mi tenky disk polomeru r = 120 mm, na ktorom je
rovnomerne rozlozeny ndboj g =18UC . Vypocitajte potencial a velkost' intenzity
pol’a vo vzdialenosti 80 mm na osi kolmej na rovinu disku.
[144,37 kV; 100° kgm.s® A" ]
4.42. Intenzita elektrického pola na osi nabitého kruhového zavitu ma maximalnu
hodnotu v istej vzdialenosti od stredu tohto zavitu. Kolkonasobne je intenzita elek-
trického pol'a menSia v bode, ktory lezi v polovi¢nej vzdialenosti od stredu zavitu,

A R B ako maximalna hodnota intenzity? [ 1,3 krat ]
0 4.43. Na aky potencial mozno nabit’ gul'ovi elektrodu o
L priemere 5 cm obklopentl vzduchom, ak pri elektricke;j
o) d P Q- intenzite 30 kV/cm nastava vyboj srSanim? [ 75 kV |
> 4.44. Vypocitajte pracu sil elektrostatického pol'a pri
Obr.29 premiestneni naboja Q v elektrickom poli nadbojov Q,

a Q, z bodu A do bodu B. (pozri obr. 29)
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(Vypogitajte pre hodnoty Q=3C, Q=+10 C, Q=-10 C, d = 8m, I = 6m,) [36010°]
4.45. Dve duté tenkostenné gule so spolo¢nym stredom sa nachadzaju vo vakuu.
Kazd4 gula je nabita elektrickym ndbojom Q =5.10° C. Polomery guli st r; =1 ma
r, = 2 m. Vypocitajte energiu elektrostatického pol'a v priestore medzi gulami. Zmeni
sa energia elektrostatického pola ak na vonkajSej guli odstrdnime ndboj?
[5,625 002 J; nezmeni |

4.46. Vo vrcholoch trojuholnika ABC sa nachadzaju tri bodové naboje Q, = 310 C,
Qs = 500° C a Qc = -810° C. Rozmery stran trojuholnika sa AB = 0,3 m, AC = 0,4
m a BC = 0,5 m. Vypocitajte pracu potrebnll na vytvorenie tejto sustavy elektrickych
nabojov! Aké budil rozmery stran trojuholnika, a k sustava bude vytvorena dvojna-
sobnou pracou, ale symetria trojuholnika bude zachovana? Sustavu nabojov uvazujte
vo vakuu. [-8,09 J; polovi¢né rozmery stran]

4.47. Do homogénneho elektrostatického pol'a intenzity E,

/ \
Y Vol o ktorého silociary st rovnobezné so suradnou osou X, vleti
¢ elektron kolmo k siloCiaram v smere osi Y rychlostou v.
E Pociatok stradnic je v mieste vstupu elektronu do pola.
9. . - 7 w7 .
E Odvod’te rovnicu drahy elektronu a vypocitajte uhol ¢, o
! < ktory sa odchyli smer pohybu elektronu od pdvodného
< smeru pri prechode pol'om §irky I! (Pole je ohrani¢ené ro-
<« vinami y = 0 a'y = 1). Pozri obr.30.
x>
Obr.30
2
x= by 5 » parabola, ¢ = arctg eEl2
2mvy; mu

4.48. Elektron vlieta do homogénneho magnetického pola. V tomto okamziku sa na-
chédza v bode P. Smer jeho rychlosti zviera uhol a s vektorom magnetickej induk-
cie. Po opisani drahy jedného zavitu elektron bude v bode Q. Vypocitajte vzdialenost’

PQ ak a=60°, v=10"m.s" aB=1T! [1,78600° m]

4.49. Aky rozdiel potencidlov musi prejst’ elektron, aby jeho vlastny ¢as bol 10 krat
vacési ako laboratorny cas. [ 4,6 MV |

4.50. Aku rychlost’ dosiahne O - Castica, ak bude urychlena rozdielom potencialov

112 kV?[3,2800°m].
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5 Dynamika tuhého telesa

V tomto paragrafe budeme skimat’ pohyb tuhého telesa pod vplyvom von-
kajsich sil. Ohrani¢ime sa bud’ len na otacanie sa okolo nepohyblivej osi, alebo zlozi-
tejsi pohyb v rovine, ktory pozostava z postupného pohybu a z rotacie okolo osi pre-
chadzajtcej cez tazisko a kolmej na rovinu, v ktorej lezia drahy vSetkych bodov tele-
sa. Je preto nutné najprv zoznamit’ sa s hladanim taziska tuhého telesa a az potom
pristapit’ k problému zaoberajiicemu sa pohybom tuhého telesa.

Riesenie pohybu tuhych telies mézeme hl'adat dvoma spdsobmi: RieSenim
prvej a druhej pohybovej rovnice alebo pomocou zakonov zachovania. V druhom
pripade treba venovat’ pozornost’ tomu, ktory zo zdkonov zachovania mozno pouzit,
pretoze na rozdiel od dynamiky hmotného bodu budia zakon zachovania hybnosti a
zakon zachovania momentu hybnosti dva od seba nezavislé zakony.

Volbu sposobu riesenia, ako aj postup rieSenia kazdej konkrétnej ulohy
mozno urobit’ az po podrobnom preskiimani podmienok ulohy, t.j. detailného rozboru
sil, ktoré pdsobia na jednotlivé telesa. Pritom musime brat’ do ivahy miesta pdsobenia
tychto sil.

1. Moment zotrvacnosti hmotného bodu je dany vztahom
J=mr?,
kde I je vzdialenost’ hmotného bodu od osi otacania.

2. Moment zotrvacnosti tuhého telesa, ktory charakterizuje mieru zotrvacnosti tuhé-
ho telesa pri otd¢avom pohybe, je dany vzt'ahom

J= Iprzdv,
v
kde p je hustota tuhého telesa a r — vzdialenost’ elementu objemu dV od osi otacania

3. Steinerova veta hovori, Ze ak pozname moment zotrva¢nosti tuhého telesa voci osi

prechadzajicej cez jeho hmotny stred J,, potom moment voc¢i paralelnej osi vo

vzdialenosti a od osi prechadzajicej cez hmotny stred vypocitame zo vztahu
J=J,+ma?,

kde M je hmotnost tuhého telesa.

4. Moment sily vzhl'adom na pociatok stradnic je rovny vektorovému sucinu polo-
hového vektora bodu r, v ktorom pdsobi sila F , s touto silou,
M =|r x F]

5. Druha pohybova rovnica, ktora popisuje otaavy pohyb tuhého telesa okolo osi,
ma tvar
M = E = —d(J G))
dt dt
kde L je moment hybnosti tuhého telesa.

>

6. Ked na tuhé teleso, ktoré sa otaca okolo nehybnej osi, posobi sucasne viac sil,
vysledny moment sil je dany vektorovym stuc¢tom jednotlivych momentov
M=M,+M,+M, +..
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7. Tuhé teleso otacavé okolo osi je v rovnovaznej polohe, ak vektorové sicty vset-
kych sil a vSetkych momentov sil, ktoré na teleso posobia, si rovné nule:

Y F=0; Y M;=0
8. 'V izolovanej sustave je celkovy moment hybnosti konstantny

ZLi = konst.

9.Kineticka energia tuhého telesa je rovna stctu kinetickej energie jeho postupného
pohybu a kinetickej energie jeho otacavého pohybu

1o 1. 5
E,=—mv. +-J w",
)
kde v, je postupna rychlost’ hmotného stredu tuh¢ho telesa.
Riesené priklady

5.1. N4jdite polohu hmotného stredu homogénnej mosadznej pologule o polomere
krivosti R! Vypocitajte pre R=4 cm!

Uvaha:
Zo zadania je zrejmé, Ze hustota
Zadané veliciny Hladané veliCiny pologule p bude konstantnd po celom
p = konst. X =? objeme. Zvolime si vhodne suradnicovu
R=4cm Vi="7? sustavu tak, aby sme vyuzili symetriu

telesa. Ak si zvolime osi ako je to
znazornené na obrazku 31, v désledku symetrie bude x-ova stiradnica hmotného stre-

q\ du rovna 0. Znamena to, Ze je potrebné vypoci-
y . tat’ len y-ovu suradnicu hmotného stredu. Pouzi-
ﬁn x.dy jeme vzt'ah
J ﬁ_ / . Iy dm
7 yt = d > (l)
Y R fam
kde dm je element hmotnosti a vzhI'adom na
o X p=Xkonst dostaneme
Obr.31 Ipy av Iy av
Yi = = , )
J pdv V

kde dV je element objemu.
Riesenie:

Zvolime si vhodne element objemu tak, ako je to znazornené na obrazku 31,
potom
dV =mx’dy a x?=R?-y2.

Dosadenim do vzorca (2) dostaneme
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Yi =

1R
2 2 —
\70[ny(R —y?)ay =

Tazisko sa bude nachddzat vo vyske 3/8 polomeru pologule nad jej zakladiiou. Po
dosadeni ¢iselnej hodnoty bude tato vyska 1,5 cm.

5.2. Plny ocelovy valec (0= 7,6 g/em’) dlhy 80 cm a hruby 20 cm ma mat’ na sis-

truhu 180 ot/min. Aka hnacia sila F sa musi prenasat’ na stupiiovy prevodovy kotuc,
ktorého priemer je: a) rovnaky ako priemer valca t.j. 20 cm; b) 30 cm, ked’ rozbehovy
¢as mdze trvat’ najviac 5 sekund. Aky vykon musi vyvinit’ motor sustruhu v pripade
a) a v pripade b)?

Uvaha:

Hnacia sila F potrebnd na
Zadané veliciny ~ Hl'adané veli¢iny roztoCenie valca musi na prevodovom
valec F=2? koti¢i  pdsobit momentom sily M
ry=0,1m Poax = ? ktory vyvola uhlové zrychlenie valca €
[=0,8m také, ze po uplynuti rozbehového &asu
p= 7,600 kgm bude uhlova rychlost valca rovna
f=3g" pozadovanej hodnote t.j. w=2TT .
At=5s Moment sily je rovny
r=0,Im M =[rxF], (1)
r,=0,15m kde r je polohovy vektor miesta
w=0 pOsobenia sily F vzhladom na stred

prevodového kotuca. Pohybova rovnica
valca ma tvar
=M, 2
kde J je moment zotrvacnosti valca. Pretoze vektory r a F st na seba kolmé, mézeme
upravit rovnice (1) a (2) na skalarnu rovnicu.
F= Je 3)
r
Pretoze velkost sily F je konstantna, bude konstantné aj zrychlenie €. Po-
tom, ak vezmeme do Uvahy, Ze pociato¢nd uhlova rychlost’ bola nulova, bude platit
« = eAt a odtial
«
£ At “)
Dosadenim rovnice (4) do rovnice (3) dostaneme vyraz pre pozadovanu silu.
Vykon sily P je definovany ako prva derivacia jej prace podla casu
p:%:@:(p@) 5)
dt dt
pretoze hodnota sily je konStantna.
Vektor rychlosti v bude rovny
v=[wxr] (6)

t.j. bude mat’ ten isty smer ako sila F.
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Z rovnice (5) je zrejmé, Ze maximalny vykon vyvinie hnacia sila na konci
¢asového useku At. Pomocou rovnic (3), (4), (5), (6) dostaneme
Prax =F wr 7
Riesenie: Moment zotrvacnosti plného valca je rovny mr\,2 /2. Hmotnost valca je
rovna sucinu jeho objemu a hustoty materidlu, zktoré¢ho je valec vyrobeny,
m = pT[rv2 | . Dosadenim do rovnice (3) a Gpravou dostaneme

ar=r;=r,
= AAprl 2ot _rdipf _ (314 dom) 0.8m 7,6 00°kem®* Bs™ _
o, At At 5s
b) r=n,
E - m2Apr? 2if _ mripf _(3,14) 0,1m)* 0,8m (7,6 10°kg.m™ Bs™! _ AN
r, At r,At 0,15m[3s
Dosadenim do rovnice (7) dostaneme
a) Puax =F 2711, =36kg.m.s™" 2n3s™! 0,lm=67,9W
b) Pyiax =F 271fr, =24kg.m.s™ 2 13s™ [0,15m=67,9W

V oboch pripadoch pozadovany vykon je rovnaky, lebo v oboch pripadoch je potreb-
né vykonat’ ta istd pracu (Ju¥/2) v tom istom &ase (3s).

5.3. Na koncoch nite prevesenej cez kladku, ktorej hmotnost” je my= 2 kg, visia rov-
naké zavazia kazdé hmotnosti m = 2 kg. K jednému zavaziu pridame privazok hmot-
nosti m; = 0,5 kg. Akt drahu prejdi zavazia za ¢as 1 s po uvolneni kladky, ked’ trenie
a odpor vzduchu neuvazujeme?

Uvaha:
Po uvolneni kladky bude tiazova

Zadané velic¢iny HTladané veli¢iny sila (M + m,)g, ktorad posobi na pravy

m :72 kg §=7 koniec nite ( pozri obr.32), vicsia ako tia-

m‘: 0,5 kg zova sila mg, ktora posobi na l'avy koniec

?2_12 kg nite a sustava sa zacne pohybovat’ tak, Ze
=1s

kladka sa ota¢a v smere hodinovych ruci-
Vo=0 ¢iek. Nech od okamziku, kedy bola uvolne-
na kladka, klesli zavazia m + m; o vzdiale-
nost s a ziskali rychlost’ v. Potom, v dosledku toho, Ze nit’ je nehmotna,
zavazie M ziska ta ista rychlost’ a posunie sa nahor o vzdialenost’ s.
Okrem toho sa bude kladka, ktorej polomer je r, otaCat’ uhlovou rychlo-
stou w, pre ktoru plati vzt'ah
V=ur , (1)
pretoze medzi nitou a kladkou nie je ziadne Smykové trenie, t.j. posobi
tu len sila statického trenia. Tiazové sily a tiez sila statického trenia
medzi nitou a kladkou nezévisia od Casu, a preto zrychlenie sustavy
bude konstantné. Potom drdhu s mézeme vypocitat’ zo vztahu

Obr.32 S =5, +Vt +%at2 :
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V case t=0 boli Sy a Vo rovné 0, a preto plati
1 .2
s=—at”. 2
2 2

Pretoze na sustavu nepdsobia disipativne sily (sily trenia), mézeme pouzit
zakon zachovania energie. Zo zakona zachovania mechanickej energie vyplyva, Ze
ubytok potencialnej energie ststavy bude rovny prirastku kinetickej energie sustavy

AE, =AE, . 3)

Potencialna energia bude funkciou drdhy a kineticka energia funkciou rych-
losti. Znamena to, ze pomocou rovnic (2) a (3) mdézeme vypocitat’ zrychlenie a drahu,
ktora prejdu zévazia za Cas t.

Riesenie:
Vyjadrime si zmeny potencidlnej a kinetickej energie sustavy zavazi a klad-
ky v case t, ked’ zavazia prejdu drahu s.

1 1 1
(m +m1)gs—mgs=5(m +m1)v2+5mv2+5\] W . 4)
Pretoze kladka tvori plny disk, bude jej moment zotrvacnosti J = %mzr 2 a pouzitim
vztahu (1) mézeme rovnicu (3) upravit’ do nasledovného tvaru
v? m
mgs =—- m, +2m +72 . (5)

Draha a rychlost’ st funkciami Casu, a preto mézeme vypocitat' zrychlenie sustavy
derivovanim rovnice (5) podla casu.

m,g ds =Vd—v(m +2m +&J ale as jerychlost’' v a v je zrychlenie a
Bar o de ! 2 )7 dt dt '
Po tprave dostaneme:
- 2m,
a=——1 _¢g.

2m; +4m +m,
Dosadenim zrychlenia do rovnice (2) dostaneme

ml t2 _ 0,5 kg

s= gt’ = 9,81 m.s > 0%s* = 0,446 m
2m; +4m +m, 1kg +8kg +2kg

5.4. Ststava pozostava z volnej a pevnej kladky. Tenké lanko je jednym koncom
upevnené ku stropu, druhy koniec visi volne z pevnej kladky. Medzi upevnenym
koncom lanka a pevnou kladkou sa nachadza volna kladka. Pevna kladku tvori plny
disk hmotnosti 2 kg o priemere 0,2 m. VolI'na kladka ma t0 istd hmotnost’ a polomer
ako pevna kladka, len jej hmotnost’ je prakticky celd rozdelena po obvode kladky,
pozri obr.33. Akou konstantnou silou musime pdsobit’ na volny koniec lanka, aby
sme zdvihli zavazie hmotnosti 10 kg, ktoré je upevnené na vol'nej kladke, do vysky
2 mza 2s?
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Uvaha:
Sila, ktorou budeme pdsobit’ na

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny lanko, uvedie do zrychleného pohybu nie
m=2kg F=2 len zéavazie, ale aj kladky. Pretoze sila
r=0,I m posobiaca na lanko je konstantna, bude
M=10kg tento pohyb rovnomerne zrychleny. Aby
s=2m sme riesili pohyb celej ststavy, urobime
t=2s si analyzu sil a napiSeme si pohybové

rovnice pre zavazie a obe kladky. Na
I SIS SIS S obrazku 33 st znazornené sily, ktoré posobia v nasej susta-
ve. Je zrejmé, Ze volna kladka a zavazie na nej upevnené
budi mat’ rovnaké postupné zrychlenie, a preto mozeme
d napisat’
(M +m)a=T,+T,-(M +m)g. (1)
VolIna kladka sa bude otacat’ so zrychlenim €;. Pohybova
rovnica bude mat’ tvar

Jig = (Tz _Tl)r» (2)
F kde J,=mr>.
Podobne pre pevnu kladku bude platit’ pohybova rovnica
36, =(F-T)r, 3)
|-
Obr.33 kde J, =—mr.

Zrychlenie zavazia modzeme zistit' pomocou
vztahu pre drahu pri rovnomerne zrychlenom pohybe. Ak vezmeme do uvahy pocia-
to¢né podmienky bude platit’

a=—. 4

Mame Styri rovnice ale 5 neznamych Je zrejmé, ze ak sa koniec lanka posu-
nie o vzdialenost’ 2X, potom sa vol'na kladka spolu so zavazim zdvihnt o vzdialenost’
X. Lanko je idedlne t.j. nepreklzuje, a preto sa pevna kladka pootoci o uhol

’0,

;- atosa rovna

¢, =2x/r . Uhlové zrychlenie pevnej kladky €, sa rovna dd
t

g, =2a/r. ®)
Ostava vyriesit’ otazku o kol'’ko sa pootoci voI'nd kladka ak sa lanko posunie
0 2X. Vol'na kladka sa zdvihne o x a pooto¢i o uhol ¢;. Musi platit’ rovnica

2X =¢r +X. (6)
Uhlové zrychlenie vol'nej kladky €, je druhou derivaciou rovnice (6)
g =alr, tj.g, =2¢,. @)

Mame teraz 6 nezavislych linearnych rovnic o 6 —tich neznamych a ich rie-
Senim zistime hl'adanu veli¢inu F.

Riesenie:

Pretoze je potrebné vypocitat’ silu F je vhodné upravit’ si rovnice (1) az (6)
tak, aby sme dostali zavislost’ sily F od zrychlenia, ktoré mézeme vypocitat’ z rovnice
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(4). Pouzitim rovnic (5) a (7) a dosadenim momentov zotrvacnosti upravime rovnicu
(1), (2) a (3) do nasledovného tvaru

(l\/l +m)a =T, +T2—(M +m)g, (8)
ma =T, -T,, C)
ma=F-T,. (10)
Z rovnice (10) si vyjadrime T,
T,=F-ma.
Dosadime do rovnice (9) a po uprave dostaneme
T,=F -2ma.

Po dosadeni vyrazov pre T; a T, do rovnice (8) dostaneme
F =%[(M +4m)a +(M +m)g] .

a po dosadeni z rovnice (4) za zrychlenie bude sila F rovna

F =%[(M +4m)i—?+('\/| +m)9}

E :%[(IOkg +8kg) 2‘?2‘1’ +(10kg +2kg)[‘9,81m.s_2} =67,86N
S

5.5. Na stole lezi valec hmotnosti 2,2 kg, ktory sa méze odvalovat’ po stole. Na valec
je namotana nit. Na vol'nom konci nite, ktord je vedena cez vel'mi ahku kladku, je
zavesené zavazie tej istej hmotnosti ako ma valec, pozri obrazok 34. Sustava je pone-
chana sama na seba. Vypocitajte zrychlenie zavazia a silu Smykového trenia medzi
valcom a stolom. Rieste pre pripady, Ze valec je a) duty, b) plny.

Uvaha:

Stistava pozostava z dvoch me-
Zadané velic¢iny HTladané veliciny dzi sebou spojenych telies, zavazia a
m=22kg a="? valca. (Vzhl'adom na zadanie predpo-
a) duty valec a,="7? kladame, ze I'ahka kladka ako aj vldkno
b) plny valec Fo=7? st nehmotné). Preto bude urcitad vizba

Fep="7? medzi zrychlenim valca a zrychlenim

zavazia. Na zavazie pOsobi tiazova sila mg a

M T .
> tahova sila vo vlakne, preto plati
0, ma,=mg +T . (1)
N F kde a, je zrychlenie zavazia. Z obrazku 34 je

> AT zrejmé, ze zavazie bude konat' len postupny
X pohyb.

Na valec posobi tiazova sila, ktort ale

[] rusi sila reakcie stola a v horizontalnom smere

tahova sila vladkna T ( v dosledku toho, Ze vlak-
vMYG 1o a kladka si nehmotné) a sila trenia medzi
valcom a stolom. Obe tieto sily vyvolavaju ota-
¢avé momenty voci osi valca (budeme predpo-
kladat’, ze obe sily posobia v jednej a tej istej
rovine, kolmej na os valca). Ddsledkom toho valec vykonava v tejto rovine tak po-
stupny, ako aj rotaény pohyb, pre ktoré platia nasledovné rovnice
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ma,=T+F,; Je=M; +M,, 2)

kde a, je zrychlenie t'aziska valca.
Aby sme zistili vizbu medzi a,,a, a €, preskimame pohyb dvoch bodov
M a N valca. Ako bolo uvedené, valec vykonava sucasne dva pohyby, a preto rych-
lost’ jeho T'ubovolného bodu bude rovna v; = v, +u; , kde v, je postupna rychlost’

taziska, w; = [a) X ri] - rychlost’, ktord je spdsobend otacanim sa valca okolo osi pre-
chadzajucej taziskom. Urobime si projekciu rychlosti bodov M a N na os X.
Vi, Vo +Wr; vy =V, -or.
Derivaciou tychto rovnic dostaneme
aszaO'i'Sl’; aNxzaO—El’,
kde ay aay st projekeie celkoveho zrychlenia bodov M a N na os X. V pripade, Ze
nedochddza ku Smyku valca, vy =0 a Vv, =ar. Preto plati
a, =€r A3)
a horizontalna zlozka vysledného zrychlenia bodu M a bude
ay, =ag ter=2a,.
V dosledku toho, ze vlakno a kladka su nehmotné (t.j. vlakno sa neroztahuje)
bude horizontalna zlozka zrychlenia bodu M valca rovna zrychleniu zévazia
a, =2a,. “4)
Hladané veli¢iny mozeme najst’ rieSenim rovnic (1) a (2) s prihliadnutim na
vztahy (3) a (4). Ale rovnice (1) a (2) su vo vektorovom tvare a je ich potrebné na-
hradit’ skalarnymi, ale aby sme to mohli urobit, potrebujeme zistit’ smer sily trenia.
Sila trenia je sila statického trenia a smeruje proti vektoru rychlosti bodu N,
ktoru by tento bod mal, ak by nebolo Smykového trenia medzi valcom a stolom.
V pripade, ze pociatocna rychlost’ je rovna nule, vy ma totozny smer ako horizontalna
zlozka vysledného zrychlenia ay, pre pripad, ked’ nie je Smykové trenie medzi valcom
a stolom. Aj v tomto pripade valec vykonava zlozity pohyb a plati
ay, =a, —¢r,
a, - je zrychlenie taziska valca a €- uhlové zrychlenie valca v pripade, Ze nie je

medzi nimi Smykové trenie medzi valcom a stolom. Teda smer sily Smykového trenia
mozno zistit,, ak najprv preskimame tiito ulohu bez pritomnosti tejto sily.

Riesenie:
Rovnice (2) v pripade, Ze nie je pritomné Smykové trenie, budi mat’ tvar
ma,=T; Je=M;. 5)
PrepiSeme si rovnice (5) do skalarneho tvaru
ma, =T; Je=Tr. (6)

NapiSeme si moment zotrvatnosti valca v tvare J =bmr? (pre duty valec bude b =1

apreplny b = %) a dosadime do rovnice (6)

a, :%; sr:%m.

Pretoze b<1, potom &, < €r a ay_=a, —&r <0. Ak ay =0, potom bod N valca

sa nebude $Smykat’ po povrchu stola (pri 'ubovolnej hodnote T) a Smykové trenie nie
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Je pritomné. Ak ale ay, (0, potom sila Smykového trenia bude mat’ smer, ktory je

znazorneny na obrazku 34.
Zvolime si kladny smer nadol a potom plati

ma, =mg-T. @)
Rovniciam (2) zodpovedaju nasledovné skalarne rovnice
ma, =T +F; Je=Tr-Fr. (8)

Druhé rovnica vyjadruje, Ze tak ako aj v pripade, ked’ Smykové trenie nie je pritomné,
valec sa bude otacat’ v smere hodinovych ruciciek.

Dosadenim vztahov (3) a (4) a vyrazu pre moment zotrvacnosti do rovnic (7) a (8)
dostaneme

ma, =mg-T; mzal =T +F,
2
bmr “a, “Tr—Fr
2r

Vydelime poslednu rovnicu polomerom r a rieSenim sustavy rovnic ndjdeme
a, =4g/(5+b), F, =mg(1-b)/(5+b)..

Pre plny valec (b = %)
a, :%lg =7,13ms™; F :%Img =192 N
Pre duty valec (b = 1)
a, = %g =6,54ms?; F =0

5.6. Horizontalna kruhova doska hmotnosti 100 kg a polomeru 1,5 m sa otaca okolo
zvislej osi prechadzajicej cez jej stred a robi za minutu 10 otacok. Pritom na kraji
dosky stoji ¢lovek s hmotnostou 70 kg. Ako sa zmeni frekvencia otaCania a aku pracu
vykona ¢lovek, ked prejde z kraja dosky do jej stredu?

Uvaha:

Praca, ktoru vykona clovek bude
rovnd rozdielu kinetickej energie sustavy
po prejdeni ¢loveka do stredu platformy a

Zadané veli¢iny ~ Hladané veli¢iny
m; =100 kg Af=2?

mz_: 70kg A=? kinetickej energie v pociatoCnom stave.
R: 1,5 I? Pretoze sustava vykonava len rotacny
f=1/6s pohyb bude kinetickd energia vyjadrena
vztahom
J o’
By = , (1

2
kde J je moment zotrvac¢nosti sustavy a w- uhlova rychlost’ stistavy.
Potom mdzeme vyjadrit’ pracu, ktort vykonal ¢lovek nasledovnym vztahom

1 1 5
A==J,05 ——J,0; . 2
2 2972 2 11 ()

Uhlovu rychlost’ «» mézeme stanovit' zo zdkona zachovania momentu hyb-
nosti, pretoze sustava doska s ¢lovekom je Ciastocne izolovand sustava. Vyplyva to
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z toho, Ze v horizontalnej rovine nepdsobia na sustavu ziadne vonkajsie sily a vo
zvislom smere sa podl'a zadania nepohybuje. Preto bude platit’
Jiw, =J,w,. 3)
Riesenie:
Pre momenty zotrvacnosti stistavy v pociato¢nom a kone¢nom stave buda
platit’ vztahy

m,R?
Jy=——+myR? @)
m,R?
J, =— ®)
kde R je polomer dosky, m; — hmotnost’ dosky a m, — hmotnost’ ¢loveka.
wbude rovné 21, kde f je pocet otacok za sekundu. Dosadenim rovnic (4) a (5) do
rovnice (3) dostaneme
2 2
MR mR? |y =0, MRE (©)
2 2
m,R? +2m,R? m, +2m
A odtial = 1 2__= 1 Z
=9 m,R? m,
Ked'ze =27t
m; +2m
f.=f 1 2
2= h m
a -1
+ _
f, _Is 100 kg +140 kg =045
6 100 kg
Af =f,—f =04s" —ls'1 =ls'1 .
6 30

Dosadenim do rovnice (2) vyrazov pre momenty zotrvacnosti a ked’ w, vy-
jadrime pomocou rovnice (3), dostaneme po Uprave vyraz pre hl'adana pracu

2 2 2
A< lMR [m1+2m2]u)12+l(m12R +m2R2Jw12

2 2 m, 2
B 2
a2l [m+2m, m_(_mﬂmzj (orf R)?
2 m, 2 2

2 2
_ 1100 kg +140 kg 50kg_(100kg+140kgj (anl,sj m2s2
2 100 kg 2 6

—_—

A=5625N

NerieSené priklady

5.7. Stvorcova platiia o strane 0,1 m lezi na vodorovnej podlozke. Z platne vyrezeme
rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou rovnou jednej strane dosky, pozri obr.35.
Aka musi byt vyska trojuholnika, aby doska zavesena v bode P, kde sa nachadza
vrchol trojuholnika, zostala visiet’ vo vodorovnej polohe?
[0,063 m]
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5.8. Vypocitajte polohu t'aziska rovnorodej kruhovej dosky o polomere R = 0,5 m, v
ktorej bol urobeny Stvorcovy otvor so stranou a = R/2 vo vzdialenosti R/2 od stredu
dosky. [ 100,02 mm od stredu dosky]

5.9.9 Tenky homogénny drét je ohnuty do tvaru polkruznice

polomeru R. Najdite polohu taziska vzhl'adom na stred krivosti
P a akRsarovna 30 cm! [60/Ttcm]
m 5.10. Najdite polohu taziska rovnorodého kuzel'a vysky v !
h [ Tazisko sa nachadza v 3/4 vysky od vrcholu kuzela ]
5.11. Dve castice P, a P, s hmotnostami m; a m, sa nachadzaju
Obr.35 vo vzdialenosti d od seba. V ase t = 0 sa Castica P, zacala

pohybovat’ rychlostou Vv, v priamke prelozenej ich spojnicou a
vzd’aluje sa od Castice P,. Sucasne castica P, sa zacala pohybovat rychlostou v,
v smere kolmom na tuto spojnicu. Vysetrite, aky je pohyb t'aziska tejto sustavy:
a) zvolte si vhodne ortonormalny vztazny systém a vyjadrite polohu taziska tejto
sustavy v case t = 0;
b) vyjadrite, ako sa meni polohovy vektor taziska s Casom,
c) zistite rovnicu drahy taziska;
d) vypocitajte rychlost’ taziska a jeho zrychlenie;
e) Aky pohyb vykonava tazisko?
Rieste pre hodnoty m=2g, m,=3g,d=5cm, v;= 1 cm.s", V=2 cm.s
[a)Xr=3 cm;yr=0.b) r=(3cm+1,2cm.s” )i+ 0,4cm.s” A LJj.

cy-= %X —lem.d) 1,26 cms™; 0. e) Priamociary, rovnomerny.]

5.12. Sustava pozostavajiica z troch casti, hmotnosti ktorych sa m;=5g, m,=10g a
m;=15g, sa nachadza v ortonormdlnom vztaznom systéme. V ¢ase t = 0 je ich poloha
uréena suradnicami, ktorych hodnoty v zatvorkdch st udané vem: P; (3.4.,5),
Py(-2,4,-6) a P; (0,0,0) .

a) Najdite polohu taziska v ¢ase t = 0;

b) najdite zrychlenie a polohu taziska v ¢ase t=10s, ak na ststavu zacala posobit’

v Case t=0 v smere osi x konStantna sila1,0 07°N.
[a) X(0) = -0,17 cm; y¢(0) =2 cm; z(0) =-1,17 cm; b) a = 0,333 m.s'2; X(t) = 16,7 cm;
yi(t) =2 cm; zy(t) = -1,17 cm.]
5.13. Stanovte maximéalnu hodnotu momentu zotrvaénosti obdiznikovej homogénnej
dosky hmotnosti 0,6 kg s rozmermi stran 10 cm a 20 cm vzhl'adom na os kolmu k

rovine dosky a prechadzajicu cez dosku. [1007 kg.m? ]

5.14. Najdite moment zotrvacnosti rovnorodej dosky tvaru rovnoramenného trojuhol-
nika s ramenami b a zakladiou 2a vzhl'adom na os kolmi na zakladfiu a prechadzaju-
cu protilahlym vrcholom, ak hmotnost’ dosky je m ! [ (1/6)ma’ ]

5.15. Aky priemer ma kruhovy kota¢ s hmotnostou 8 kg, ktorého moment zotrvac-
nosti J=1,69 kg.m*? [d=1,3m ]

5.16. Kovovy prstenec ma nasledovné rozmery: vonkajsi priemer 58 cm, vnutorny
priemer 50 cm, Sirka 6 cm. Moment zotrvacnosti J = 0,8058 kg.mz. Z akého materialu
moze byt prstenec zhotoveny? [p=2,7g/cm . , hlinik ]

5.17. O kolko treba predizit homogénnu ty& dizky 75 cm, aby sa jej moment zotrvag-

nosti vzh'adom na os kolmu na ty¢ a prechadzajicu taziskom tyée zdvojnasobil?
[ 19,5cm ].

73



5.18. Moment zotrvacnosti vzhl'adom na os masivneho dreveného valca s hmotnost'ou
6 kg, s priemerom 12 c¢m a s dizkou 1 m treba strojnasobit’ obalenim do oloveného
plasta. Aky hruby musi byt’ oloveny plast'? [1,36 mm]
5.19.9 Stanovte miniméalnu hodnotu momentu zotrvagnosti polkruhovej homogénnej
dosky hmotnosti 2 kg s polomerom obvodu 15 cm vzhl'adom na os kolmui k rovine
dosky. [14,4 10 kg.m? ]
5.20. Karoséria auta ma hmotnost’ 300 kg, 4 kolesa, ktoré mozno povazovat za ma-
sivne kotuce, maju hmotnost’ 25 kg. Zotrvacnost’ celkovej hmotnosti, ktor treba
prekonat’ pri uvedeni auta do chodu, treba zvicsit’ o uréiti hodnotu, ktord ma zohl'ad-
nit moment zotrvacnosti kolies. Kol'ko % celkovej hmotnosti treba pripocitat’?
[12,5%]
5.21. Na jeden koniec vodorovnej ty¢e hmotnosti 3 kg dlhej 1,5 m zavesime teleso
hmotnosti 15 kg. V akej vzdialenosti od tohto konca musime ty¢ podopriet’, aby bola
v rovnovahe vo vodorovnej polohe? [ 0,125 m ]
5.22. Drevena doska je ponorena vo vode tak, ze je jednym koncom polozena na
kameni vy€nievajuci nad hladinu a druhym volne spoc¢iva vo vode. Ponorena cast
predstavuje 35% jej dizky. Aka je hustota dreva dosky? [ 580 kgm™ ]
5.23. Zavazie hmotnosti 1 kg je zavesené na okraji
a homogénnej polgule polomeru R, hmotnosti 10 kg,
/ ktora je ulozené svojou vypuklou plochou na vodorov-
nej podlozke, pozri obr. 36. Pri akom uhle odklonu o

nastala rovnovaha ststavy ? [0=15°]
5.24. Kruhovy kotu¢ s hmotnostou 5 kg a s priemerom
30 cm treba zo stavu pokoja za 0,5 sekundy jeden raz
otoCit. Aka sila F musi tangencidlne zaucinkovat’ na
obvode kotica? [19N]
5.25. Akl uhlovi rychlost’ dosiahne zotrva¢nik hmot-
nosti 20 kg a s priemerom 60 cm, ked’ pocas 12 sekund

Obr.36 pohaname krutiacim momentom 6 Nm? Na zaciatku bol

zotrvaénik v pokoji. [80 s™'].

5.26. Aky je moment zotrvacnosti kotvy elektromotora, ktorej otacky v dosledku
trenia v loziskach (treci moment M = 0,819 N.m) pocas 4,5 sekundy klesnu z n; =
1500 ot/min na n, = 400 ot/min? [0,032 kg.m” ].
5.27. Leziaci hranol s hmotnostou 20 kg a dizkou 6 m treba na jednom konci zdvih-
nat’ za 1 sekundu do vySky 1 m. Akd sila je na to potrebna? [ 111 NJ.
5.28. Vypoditajte zrychlenie a maximalnu rychlost’, ktora dosiahne plny valec, ak ho
spustime po naklonenej rovine z vySky 5 m. Hmotnost’ valca je 50 kg a jeho polomer
0,1 m. Naklonena rovina zviera s vodorovnou rovinou uhol 30°. Odpor vzduchu za-
nedbajte. Pohyb valca po naklonenej rovine uvazujte bez prekizania.
[3,27 ms?; 8,08 ms” ]
5.29. Vrtul’ka ventilatora sa otaca rychlostou 900 otacok za mintitu. Po vypnuti ven-
tilatora sa vrtul’ka otacala rovnomerne spomalene a do zastavenia urobila 75 otacok.
Praca brzdiacich sil bola 44.4 J. Vypocitajte dobu za ktort sa ventilator zastavil, mo-
ment zotrvacnosti vrtul’ky a brzdiaci moment sil. [ 10's, 0,01 kg.m2 , 0,094 kg.mz.s'z]
5.30.7 Gul'a bola vrhnuta na vodorovnej rovine tak, e v prvom okamihu mala len
postupntl rychlost. V désledku trenia o rovinu sa zacala otacat. Vypocitajte, aka Cast’
kinetickej energie sa spotrebovala na pracu sil trenia od zaciatku pohybu do casu, ked’
sa gul’a zacala odval'ovat’ po rovine bez preklzavania? [ 2/7 |

m2

ma
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5.31. Zotrvacnik sa otaca konstantnou uhlovou rychlostou odpovedajucej frekvencii
10 otacok za sekundu. Jeho kineticka energia je 8000 J. Za aka dobu otacavy moment
sil rovny 50 Nm zv&csi jeho uhlovi rychlost’ na dvojnasobnu.

[O5s]

5.32. Na naklonenej rovine lezi cievka (pozri obr.37) o polomere R =0,1 m, ktorej
hmotnost' m = 5 kg je prakticky rozlozena len na jej plasti. Na osi cievky polomeru
r = 0,05 m je navinutd nit, vedena cez

nehmotnt kladku a pripevnend k volne

( visiacemu telesu hmotnosti m; = 5 kg.

% Vypoéitajte pri akom uhle sklonu a

naklonenej roviny sa bude tazisko cievky
nachadzat’ v pokoji. Trenie medzi cievkou
mM: | astolom je zanedbatelné. [ 53,1° ]
5.33. Hmotnost’ telesa na stole je 5 kg a
koeficient trenia medzi stolom a telie-
skom je k = 0,01. Hmotnost’ kladky, ktort
tvori plny disk, je 2 kg a jej polomer je
0,1 m. Hmotnost' visiaceho zavazia je 1
kg, pozri obr. 38. Vypocitajte pracu sil trenia od pociatku
pohybu pocas 3s!
[297]
5.34. Dvojstupniova kladka (pozri
obr.39) pozostava z dvoch napev-
no spojenych tenkych obrudi,
polomery, ktorych st Ry;=0,2 m a
Obr.38 R,=0,4 m a hmotnosti M; =2 kg a
M, = 6 kg. Na kazdy stupen klad-
ky st namotané nite na konci ktorych st upevnené zavazia o
hmotnosti m;=10 kg a m, = 6 kg. Vypocitajte zrychlenia
zédvazi m; a m, a silu, ktorou sustava pdsobi na podves.
[0,327 m.s; 0,654m.s” ; 234,8N ]
5.35. Rotor motora s momentom zotrvaénosti 500 g.cm’
dostane v stave pokoja prudovy impulz, ktory vyvola hnaci
impulz momentu sily, vyznacujuci sa linearnym poklesom z IE, ITn—jl
pociato¢nej hodnoty 2 N.cm na nulovi hodnotu za ¢as 20
ms. Aka uhlovi rychlost rotor ziska? [ 4 s™
5.36. Trecia spojka je tvorend dvomi kota¢mi, ktoré pri Obr.39
vzajomnom pritlacani prenasaju trenim hnaci moment moto-
ra na pohanant ststavu. Zistite mechanicku G¢innost’ spojky za predpokladu, Ze otac-
ky motora i treci moment spojky st poc€as rozbehu konstantné a moment pdsobi az
kym sa otacky oboch koticov vyrovnaju. [ 50% ]
5.37. Homogénna kruhova doska polomeru 0,1m sa nachadza vo vertikalnej rovine a
moze sa otacat’ okolo vodorovnej osi kolmej na dosku a vzdialenej od stredu dosky
0,03m. Dosku vychylime z rovnovaznej polohy do polohy, v ktorej je stred dosky vo
vyske osi a potom ju volne pustime. Vypocitajte pociato¢né uhlové zrychlenie dosky
a uhlovu rychlost pri prechode rovnovaznou polohou! Trenie na osi zanedbajte!
[£049,88s% w105 ]
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5.38. Gul'a a plny valec , ktoré majti rovnaka hmotnost’, polomer a postupnu rychlost’,
sa zaCinaju pohybovat’ nahor po naklonenej rovine. Ktoré z tychto dvoch telies do-
siahne vacsiu vysku? Vypocitajte pomer vysSok, ktoré dosiahnu tieto telesa. [valec
vystapi vyssie; 1,07 ]
5.39. Ocelova trubka dizky 1,2 m a hmotnosti 2 kg je zavesena za jeden koniec. V
ktorom mieste (merané od bodu zavesu) do nej musime udriet’ kladivom hmotnosti
2 kg vo vodorovnom smere, aby sa kladivo po naraze (dokonale pruznom) neodrazilo,
ale ostalo stat? Aku rychlost’ malo kladivo, ak sa ty¢ vychylila o uhol 0,2 rad?
[0,7 m; 0,97 m.s™ ]
5.40.7 Ocelova gul'a je zavesena tak, Ze kyva ako fyzikalne kyvadlo s maximalnym
kmito¢tom. Pri svojom pohybe mala vrovnovaznom bode moment hybnosti
4 kgm’.s” a kineticku energiu 1 J. Vypoditajte vzdialenost’ bodu zévesu od taziska.
[0,05m]
Ly 5.41. Gulka hmotnosti 5007 kg, ktord leti rychlostou v =
800 m/s, nardaza do bodu A balistického kyvadla v tvare
disku (pozri obr. 39) a zastavi sa. Vzdialenost bodu A od osi
otacania je 0,5 m. Moment zotrvacnosti balistického kyvadla
P ‘ je 0,025 kg.m”. Vypo¢itajte po&iatoéni uhlova a postupnu
rychlost’ stredu disku! Raz povazujte za absolutne nepruzny.
d . [80s: 40 ms™ ]
5.42. Horizontalna kruhova doska hmotnosti 80 kg o polo-
mere 1 m sa otaca s uhlovou rychlost'ou 20 otacok za minu-
Obr.39 tu. Vjej strede stoji ¢lovek a v roztiahnutych rukach drzi
¢inky. Vypocitajte, aky pocet otacok za minutu bude robit’ doska, ak ¢lovek spuste-
nim rik zmensi svoj moment zotrvacnosti z 2,94 kg.m’ na 0,98 kg.m*! Kol’kokrat sa
zvacsi kineticka energia dosky s ¢lovekom? [21 ot/min, 1,05 krat]
5.43. Kruhova doska rotuje okolo dokonale hladkej osi uhlovou rychlostou 100 7%
Moment zotrvaénosti dosky vzhl'adom na rotaénu os je 0,03 kg.m’. Doska sa priblizu-
je k druhej kruhovej doske, uloZenej na tej istej osi. Moment zotrvacnosti druhej do-
sky vzhl'adom na os, na ktorej je ulozend, je 0,01 kg.m” a je v pokoji do tej doby, kym
na fiu nenarazi prva. Po naraze, pretoze je povrch dosiek drsny, uvedie sa aj druhd do
pohybu. Vypocitajte spoloéni uhlovi rychlost’ ststavy! Vypocitajte kolko tepla
vzniklo pri naraze!
[758'; Q03707 ]

76



6 Neinercidlne vzt’azné sustavy

Ako bolo uvedené v § 2, Newtonove pohybové zikony platia len
v inercialnych vztaznych ststavach. V neinercidlnych vztaznych sustavach modzeme
pouzivat’ zakony klasickej mechaniky za predpokladu, Ze okrem sil vzdjomného pd-
sobenia medzi telesami budeme brat’ do Gvahy zotrvacné sily, ktoré nie si vyvolané
vzajomnym pdsobenim telies. Musime ale mat’ na zreteli, Ze praca inercialnej sily je
praca sily v inercidlnej vztaznej sustave, ktora udeluje zrychlenie neinercidlnej
vztaznej sustave. Zotrvacné sily zavisia predovsetkym od druhu pohybu neinercialnej
sustavy. Znamena to, Ze ak chceme zistit' aké zotrvacné sily budd pdsobit’, musime
vediet ako sa pohybuje neinercidlna ststava voci inercidlnej sustave, t.j. musime
vediet’ kinematické parametre pohybu neinercialnej sustavy.
Z praktického hl'adiska maju vyznam dva druhy neinercialnych ststav.
1. Neinercialna sustava, ktora sa pohybuje voci inercidlnej ststave priamociaro so
zrychlenim a,. V tejto sustave bude zotrvacna sila pésobiaca na teleso hmotnosti m
rovna
F, =—ma,.

2. Neinercialna sustava, ktora sa otaca okolo nepohyblivej osi. V tejto sustave bu-
deme rozliSovat’ dva pripady:

a) Teleso hmotnosti m je voci neinercialnej ststave v pokoji. Potom nai budu po-
sobit’ zotrvacné sily rovné

F, = —m{d—mxr} +ma’r,
dt

kde  je uhlova rychlost’ neinercialnej sustavy v inercidlnej sustave, r — polohovy
vektor telesa voci osi otacania.

b) Teleso sa pohybuje v neinercialnej stistave rychlostou v’. V tomto pripade buda
na teleso pdsobit’ tri zotrvacné sily

F, =m &’r —2m[o x| —mﬁi—?w} :
Prva sa vola odstrediva, druha Coriolisova sila.
Riesené priklady

6.1. Vo vozni je na policke ulozeny kufrik. Uhol sklonu policky vzhl'adom k vodo-
rovnej rovine je 0 = 5°. Pri brzdeni vozia kufrik s policky spadol. Vypocitajte mini-
malnu hodnotu spomalenia vozna, ked’ faktor adhézie medzi polickou a kufrikom je
0,3! Vozen sa pohybuje po vodorovne;j trati.

Uvaha:
Ulohu budeme rieit z hladiska
o neinercidlnej sustavy spojenej s brzdenym
a=>5 a=7? . A
vagonom. Potom na kufrik pdsobi okrem
Ho=0.3 jeho sily tiaze F,, reakcie od podlozky N a
sily trenia F, aj zotrvacna sila F, = - ma,, kde a, je zrychlenie vagoéna, pozri obr. 41.
Podmienkou rovnovahy kufrika je, aby vysledna sila na neho posobiaca bola rovna 0.
F,+N+F +F,=0. (1)

Zvolime si sturadnicové osi: X —ovl vo smere policky a y —ovll vo smere na
nu kolmom. Rovnicu (1) rozpiseme pre priemety sil do osi X ay
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-mgsina -F, +ma,cosa =0, 2)
-Mmgcosa+N —ma,sina =0. 3)

Riesenie:

Sila F, je silou statického trenia a jej ma-
ximdlna vel'kost je

Ft max — p‘ON (4 )
Ked’ze budeme pocitat’ s touto maximalnou hodno-
tou trenia, z rovnic (2) a (3) vypocitame hranicné
zrychlenie, pri ktorom sa este kufrik nepohne. Po
Obr.41 dosadeni N z rovnice (3) do rovnice (4) dostaneme
Fima = Hom(a, sina +gcosa),
a odtial'to dosadenim do rovnice (2) dostaneme
m(a0 cosa —g sinor)= uom(ao sina +g cosO()

Riesenim pre &, dostaneme

t max

sina + [, cosa
cosqa — l,sina
_» sin5° +0,3[¢0s5°
c0s5° -0,3@Ein5°

Kufrik sa nepohne z policky, ak vlak brzdi so spomalenim mens$im alebo rovnym
39 m.s>.

2

a, =9.81m.s =39m.s"

6.2. Po hladkych kolajniciach sa horizontdlne pohybuje vozik hmotnosti 50 kg rych-
lostou 1 m.s™. Na predny okraj vozika opatrne polozili zdvazie hmotnosti 2 kg. Ko-
eficient Smykového trenia medzi zavazim a vozikom je rovny 0,1. Pri akej minimalne;j
dizke vozika zavaZie nespadne z vozika?

Uvaha:

V prvom okamihu vozik akoby
Zadané veli¢iny ~ Hladané veliCiny sa snazil ujst z pod zévazia. Ale
M= 50kg I=? v dosledku sily trenia sa bude rychlost
m=2kg N vozika vzhl'adom na kol'ajnice zmenSovat
v=1lms a rychlost zavazia vzrastat. Zavazie
u=0.1 nespadne z vozika, ak za Cas, po ktorom

budu rychlosti vozika a zavazia voci

kolajniciam rovnaké, dréha zavazia vzhladom na vozik s” nebude vicsia ako je dizka
vozika |. Znamena to, Ze tiloha vedie k hl'adaniu relativnej drahy $” zavazia a toto je

F. vhodné rieSit v suradnicovej slstave pevne

<"'__ T spojenej s vozikom, pozri obr.42. Tato surad-

_T) nicovd sustava je neinercidlnou, pretoze

| M v dosledku sily trenia, pokial sa zavazie
O O —Y 5 vzhladom na vozik nezastavi, pohybuje sa
vozik spomalene. Spomalenie a,, ktoré ziska

Obr.42 vozik v dosledku sily trenia, ma horizontalny

smer. Na zavazie v neinercialnej sustave pevne
spojenej s vozikom budu pdsobit’ tiazova sila a sila reakcie vozika, ktoré sa vzdjomne
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kompenzuju, sila trenia F; a zotrva¢nd sila F, = -ma, . V okamihu poloZenia zava-

zia bude jeho rychlost’ vo¢i voziku v =-v . Ked’ zdvaZie skonéi svoj relativny po-
hyb voci voziku, prejde drahu s’, a jeho konecna rychlost’ vzhl'adom na vozik je rovna
0. Je zrejmé, ze ubytok kinetickej energie zavazia na drahe S” je:

AE, =A+A,, (1
kde A, je praca na prekonanie trenia;

A, — zdanliva praca zotrvacne;j sily.

Obe sily F; a F, su konstantné, a preto praca, ktoru tieto sily vykonaju bude priamo
umernd drahe S’. Znamena to, Ze pomocou rovnice (1) mdéZzeme vypocitat’ drahu s” ak
pozname obidve sily.

Riesenie:
Aby sme mohli najst’ zotrvacnu silu, ktora posobi na zavazie, je potrebné zis-
tit' zrychlenie a, vozika. Sila trenia, ktorou posobi zavazie na vozik je
Fy =pmg.
Smer tejto sily méa opacny smer ako rychlost’ vozika v. Pretoze je to jedind sila poso-
biaca v horizontdlnom smere na vozik bude jeho zrychlenie
a, =pmg/M
a vektor @y bude tiez mat’ smer opacny smeru rychlosti v. Na zavazie budi pdsobit’
sily
F,=pumg, F, =mumg/M .
Obidve tieto sily su orientované proti smeru relativnej rychlosti zavazia voci voziku.
Pri posunuti zavazia po voziku do vzdialenosti S” bude praca tychto sil zaporna.

A, =-pmgs’, A, =-mpmgs'/M . 2)
Zmena kinetickej energie zavazia je
AE, =-m(v})* /2 =-mv?/2 3)

Po dosadeni rovnic (2) a (3) do rovnice (1) dostaneme
-mv2/2=-pmgs'(l+m/M)
a odtial'to
L Mv?
S =—7——.
2ug (m +M)
Znamena to, Ze zavazie nespadne z vozika ak jeho dizka | bude
, Mv?

I>s'=
Zugim +Mi
22 -2
[ > 50kg"m~.s

T 200,109,810 m.s2(2+50)kg
1 20,49 m

6.3. Cyklista, ktory ide po priamej betonovej ceste rychlostou 27 km/hod, nahle vojde
do zakruty s polomerom 25 m. Ako sa musi cyklista naklonit, aby bezpe¢ne presiel
zéakrutou?

Uvaha:
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Budeme skumat cyklistu a bicykel
1 ako jediné tuhé teleso. Na bicyklistu pri
v=75ms a=? jeho pohybe posobi tiazova sila, sila reakcie
r=25m vozovky, sila pohonu a sily trenia tak
v smere doty¢nice k trajektorii ako aj v smere do stredu kruhu. Pri pohybe po kruznici
nie je ziaden posun bicykla v radidlnom smere, ¢o znamend, ze posledna sila je silou
a trenia v pokoji. Ked' sa bicyklista pohybuje konstantnou rychlo-
stou, sila pohonu a sila trenia v smere doty¢nice k trajektorii st
rovnako velké a opacného smeru a preto sa rusia. Tiazova sila
posobi v tazisku. Sila reakcie vozovky a radiadlna sila trenia
v pokoji pdsobia v najnizSom bode oboch kolies a vyvolavaju
9 otaCavy moment voci horizontalnej osi, ktora prechadza cez
hmotny stred bicyklistu, pozri obr. 43. Tato os sa spolu
Mg s hmotnym stredom pohybuje vzhladom k Zemi po kruznici a
teda sa pohybuje so zrychlenim. Znamena to, Ze suradnicova
sustava spojend s hmotnym stredom bicyklistu je neinercidlna
sustava a preto v tejto sustave bude pdsobit’ na bicyklistu eSte
zotrvacna odstrediva sila

6b.43 F, :Zsz ==Y mia,; =y mur,
J

kde m; je hmotnost’ j -t¢ého hmotného bodu,
ayj- normalové zrychlenie j-tého hmotného bodu, ktoré ma smer do stredu kruhu,
ri- polohovy vektor hmotného bodu vzhl'adom na stred kruZnice.

Budeme predpokladat’, ze rozmery bicyklistu st malé voci polomeru kruzni-
ce. Potom mdzeme polozit polomery kazdého hmotného bodu rovné polomeru kruz-
nice t.j. r; =r . Znamena to, ze aj postupna rychlost’ vSetkych hmotnych bodov bude

Zadané veli¢iny HTladané veli¢iny

F:

rovnaka a
vi=wr a F,=mawTr.

V takomto pripade zotrvacnd odstrediva sila pdsobi v hmotnom strede a nevyvoldva
ota¢avy moment voc¢i uvazovanej osi. Podmienka rovnovahy bicyklistu bude spocivat
v tom, aby sucet momentov sil trenia v pokoji M; a reakcie vozovky My voci horizon-
talnej osi, ktora prechadza cez hmotny stred, bol rovny nule,
M, +M, =0 (1

Rovnica (1) umoziuje zistit” uhol odklonu bicyklistu od kolmice, pretoze momenty
oboch sil zavisia od tohto uhla. V skimanej neinerciadlnej sustave je bicyklista
v pokoji. Znamena to, ze stcet vietkych sil posobiacich na bicyklistu je rovny nule,

mg+F,+F,+N =0. 2)
Pretoze zotrvacna sila zavisi od uhlovej rychlosti pohybu cyklistu, rovnica (2) umoz-
nuje s pomocou rovnice (1) najst’ uhol odklonu.

Riesenie:

Momenty sil trenia v pokoji a reakcie vozovky sa budi navzajom rusit’ t.j.
bude splnena rovnica (1), ak vyslednica tychto sil bude prechadzat’ cez hmotny stred,
tj. ak

tga =F, /N 3)
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Vektorova rovnicu (2) si prepiSeme do skalarnych rovnic pomocou stradnicovej
sustavy X,y, kde os X je v horizontalnom smere (kladny smer do stredu kruhu) a os y je
vo vertikdlnom smere.

F.-F,=0 @)
N-mg=0 (5)
Z rovnice (4) vyplyva
F, =mw’r =mv?/r (6)
Dosadenim vzt'ahov (5) a (6) do rovnice (3) dostaneme
) _ 75ms™ i _
tga=vi/or = 25m9,81 m.s> =0.229
odkial

a=1292°=13°
Aby sa cyklista pri jazde nepreklopil, musi sa naklonit’ o uhol 13° smerom dovnutra
zakruty.

6.4. Na odstredivom stroji je upevnena hladka horizontalna ty¢ dizky 1 m. Os rotacie
u je vertikdlna a prechddza cez stred tyce, pozri obr.
44. Na ty¢ st nasunuté dva nevel'ké krazky, kazdy
o hmotnosti 400 g. Krazky st spojené nitou dlhou
! 20 cm a nachadzaju sa symetricky vzhl'adom na os
: otacania. Aka velka bude Coriolisova sila, ktora
; bude posobit’ na krazky v okamihu, ked’ po prepa-
i m leni nite skiznu na konce tye? Rieite pre dva
T pripady:
: 1) stroj sa otaCa konstantnou uhlovou rychlostou
|
I
|
I

2 rad.s’l;

2) vokamihu prepalenia nite sa motor stroja
vypne a sustava je ponechand sama na seba.
Moment zotrvacnosti rotujlicej Casti stroja a
tyde je 0,02 kg.m’. Trenie zanedbajte!

W/ 7

Obr.44
Uvaha:

Zo zadania treba
Zadané veli¢iny Hrladané veli¢iny vypocitat’ velkost Coriolisovej
Jo=0,02kgm* F, =2 sily, preto sa zda, Ze je nutné
m=0,4 kg Fo=7? pocitat’ v neinercialnej vztaznej
2lp=1m sustave pevne spojenej s tyCou.
21,=0,2m V tejto sustave bude Coriolisova
w =2 rad.s” sila rovna

F.=2m[v'xe|, (1)
kde v je radidlna rychlost’ kruzku v neinercialnej sustave. Okrem Coriolisovej sily
budu na kazdy krazok pdsobit’ tiazova sila a sila reakcie tyce, ktoré sa kompenzuju a
odstrediva sila

F, =mw’r, ()
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kde r je polohovy vektor krizku (pociatok stiradnicovej sustavy je na osi oticania).
Znamena to, Ze pre vypocet Coriolisove;j sily je potrebné zistit’ relativnu rychlost’ v a
tiez okamzita uhlovu rychlost’ @ V prvom pripade bude odstrediva sila rovna
F, =mwir. 3)
Tato sila bude udel'ovat’ krizkom zrychlenie a zvySovat’ ich rychlost’ v". Ro-
taény moment tejto sily je rovny nule. Coriolisova sila ma smer kolmy na v’, meni
silu normalovej reakcie tyce, ale v dosledku zanedbania sil trenia nijako nevplyva na
pohyb krazku. Pahko mézeme posudit,, ze Coriolisova sila meni len rezim prace mo-
toru: ¢im d’alej budi krazky od osi otacania, tym vacsi bude brzdiaci moment Corio-
lisovych sil a tym vacsi vykon bude musiet’ podavat’ motor, aby zachoval uhlova
rychlost’ otacania. Pohyb kruzkov po ty¢i je vyvolany len zotrva¢nou odstredivou
silou a rychlost’ v” mézeme vypocitat’ dvoma spésobmi. Bud’ pomocou druhého Ne-
wtonovho zakona alebo zo vztahu medzi zmenou kinetickej energie kruzku AE, a

pracou A,, ktorti vykona pri radialnom posunuti zotrva¢na odstrediva sila. Potom
m (V')2

AE, = =A, 4)

V druhom pripade, ked’ je motor vypnuty, Coriolisove sily vyvolaju rotacny
moment, ktory bude brzdit' pohyb celej ststavy. Uhlova rychlost’ sa bude menit’ a

vznikne doplitujuca zotrvacna sila F = m{r X(L—Gt’}, ktora taktiez bude vplyvat na

uhlovu rychlost’ sistavy. Riesenie ulohy v neinercidlnej ststave sa stava vel'mi zlozité
a zdihavé. Preto preskiimajme moznost’ stanovenia rychlosti v’ a v inercidlnej siis-
tave. V inercidlnej ststave pdsobia na sustavu sily tiaZze a reakcie opory. Tieto ale
nevyvolavaji ziaden rotaény moment sil voéi vertikalnej osi a nevykonavaju pracu.
Preto moment hybnosti a kinetick4 energia ststavy sa musia zachovavat’. (Toto tvrde-
nie je pravdivé, ak zanedbame sily trenia v osi stroja). Potom uhlovu rychlost’ wy
v tom okamihu, ked krizky pridu na konce tyce, mézeme stanovit’ zo zakona zacho-
vania momentu hybnosti.

L =L, J® =J,0,, (%)
kde J; a J, st momenty zotrvacnosti celej sustavy na pociatku a konci radidlneho
pohybu krazkov. Relativnu rychlost’ v” kazdého z krazkov mézeme zistit' zo zakona
zachovania energie sustavy

2 2

Ek :Ek , Jlo"lz:‘]20)2 +2m(V) . (6)
! 2 2 2 2

Vsimnite si, ze kinetickl energiu sustavy Ey,, mdzeme vyjadrit’ ako stcet kinetickej

energie rotacného pohybu a postupného pohybu len preto, Ze os rotacie prechadza cez

hmotny stred celej stistavy.

Riesenie:
1) Vypocitame pracu zotrvacne;j sily, ktora pdsobi na kazdy krazok. Vezmeme do
uvahy rovnicu (3) a dostaneme

A, =I]mw.2r drzmw'z(lg—lf). 7
I

2

Tato praca je kladna. Dosadenim do rovnice (4) dostaneme
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V' =12 =12 =2574(0.5 m? = (0)’m? =098 m.s™

Dosadenim vyrazu pre V' do rovnice (1) vzhl'adom na to, Ze v’ a Wsu na seba kolmé,
dostaneme

Fop =2mofyfI2 -12 = 20.4kg Bs24/(0,5) m? - (0.1 m? =1,568 N
2) Ak budeme riesit’ ulohu pomocou druhého Newtonovho zakona, potom ak si zvo-

lime os X vo smere tyCe a pociatok suradnice ddme do osi otadCania, Newtonov zakon
bude mat’ tvar

dv' _ )
Mm—=mwx,
dt

kde x je okamzita vzdialenost’ kruzku od osi ota¢ania. Aby sme vylucili premenna t,

I

. . av
vyjadrime si T nasledovne:

dv'  dv' dx ,dv’
= =v

dt dx dt dx
Potom dostaneme diferencialnu rovnicu s rozdelenymi premennymi

mv'dv’ =morx dx .
Rovnicu (5) si prepiseme do skaldrneho tvaru a upravime

W, =J,0,/J, )

Dosadenim do rovnice (6) dostaneme
2
O = o 30273 ©

Na zaciatku bol moment zotrvacnosti stistavy

J, =3, +2ml} (10)
Ked kriizky skiznu na konce ty¢e bude moment zotrvacnosti

J, =J,+2ml} (11)
Dosadenim vyrazov (8), (9), (10) a (11) do rovnice (1) najdeme

Fe, =2mv'e,

2
+
Fo =omay [Pt 2] (12 2]

J, +2ml3

2 2 2
F., =204 kg @s~ (0’02 kg’ +0.8kg (0] m )3 ((0,5)2 —(0,1) )rn2 =0IN
0,02 kg.m? +0,8kg (o,s)zmz)3

NerieSené priklady

6.5. Auto zvysilo pri rozbiehani svoju rychlost z 36 km/hod. na 72 km/hod za 40
sektind. Ur¢ite velkost sily, ktorou bol vodi¢ o hmotnosti 70 kg pritlaceny do operad-
la sedadla. [17,5 N ]
6.6. Kabina vytahu ma hmotnost m; = 900 kg a je Ciastoéne vyvazena zavazim hmot-
nosti m,=750 kg. Akt t'aznl silu musi vyvinat’ motor vytahu, ak vytah

a) stupa stalou rychlostou,

b) stapa so zrychlenima= 1,2 m.s™;
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¢) klesa so zrychlenim a = 1,2 m.s™?
[a) 1470 N; b) 2551 N; ¢) S08 N ]
6.7. Na strope zelezni¢ného vagoéna idiceho rychlostou 50 km/hod visi kyvadlo. Ked’
zacne vlak brzdit’, kyvadlo sa vychyli o 3°. Za ako dlho sa vlak zastavi za predpokla-
du, Ze spomalenie je rovnomerné? [27 s |
6.8. Sekundové kyvadlo v pohybujicom sa vytahu vykonava 72 kmitov za minttu.
S akym zrychlenim sa pohybuje vytah? Aky je smer zrychlenia? Aka musi byt mini-
malna vyska vytahovej kabiny? [ 4,3 m.s, proti smeru zemskej tiaze, 0,25 m]
6.9.7 Vo vytahu, ktory sa pohybuje so zrychlenim a = 1/4 g, z vyiky h pista chlapec
gulicku. Po uplynuti doby T = 0,2 s sa meni znamienko zrychlenia vytahu a po case
2T je zrychlenie vytahu rovné nule. V tom okamihu sa gulicka dotkne podlahy. Vy-
pocitajte, do akej vysky H od dlazky sa gulicka odrazi, ak raz je absolutne pruzny!
Vypoditajte vysku h, z ktorej chlapec pustil guli¢ku. [ a) a sthlasne s g: h = 0,68 m,
H=0,78 m; b) a v protismere g: h=0,88 m, H= 0,78 m]
6.10. Vozidlo s hmotnostou 5800 kg prechadza rychlostou 41 km.h™ po vypuklom
moste s polomerom krivosti 62 m. Akou silou tla¢i vozidlo na most v okamihu, ked’
prechadza jeho stredom? [44 800 N]
6.11. Odstredivka ma polomer bubna 0,5 m a vykonava 1200 otacok za minttu. Kol-
kokrat vécsia sila odtrhuje z mokrého pradla kvapku vody ako je jej tiaz? [800 krat]
6.12. Akou maximalnou rychlostou moze vojst’ autobus do zakruty s polomerom 50
m, ktorej klopenie je 15°, aby nebola ohrozena bezpeénost’ cestujiicich? [11,5 m.s™']
6.13. Na zvislej osi su vykyvne pripevnené dve ramena tvaru tyée dizky 0,3 m tak, Ze
pri roztaCani sustavy sa ramena odstredivou silou vychyl'uju v opaénych smeroch od
osi v teij istej rovine. Aka je frekvencia otaCania, ak si ramena vychylené o uhol 30°?
[1,25 ]
6.14. Gul'6¢ka s hmotnost'ou 0,1 kg je zavesend na vlakne dlhom 0,5 m a pohybuje sa
tak, Ze opisuje vo vodorovnej rovine kruznicu rychlostou stalej velkosti. Vlakno
pritom opisuje plast’ kuzela a zviera so zvislym smerom 30°. Najdite vel’kost rychlo-
sti, periodu obiehania gul'6¢ky po kruznici, ako aj silu, ktora pri tomto pohybe napina
vldkno. [1,18 m.s™; 1,321s;1,13N]
6.15. Na tenkej obruci s polomerom 10 cm je navlecena koralka, ktora sa méze pohy-
bovat’ po obruci vol'ne (prakticky bez trenia). Obru¢, umiestnena vo zvislej rovine, sa
zacne otacat’ okolo zvislej osi prechadzajucej jej stredom uhlovou rychlostou
a) 7 rad/s b) 14 rad/s. V akej polohe bude koralka v rovnovahe?
[ a) v najnizSom bode obruce; b) 60° ]
6.16.7 Sinko je hviezda o polomere 6,95 10* m s hmotnostou 2,0 10% kg. Po vy-

hasnuti sa gravitaciou zmrsti na ,.bieleho trpaslika® o polomere asi 6,5 10’ km. Aky
bude relativny rozdiel tiazového zrychlenia na pdle a na rovniku u Slnka a u ,,bieleho
trpaslika®, ak doba otacania Slnka okolo jeho osi je 25,4 dia? (Slnko i ,,bieleho trpas-
lika* povazujeme za homogénne gule). [ 0,22 ]

6.17 Automobil hmotnosti 20 t sa pohybuje z juhu na sever rychlostou 90 km/hod na
severnej Sirke 60°. Vypocitajte vel'kost’ a smer sily, ktora sa snazi zmenit' smer pohy-
bu automobilu. [62,9 N, k vychodu ]

6.18. Ricka, ktora ma v ur&itom mieste $irku 250 m, priemerna hibku 5,6 m a obje-

movy prietok 5,3 00° m®.s™, tecie v smere poludnika na sever. Zemepisna Sirka mies-

ta je 50° severnej Sirky. Aky rozdiel tlaku vody na l'avy a pravy breh sposobuje Corio-
lisova sila? Ktorym smerom bude sila stacat’ tok rieky? [ 105 Pa, k vychodu ]
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7 Mechanika tekutin

Hydrostatika skima podmienky a zakonitosti rovnovahy kvapalin a plynov,
ktoré sa nachadzaju pod vplyvom vnutornych a vonkajsich sil. Skima tiez podmienky
rovnovahy tuhych telies, ktoré sa nachadzaju v kvapalindch a plynoch.

1. Rozdelenie tlakovych sil po povrchu dotykajiceho sa s kvapalinou tuhého telesa
je charakterizované silou F, ktora posobi kolmo na jednotku plochy S. Tlak je stano-
veny vzorcom

_F

p S
2. Tlak, ktory spdsobuje tiazova sila a zavisi od vzdialenosti od povrchu sa vola
hydrostaticky tlak. Pre idealnu kvapalinu je hydrostaticky tlak v hibke h pod po-
vrchom dany vztahom

p=pgh.
3. Rozdelenie tlaku vo vnutri tekutin pri pritomnosti vonkajsich sil je dané Pascalo-
vym zakonom. Z neho vyplyva, ze celkovy tlak v 'ubovolnom bode tekutin sa sklada
z tlaku na povrchu tekutiny p, a hydrostatického tlaku stipca tekutiny nachadzajuceho
sa nad tymto bodom

P=p,+pgh.

4. Na hmotné teleso, ponorené v tekutine pdsobi Archimedova sila, ktora ma smer
zvisle nahor a jej vel'kost’ je rovna tiazovej sile vytlacenej tekutiny o objeme ponore-
nej Casti hmotného telesa

F=pgV.

Hydroaeromechanika skima pohyb tekutin a tiez vzdjomné posobenie teku-
tin s tuhymi telesami pri ich relativnom pohybe.
5. Pri stacionarnom prudeni tekutin cez 'ubovolny prierez potrubia za rovnaky ¢aso-
vy usek prejde jeden a ten isty objem kvapaliny, t.j. plati rovnica kontinuity

Vv [$ =konst. ,
kde v je rychlost v priereze S.
6. Pre stacionarne pridenie idealnej tekutiny plati Bernoulliho rovnica (zékon zacho-
vania energie)
v2
p +pgh + pT = konst. ,

kde p je vonkajsi tlak,
p - hustota tekutiny,
V — rychlost’ tekutiny.

Riesené priklady
7.1. Na lievik polozime sklenent platitu hmotnosti 1,2 kg , prevratime ho a ponorime

aj s platiiou do vody, pozri obr.45. Najvécsi polomer lievika je 6 cm. Do akej najmen-
Sej hlbky musime lievik ponorit’ bez toho, aby platiia odpadla?
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Uvaha:
Ak ponorime sklenenti platitu

Zadané veli¢iny Hladané veliCiny s lievikom do vody, na platiiu buda poso-
m=1,2 kg h=2? bit dve sily. TiaZzova sila mg v smere
r=6cm zvislom nadol a tlakova sila vody F, ktora
p = 1000 kg.m" pritla¢a zo spodu platiiu na lievik (pozri
obr.45).
Aby platna neodpadla, musi platit’
IF| = |mg|, (1)

tj. tlakova sila musi byt’ vacsia alebo rovna tiazovej sile sklenenej platne. Hrani¢na
podmienka bude splnena, ak budu tieto dve sily ¢o do velkosti rovnaké. Tlakova sila
bude rovna stéinu plochy lievika a hydrostatického tlaku. Tento zavisi od hibky po-
norenia podl'a vztahu

p =pgh, 2)
kde h je hibka ponorenia lievika v kvapaline, p je
hustota kvapaliny a g je tiazové zrychlenie.

Riesenie:
KedZe lievik ma kruhovy prierez, pre
plochu S plati vztah S = TR 2, a tlakov4 sila je
F =1 ’pgh . 3)
Dosadenim do (1) a ipravou dostaneme hl'adanu

hibku miniméalneho ponorenia
m _ 1,2 kg

“m?p 3,14(0,06) m21000 kg.m ™3

=0,106 m

7.2. Rovinna hat’ uzatvarajuca vypust vodnej nadrze ma hmotnost’ 250 kg a Sirku 3 m.
Hibka vody je 1,5 m a koeficient trenia hate o opory je i = 0,3 ? (pozri obr.46).
a) Akt silu musi byt schopny zdvihaci mechanizmus
I E vyvinit, aby hat’ vyzdvihol?
b) Aka je minimalna praca, potrebna na vyzdvihnutie
hate tesne nad hladinu vody?

77777 — Uvaha:
****** - Zadané velic¢iny HTladané veliciny
e ] m =250 kg Fiin =?
b =3m Amin =7?
h=1,5m
Obr.46 L=03
p=10"kg.m™

a) Najuspornejsi sposob dvihania hate z hl'adiska vynaloZenej sily je dvihania kon-
Stantnou rychlostou. Vtedy v kazdom okamziku treba na hat’ posobit’ silou, ktora
prekonava jej tiaz a silu trenia hate o opory:

F =Fg +F, =mg+pN , (1)
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kde N je kolma tlakova sila, ktorou voda pdsobi na hat’ a teda aj na opory. Sila N
zavisi od ponorenej plochy hate a najvacsia bude na zaciatku dvihania kedy je plocha
ponorenej Casti najvécsia. Potom je najvicsia aj sila trenia, ako aj celkova sila potreb-
na na dvihanie hate:
Fm =mg +uNp, 2
Vypotitame teraz silu Ny, V hibke X, pozri obr. 47, zvolime si elementarnu
plosku hrubky dx. Sila, ktorou voda pdsobi na tto plosku je:

AX
dN,, =pdS = pgxbdx.
x| vdx Sila na celtl ponorent Cast’ hate je
A h )
N, =pgb |x dx 3)
b 0
Dosadenim (3) do (2) dostaneme:
h
4 _ - 1
Obr.47 F., =mg + ypgb |x dx =mg +Eypgbh2 4)

0
Takuto silu musi byt schopny zdvihaci mechanizmus vyvinit’ na zaciatku dvihania.
Potom uz sila postupne klesa az na hodnotu mg.

b) Praca na vyzdvihnutie hate bude minimalna, ak pre zdvihaciu silu opét’ bude platit’
rovnica (1). Jedna sa o pracu premenne;j sily, preto

I h
= - '
A OIF ds

h
A= I(mg+pN)ds. )
0

- N znamend tlakovu silu vody na ponorentl plochu hate
- — = — (pozri obr.48), ked hat je vyzdvihnuta o vzdialenost

— b 7 ds sod dna. N vypocitame podla (3), avSak s inymi hrani-
_ - s cami integralu:
h-s
_ _1 2
Obr.48 N = ogb J- X dXx =7 pgb(h -s) (6)
0

Dosadenim rovnice (6) do vyrazu (5) vypocitame minimalnu pracu potrebni na vy-
tiahnutie hate.

Riesenie
a) Dosadenim danych veli¢in do vzt'ahu (4) dostaneme
S . 0300°kgm™ @81 m.s B ml5m)
+

F,, =mg +%,upgbh 2 =250 kg 9,81 m.s >

Fn, =12390N.

b) Tlakovu silu N zo vztahu (6) dosadime do (5) a vypocitame hl'adanu pra-
cu
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h 3
A= J-{mg +#(h2 -2hs +sz)}ds =mgh +@dﬁ3—
0

A =mgh +éupgh3

A=250kg @81 ms > O5m+ % 00°kgm™ O.81m.s™ [@,5 m3)E3 m

A =3678,75]+4966,3125] =86451] .

7.3. Z vodovodného kohutika o priemere 1 cm vyteka voda v mnozstve 2,7 litra za
1/2 minaty. Vyska vodovodného kohutika nad zemou je 1 m. Aky priemer musi mat’
zakladna kuzel'a, aby voda dopadla len nan. Ako bude zavisiet’ sila, ktorou je kuzel
pritlaéany k zemi, od vrcholového uhlu kuzel'a? Vypocitajte tuto silu pre vrcholové
uhly kuzel'a 60°, 90° a 120°. Vodu uvazujte ako idealnu kvapalinu.

Uvaha:
Pretoze vodu povazujeme za

Zadané veli¢iny Hl'adané veli¢iny idedlnu kvapalinu, musi byt jej prad

- 531 L
Q=900 m’s™ =7 v priestore spojity. Znamena to, Ze plati
h=1m F(a) =? rovnica kontinuity pradenia pre idealnu
r=0,5cm kvapalinu
p=100° kgm® SV, =SV, (1)

kde S; je prierez otvoru kohutika, S, —
prierez dopadajiicej vody v hibke h pod kohutikom, v, — rychlost vytoku a v, — rych-
lost’ v priereze S,.

Ak budeme poznat’ rychlost’ dopadajucej vody V,, budeme moct vypocitat
prierez S,, ktory sa bude rovnat’ hPadanému obsahu zakladne kuzel'a. Z neho mézeme
zistit’ polomer zakladne kuzela. Rychlost’ v, mozeme vyjadrit pomocou Bernoulliho
rovnice, ktora pre tento pripad bude mat’ tvar

pvi _pvi
5 tegh ===, @)
kde p je hustota vody.

Silu, ktorou je pritlacany kuzel’ k zemi, mézeme odhadnat’ pomocou impulzu
sily. Vezmeme velmi zjednoduseny model,
y ktory ndm umozni priblizny vypocet sily,
ktorou pdsobi voda na kuzel. Budeme pred-
pokladat, ze voda dopadajiica na kuzel a
voda odrazend od kuzela prechadzaju cez
seba bez toho, aby na seba vzajomne posobi-
li. Voda pri dopade na kuzel meni smer
svojho pohybu a meni svoju hybnost, a

preto bude platit’

Ap = FAt. 3)
Budeme predpokladat’, Ze rozmery
Obr .49 kuzela si v porovnanim so vzdialenostou
’ medzi vodovodnym kohitikom a kuZzelom
velmi malé, t.j., mézeme predpokladat’, Ze
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rychlost’ dopadajucej vody je na celom plasti kuzel'a rovnaka, rovna v,. Za dobu At
dopadne na plast’ kuzel'a mnozstvo vody hmotnosti

m = p7r v, At
ktorej hybnost je
p = pr;VviAt. )
Voda dopada na kuzel’ pod uhlom B=90-0/2 a odraza sa pod tym istym uh-
lom vzhl'adom k normale k povrchu kuzela. Zavedieme si stradnice, ako je to zna-
zornené na obr. 49. Potom zmena hybnosti vody v zvislom smere bude
Ap, = p(l - cosa),
Ap, = prrviAt (1-cos(a/2)). (5)
Dosadenim do rovnice (3) dostaneme pre silu, ktorou je pritlacany kuzel’ vyraz
F =pmr;v; (1-cos(a/2)). (6)
Aby sme mohli vypocitat’ zmenu
dr hybnosti vo vodorovnom smere, nakres-
lime si pohlad na medzikruzie v smere
r 0si X, pozri obr.50. Vezmeme plosku dlha
Vy [ [ ds, ds:| | vy ds;. Pred dopadom bola hybnost' vody
< dopadajtica na tuto plosku v smere osi y
Y Y rovna nule. Po odraze bude hybnost’
odrazenej vody od tejto plosky rovna
dpys, = p2rrdrdsyv,v, At .

Ale na druhej strane medzikruzia méze-
me vziat' rovnako dlhu plésku ds,. Po
Obr.50 odraze od tejto plosky bude hybnost’
odrazenej vody rovnako velka, ako od
plosky ds,, len bude mat’ opacny smer.
Znamena to, ze celkova zmena hybnosti vody dopadajucej na medzikruzie v smere osi
y je rovna nule a tak isto vzhI'adom na rovnicu (3), aj celkova sila pdsobiaca na kuzel
v smere osi Yy bude rovna nule. To isté plati aj pre zmenu hybnosti vody dopadajucej
na kuzel' v smere osiy.
Riesenie:
Dosadenim V, z rovnice (1) do rovnice (2) a upravou dostaneme
2
v +2gh =[ij vi
S,
a nasledovnou tpravou dostaneme

2.2 Vi
=N = ()
JVvi +2gh
Alev; =Q, /S, a dosadenim do (7) a ipravou dostaneme
Qv /Sl (8)

r,=r :
’ 1\/\/(QV/SI)2+2gh

Zo vzorca (8) je zrejmé, ze vhodnejSie bude vypocitat’ rychlost v, ¢iselne a tato dosa-
dzovat’ do vzorca
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-5 3 -
v, _Qv =9D]O—m.sz=1’l46 ms!

Potom

1,146 m.s™!
r, =0,005m o =0,0025 m.
JL146m? s +209,810 m?.s™

Pritla¢nu silu vypocitame ak do vzorca (6), ktory upravime pomocou rovnice
(1) dosadime prislusny uhol a hodnoty zo zadania. Dostaneme

2 2
F= pi—lvf(l - cosa) = 2,02—"(1 - cosa).

2 2
Pre uhol a = 60° bude pritlacna sila rovna
Q2 100°kgm =m0 m? 571 .
F(6O )—p—(l—cosa)— (1-0,5)=021N.
S, 3,14 10,0025 m)?

Pre uhol a = 90° bude pritlacna sila rovna
3 -3 -5 3 -1
F(9Oo): 100 kg.m (9EI10 2m S )Z (1-0)= 041 N .
7(0,0025 m )

Pre uhol a = 120° bude pritlacna sila rovna

) _100°kgm (000 m® s~
Fli20°)= fllz(o(oozsmi? 5 )Z(l—(—O,S))=0,62 N.

NerieSené priklady.

7.4. ZTladovca plavajucecho vo vode vycnieva hranolovity kus o rozmeroch
500x50x50 m’. Aky je ponoreny objem Fadovca, ked’ pomer hustoty adu a vody je
9:107[ 1,100 m* ]

7.5. Ploény obsah prie¢neho prierezu lode vo vyske vodnej hladiny je 3800 m*. Po
naloZeni ndkladu sa ponor lode zvacsi o 2 m. Aky velky je naklad lode? [ 7600t ]
7.6. Hlinikova gula ma tiaz vo vzduchu 5,4 N a vo vode 2,4 N. Je gul'a homogénna
alebo ma dutinu ? [ M4 dutinu.]

7.7. Zdanliva tiaz v benzine ponorenej hlinikovej gule je F,= 0,2 N. Aky priemer ma
gul'a? Hustotu benzinu uvazujte 700 kgm™. [ 2,68 cm ]

7.8. Nakladny &In s hmotnostou 6,5 t vyplaval z rieky na more (p = 1,03 g/em’). Ako
treba upravit’ ndklad ¢lna, aby ponor zostal rovnaky?

[ priddme naklad o hmotnosti 195 kg |

7.9. Rovnoroda gula plava na rozhrani dvoch nemiesajucich sa kvapalin. Hustota

hornej kvapaliny je 880 kgm™, hustota dolnej kvapaliny je 100° kgm™ a hustota gule
je 980 kgm’. Vypoitajte, aka ast’ objemu sa nachadza v hornej kvapaline. [ 1/6 ]
7.10. Piest hmotnosti 3 kg je tvoreny okrihlym diskom o polomere 4 ¢cm s otvorom
v strede, do ktorého je vstavana tenkostenna trubica o polomere 1 cm. Piest sa moze
bez trenia, ale bez preptistania kvapaliny popri stene, pohybovat’ v pohari. Na pociat-
ku lezi piest na dne. Do akej vySky sa zdvihne piest, ak do trubice nalejeme 700 g
vody? [ 0,1 m ]
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7.11. Nadoba tvaru valca vysky 0,13 m s ploSnym otvorom o priemere 35 cm a bola
naplnena vodou, prikryta listom papiera a obratenda dnom nahor do zvislej polohy.
Akou velkou silou je papier pritlaceny knddobe pri atmosferickom tlaku
1,01300° Pa?[349,4 N ]

7.12. Balon hmotnosti 600 kg a objemu 800 m® sa dviha zvislo nahor. Do akej vysky
vystapi balon za prvych 10 sekind, ked’ jeho pohyb za tento ¢as pokladame rovno-
merne zrychleny. Hustota vzduchu je 1,29 kg.m™ [ 353 m ]

7.13. Aky elektricky vykon by bolo mozné ziskat' z malej vodnej elektrarne na potoku
s objemovym prietokom 0,5 m’s™, ak hladina v nadrzi je vo vyike 5m nad vyustenim
vodnej turbiny, ktorej u€innost’ je 90% a ak neuvazujeme straty energie v potrubi?
[22kW ]

7.14. Vrata plavebnej komory maji dve kridla Siroké 5m a vysoké 10 m, ktoré st
otocné okolo zvislej osi. Akym silovym momentom vzhl'adom na os otacania pdsobi
voda na kazdé z kridiel vrat, ked’ sa komora zaplni vodou tak, ze spodnd hladina je 4

ma horna 8 m? [ 0,9810° Nm ]
7.15.9 Urita planéta je celd v kvapalnom stave. Jej po-

/ lomer je rovny R a jej hustota p je konStantnd. Predpo-

F klada sa, Ze planéta sa neotaca okolo svojej osi. Dokazte,
—> S, S, 2e vo vzdialenosti I od stredu planéty bude tlak rov-
I, \ nyG g(R2 _rz)! Odhadnite tlak v strede Zeme, za

|2% . predpokladu , Ze jej hustota je konStantnd a rovna

500° kgm™! [1,400" Pa]

7.16. Mensi piest hydraulického lisu, pozri obr.51, sa pri
jednom zdvihu posunie o I; = 20 cm, vdési o I, = 4 mm.
Akou velkou silou tlaci vacsi piest na lisovany predmet, ked’ na mensi piest pdsobi
sila 25 N? [ 1250 N ]

7.17. V troch rovnakych spojenych nadobach sa nachadza ortut. O kolko sa zvysi
hladina ortuti v strednej nadobe, ak do l'avej nddoby naliali vrstvu vody vysoka 102
mm a do pravej 153 mm? [ 6,25 mm ]

7.18.9 Pomocou hydraulického lisu s pomerom ploch 1:100 je treba zdvihnut' naklad
hmotnosti 10 t. Vypoditajte pocet pracovnych chodov malého piesta za 1 minttu, ak
za jeden pracovny chod mé zdvih 20 cm. Vykon motora lisu je 5 kW a jeho G¢innost’
80%. [ 120 ]

7.19. Voda priteka potrubim s priemerom 0,04 m rychlostou 1,25 m.s” do dyzy,
z ktorej vyteka rychlostou 20 m.s™. AkY je priemer dyzy? [ 0,01 m ]

7.20. Cerpadlo na¢erpa 300 litrov vody za 1 minutu. Privodné potrubie ma priemer 80
mm. Vytokovym potrubim pradi voda rychlostou 8 m.s™. Vypocitajte rychlost’ vody
v privodovom potrubi a priemer vytokového potrubia. [ 1,0 m.s”, 28 mm ]

7.21. Akou rychlostou vyteka voda z vystupného otvoru tudolnej priehrady, ak je
otvor 20 m pod volnou hladinou? [20 m.s']

7.22. Akou rychlostou pridi voda cez vodorovnu trubicu s prierezom 15 cm’, ked’
v zUZenom mieste s prierezom 5 cm’ sa znizi tlak o hodnotu 5000 Pa? [1,1 m.s™']
7.23. Injekénd strickadka ma plosny obsah piesta 1,2 cm® a jej otvor mé prierez 1
mm’. Ako dlho bude vytekat’ voda zo strickacky uloZenej vo vodorovnej rovine, ak na
piest bude posobit’ sila 4,9 N a ak sa piest posunie o dizku 4 cm? Vnutorné trenie
zanedbajte![ 0,53 s ].

Obr.51
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7.24. Z vodného dela stricka voda otvorom o priemere 4 cm pri pretlaku v privodne;j
hadici ( s velkym priemerom) 500 kPa. Akou silou pdsobi prad vody na stojacu pre-
kazku s rovinnym povrchom, ak na fiu dopada kolmo? Mdze takyto prad povalit
Cloveka? [ 1,25 kN, éno |
7.25. Venturiho manometer uréeny na meranie spotreby kvapaliny pozostava zo zuzu-
jucej sa trubice s priemermi 10cm a 8 cm na koncoch. Bolo zistené, ze rozdiel tlakov
v tychto prierezoch je rovny 15 cm vodného stipca. Vypoéitajte prietok vody v litroch
za sekundu vo Venturiho trubici! [ 11,2 1/s]
7.26. Vzduch prudi cez trubicu AB (pozri obr.52) tak, Ze za 1 minttu prejde 15 litrov
A vzduchu. Plosny obsah $irSej casti trubice AB je rovny 2
cm’. Plogny obsah tensej &asti trubice ako aj trubice abc
LB 05 em’ Vypotitajte rozdiel hladin vody naliatej do
trubice abc! Hustotu vzduchu uvazujte 1,32 kgm™. [ 1,6
mm ]
7.27. Vo valcovej nadobe je voda siahajuca do vysky 100
cm. V akej hibke pod volnou hladinou vody treba urobit
otvor, aby na vodorovni podlozku voda striekala do
vzdialenosti 60 cm. [ 90 cm, 10 cm ]
7.28. Z vodnej nadrze vyteka otvorom s priemerom 3
Obr.52 cm 30 1 vody za 15 s. VoI'na hladina vody ostava kon-
Stantnd. Ako vysoko je hladina vody nad stredom otvoru? [ 0,41 m ].
7.29. Nadoba valcového tvaru ma v bocnej stene dva otvory vo vyskach h; a h, nad
dnom. V akej vyske ma byt hladina kvapaliny nad dnom nadoby, aby kvapalina strie-
kala z obidvoch otvorov do rovnakej vzdialenosti na vodorovnu rovinu, na ktorej je
nadoba polozena? [h=h;+h,].
7.30."Na voziku stoji valcova nadoba naplnena vodou do vyiky 1 m. V nadobe st na
protilahlych stranach dva rovnaké ventily s otvormi s plognymi obsahmi S = 10 cm’.
Jeden ventil je vo vyske h; = 25 cm nad dnom nadoby, druhy ventil vo vyske h, = 50
cm. Aké velka sila F a v ktorom smere musi posobit’ na vozik, aby sa nepohyboval,
ked’ st obidva ventily otvorené? [ 4,9 N]
7.31. V nadobe tvaru hranola je v bo¢nej stene kruhovy otvor polomeru r = 20 cm
uzavrety zatkou. Aka je celkova sila, ktora pdsobi na zatku, ked’ stred kruhového
otvoru je vo vyske h; = 50 cm nad dnom a ked’ je nadoba naplnena vodou do vysky
h=1m?[6l6N]
7.32.8V bocnej stene nadoby st vyvitané dva otvory vo vzdialenosti 0,2 m jeden nad
druhym. Prierez otvorov je rovnaky a rovny 2 cm’. Vypoéitajte vzdialenosti bodu,
v ktorom sa pretinaji prady vody, od steny nadoby a od hladiny kvapaliny v nadobe,
ak do nadoby priteka 1,4 1 vody za sekundu a vyska hladiny v nddobe sa nemeni.
[s=1,2 m; h=1,3m ]
7.33. Vo valcovej nadobe je voda o objeme 2 1, pricom hladina je vo vyske 15 cm nad
dnom. Vodu chceme vypustit hadi¢kou s vnitornym priemerom 5 mm, vedenou cez
horny okraj nadoby s jednym koncom v nadobe pri dne a druhym v hibke 10 cm pod
urovilou dna. Vodu nasajeme do hadi¢ky a nechame vytekat’. Za aky ¢as sa vyprazd-
ni? (Vodu povazujte za idedlnu kvapalinu ). [ 56 s ]
7.34.9Voda sa nachadza vo valcovej nadobe o priemere 0,5 m. V dne nadoby je otvor
o priemere 1 cm. Vypocitajte rychlost’ klesania hladiny vody v naddobe ako funkciu
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vysky hladiny nad dnom. N4ajdite ¢iselnu hodnotu tejto rychlosti pre vysku hladiny

7.35. Automobil s cisternou sa zacal pohybovat’ po vodorovnej ceste so zrychlenim
2,44 m.s”. Vypotitajte aky uhol bude zvierat' hladina benzinu v cisterne s vodorov-
nou hladinou. [ 14° ]

7.34. Vo valcovej nadobe s polomerom 5 cm je voda, pricom hladina je 4cm pod
hornym okrajom nadoby. Pri akej frekvencii otacok otacania nadoby okolo zvislej osi
sa zacne voda vylievat’ cez okraj nadoby? [ 4 Hz ]

7.35.9 Rovnomerne rotujiica nadoba s ortutou sa pouziva ako parabolicky reflektor.
Vypocitajte, akd ma byt frekvencia otacania nadoby, aby ohniskova vzdialenost’ pa-
raboloidu bola rovna 1 m. [ 21 min™ ]
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CAST IL.
SUSTAVY S VECKYM POCTOM STUPNOV VOINOSTI

8 Molekularno-kineticka teéria idealneho plynu

V tejto kapitole sa riesia ulohy, ktoré sa tykaju molekularno-kinetického vykladu
tlaku, kinetickej energie chaotického pohybu molekul a rozdelenia molekill podla ich
rychlosti. Zakladna rovnica molekularno-kinetickej tedrie bola odvodend pomocou
zjednoduseného modelu idealneho plynu. V tomto modeli
1) Skutoc¢né rozdelenie podla jednotlivych zloziek rychlosti sa nahradzuje predpo-

kladom, ze molekuly sa pohybuji len v troch navzajom kolmych smeroch;

2) rozdelenie molekul podla absolitnej hodnoty rychlosti sa nahradzuje predpokla-
dom o rovnosti absolutnej hodnoty u vSetkych molekul.

Prvy predpoklad ako by vylucoval zrazky molekul. Ale v procese vzniku tepelnej
rovnovahy prave zrazky hraji vel'mi vyznamnu tlohu. Potom, ako vznikne rovnova-
ha, zrazky uz nemozu vplyvat’ ani na tlak, ani na teplotu, ani na iné charakteristiky
sustavy.

1. Zakladna rovnica kinetickej teérie plynov ma tvar

2
o2 (g =20, M)
VAR R
kde (Ek> je celkova kineticka energia postupného pohybu n molekul plynu v objeme

v,

i

no — koncentracia molekul (pocet molekill v jednotke objemu),
m — hmotnost’ molekuly,

<V2> - Stvorec strednej kvadratickej rychlosti molekul.

2. Stredna hodnota celkovej kinetickej energie jednej molekuly je rovna
i
(Ex)= ST,

kde i je pocet stupiiov volnosti,
k — Boltzmanova konStanta,
T — absolutna teplota.

3. Stredna hodnota kinetickej energie postupného pohybu jednej molekuly je
_3
(Eip)= JKT.

4. Kedze tlak plynu zavisi len od postupného pohybu molekdl, tak plynu sa da vyjadrit
nasledovne
p=nKT .

5. Stavova rovnica idealneho plynu ma tvar
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m
pVv v RT ,
kde m je hmotnost plynu,
M — molarna hmotnost’ plynu,
R — univerzalna plynova konstanta.

6. Pre zmes idealnych plynov plati Daltonov zdkon. Vysledny tlak zmesi plynov je
rovny suctu parcialnych tlakov jednotlivych zloziek. Stavova rovnica zmesi idealnych
plynov mé potom tvar

pV = ﬂ+ﬂ+&+m+m_k RT .
Ml M2 M3 Mk

7. Rozdelenie molekil v potencidlovom silovom poli je dané Boltzmanovym rozde-
lenim

_E p
n=ngse KT,

kde E, je potencilna energia molekuly.

8. Rozdelenie molekul podla vysky v tiazovom poli Zeme ma tvar
M8 1h,)
n=nge RT ",
kde n je poget molekil vo vyske h,
Ny — pocet molekul vo vyske h,.

9. Barometricka formula, ktord vyjadruje suvis medzi tlakmi p a p, vo vyskach h a
hy ma tvar
-M9 (1 -n,)
p=pye R '

10. Maxwellovo rozdelenie molekul podl'a rychlosti sa da vyjadrit’ nasledovne

d 3/2 _mv?
—n:(lj e XT ryidv,
n 27KT

kde dn je pocet molekul z celkového poctu n, ktoré maju pri teplote T rychlost
v intervale v, v+ dv a m je hmotnost’ molekuly.

11. Z tohto rozdelenia je mozné vypocitat’ najpravdepodobnejsiu rychlost’ molekuly

, - [RT
p M ’

strednu aritmeticku rychlost’ molekuly

_ _ |8RT
V= |—,
™
a stredni1 kvadraticku rychlost’ molekuly
_ |3RT
Vi _M



Riesené priklady

8.1. Zmes kyslika a dusika pri teplote 290° K a tlaku 5,8 kPa mé hustotu 0,4 kg.m™.
Yypoéitajte koncentraciu molekul kyslika v zmesi.

Uvaha:
Zadané veli¢iny HTladané veli¢iny Budeme predpokladat, Ze obe
T=290K No1 =? zlozky sa chovaju ako idedlne plyny.
p=>5,8 kPa Potom celkovd koncentracia molekul
p=0,4 kgm” zmesi Ny bude rovna suctu koncentracii
M, = 32 kg/kmol jednotlivych zloziek. Nech kyslik je prva
M, = 28 kg/kmol zlozka a dusik druhd. Mo6zeme teda napi-
sat’
n0:n0|+n02. (1)

Na druhej strane, na zaklade molekularnej teérie plynov, mézeme koncentraciu zmesi
vyjadrit’ nasledovne

p
Ng=——. 2
054 T 2
Podl'a Daltonovho zakona tlak zmesi plynov je rovny sictu parcialnych tla-
kov jednotlivych zloziek
P=pi+p:. 3)
Ak vezmeme do uvahy, ze hustota latky je definovand ako pomer hmotnosti latky a
jej objemu p = m/V, mdéZzeme pomocou stavovej rovnice vyjadrit’ parcidlne tlaky
Y . - P
=—RT ; =—=RT, 4
P M, P2 M, “4)
kde p; a p, su parcialne hustoty, ktoré by mali jednotlivé zlozky, keby sa kazda zloz-
ka nachadzala v tom istom objeme ako zmes. Je zrejmé, Ze plati
P=pP1TpP:. (5)
Riesenim rovnic (1) az (5) mdzeme vypocitat’ koncentraciu molekul kyslika.

Riesenie:

Upravime si rovnice (4) pomocou rovnice (2) do tvaru

_ P . _ P
Ngy =——Na;Ngp =—=N
01 M, Ao = , A
a odtial
upravou a dosadenim do rovnice (5) dostaneme
p=n01M1 +NeM, . 6)

Z rovnic (1) a (2) dostaneme
%znm‘*noz- (7
Riesenim rovnic (6) a (7) dostaneme pre koncentraciu molekul kysliku ng;
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1 M, [p
n,,=——| N -2 =
! Ml—Mz[ AT j
-1 3
= 1 6.02300% kmol"! [0.4kg.m? - 2okgkmol_ 5810 Pa
32kg.kmol™ —28kg.kmol 1,380 J. K™ 290K
=500%m™

8.2. Nadoba , v ktorej sa nachadza urcit¢é mnozstvo plynu, sa pohybuje rychlostou
20 m.s”. Ako sa zmeni stredna kvadraticka rychlost molekul pri zastaveni nadoby
v pripade jednoatomového a dvojatdmového plynu. Tepelnu kapacitu, vodivost’ ako aj
hmotnost stien nadoby mézeme zanedbat.

Uvaha:
» o Pri pohybe nadoby vsetky mole-
Zadané veli¢iny Hrladané veli¢iny kuly plynu vykonavaji chaoticky (tepel-

u=20m.s" V=7 ny) pohyb ako aj priamociary pohyb spo-
=3 jeny s pohybom nadoby rychlostou u. Pri
=5 zastaveni nadoby molekuly si budd urcita

dobu este zachovavat’ svoju jednosmernt
rychlost’, ale v dosledku zrazok medzi sebou a stenami nadoby pride plyn do rovno-
vazneho stavu, v ktorom uz jeho molekuly budi vykonavat' len tepelny pohyb. V
tomto stave vznikne nové Maxwellovo rozdelenie molekil podla rychlosti s novou
hodnotou sttednej kvadratickej rychlosti vy,. V dosledku toho sa ustali nova hodnota
teplota plynu T,. Pdvodna teplota T; bola iimerna pdvodnej hodnote strednej kvadra-
tickej rychlosti vi;. Znamena to, ze je potrebné zistit’, o kol'ko je Vy, vécsia ako Vi, t.j.
potrebujeme zistit’ prirastok strednej kinetickej energie AEy chaotického pohybu jed-
nej molekuly v dosledku zastavenia nadoby. Pri pohybe nadoby budu vysledna rych-
lost’ ¢; a kineticka energia postupného pohybu i-tej molekuly rovné
2 2

C =V, +U;; MCi _MVi

2 2

kde v; je rychlost’ tepelného pohybu molekuly.
Aby sme vypocitali strednu kinetickll energiu postupného pohybu molekuly
je treba urobit’ sucet kinetickych energii molekul a podelit’ ho celkovym poctom N

molekul.
N 2 2 N
S LU/ ILLLI R T Y Ve 2
le S Mo DZ; @)

V désledku toho, Ze tepelny pohyb je chaoticky, t.j. plati, Ze vestky smery st rovnako

2
mou

+my(v; ), (1)

N
LZ m,c;
N 2

i=1

pravdepodobné, bude ZVi =0, a posledny ¢len v sucte rovnice (2) bude rovny nule.

2
MV

Prvy ¢len mézeme vyjadrit’ nasledovne . Stredna kinetické energia postupného
pohybu jednej molekuly pocas pohybu nadoby bude
2 2
- MV Meu
<Ekp >1 ) * 2
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Je zrejmé, Ze aj strednu hodnotu celkovej kinetickej energie molekuly pocas pohybu
nadoby mézeme vyjadrit’ analogickym suctom

' 2
(Eo) =(Ea) +4— G)

Prvy ¢len na pravej strane rovnice (3) je stredna hodnota celkovej energie chaotického
(tepelného) pohybu molekuly, ktora je rovna ikT,/2.
Po zastaveni bude platit’

" |
(o) =(Bo), =5KTa. 4)
Ked vezmeme do uvahy dopliujice podmlenky, ktore vyjadruju ze nadoba sa nezu-

Castniuje na energetickej bilancii, potom (E0> = <E0> Znamena to, ze pri zastaveni

nadoby kineticka energia molekul spojena s pohybom nadoby sa premiena na kinetic-
kua energiu tepelného pohybu molekul. Porovnanim rovnic (3) a (4) dostaneme

MEn) = (Ea), - (En), =0 ®

Rovnica (5) umoziiuje zistit' hl'adany prirastok strednej kvadratickej rychlosti mole-
kul.

Riesenie:

Z vyrazu pre strednu energiu postupného pohybu molekuly

vyplyva, zZe <V2> =3r:—T. Celkova kinetickd energia jednej molekuly je

0

mo(v?) 3.
2 2

<EO> =ikT /2. Porovnanim poslednych dvoch rovnic dostaneme <V2> = 6<E0>/ im,.

Potom zmena $tvorca strednej kvadratickej rychlosti bude
6

A<v2> =VE, —Vg, = A(EO)R.
Dosadenim za A(E()) z (5) a upravou dostaneme A<V2> =3u?/i. Pre plyn
s jednoatomovymi molekulami jei=3 a
av?)=u’= Loms1) =400m?s2 .
o zodpoveda zmene strednej kvadratickej rychlosti 0 20 m.s™.
Pre plyn s dvojatomovymi molekulami je i = 5.

AV} =06u =06 Loms'f =240m* 52,
o zodpoveda zmene strednej kvadratickej rychlosti o 15,5 m.s™.
8.3. Odvod’te vzt'ah pre zavislost’ atmosferického tlaku od vysky nad zemskym po-
vrchom, ak plati dp = -pgdh, kde dp je zmena tlaku pri zmene vysky o dh a ak teplota

vzduchu klesa s vyskou podl'a vztahu T = T, - ah, kde T, je teplota vo vyske h, a tlak
v tejto vyske je po. Zmenu tiazového zrychlenia neuvazujte.
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Uvaha:

Je zrejmé, ze zavislost’ tlaku od
vysky dostaneme integrovanim vztahu
Po p(T.h) dp = - pgdh. (1)

Zadané veliciny Hladané veli¢iny

:;0 Pomocou stavovej rovnice si vyjadrime p
0 ako funkciu tlaku a teploty.
dp = - pgdh m 0
T:To-ah pV =WRTSP:VRT
a odtial
M M
p=—F=—B @)
RT R(T,-ah)
Dosadenim tohto vztahu do rovnice (1) a ipravou dostaneme
dp _-Mg _dh 3)
p R T,-ah’
Riesenie:

Aby sme dostali vzt'ah pre p(h) musime diferencialnu rovnicu (3) integrovat’

d_pmj dn
P Ty

Po
Je vhodné pouzit’ substiticiu X = T, -0h . Derivovanim dostaneme dx = - adh a hrani-
ce integrovania teraz buda od X, = Ty -0hy po X =T, - ah.

p X
4= 4 Mg e
Po P
Integrovanim dostaneme
1n£:@1n X Mgl —ah'
Pp aR X, aR T,-ah,

. T, —ah
PretoZe hodnota T, -ah bude mengia ako hodnota T, -ah, , hodnota In—>——— bude
o~ o
zaporna, a preto je vhodné vziat' logaritmus na pravej strane so zadpornym znamien-
kom a s prevratenou hodnotou pod logaritmom
M T, —ah
lnL == g In2—2.
Odstranime logaritmy na oboch stranach a dostaneme
Mg

P (_To -ah, j_”R
Po Ty —ah

_Mg
_ Ty _a'ho aR
p po[—.l.0 = j .

a odtial’
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8.4. Kyslik bol ohriaty z teploty T; =300 K na teplotu T, = 600 K. Vypocitajte, ako sa

zmeni relativny pocet molektl s rychlostami Vp(Tl)i S5ms”, vy (Tl)w_L 5ms’a

\T(Tl)i 5m.s” . Ako sa zmenia samotné rychlosti Vp, Vk a V ?

Uvaha:
Nezévisle od cha-
rakteru deja, ktorym bola

T,=300K (d_Nj (ﬂj =9 uskutoCnena zmena , mo-
T, (M) T,v, (M) zeme predpokladat, ze

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny

su tepelne  rovnovazne
T, Vi stavy, preto v kazdom

dN j ( dN ) s tychto stavov je rozdele-
: =?
Tl >\7 (Tl ) TZ v (Tl

pociato¢ny a konecny stav
T, =600 K (ﬂj (ﬂj =? 0
Tvie () (r)

Vp(T1) £ 5 m.st (W nie molekul podl'a rychlosti

N ) Maxwellovo  rozdelenie.
Vp(TZ) Relativny pocet molekul
Vk(T1) £ 5 m.s? v ). dNIN, rjchlost ktorjch lezi
pAl v intervale od v — dv/2 do
V(T)+5mst “k (_Trz) =y Vv bude
"_k” o, T)av.
v (Tz) =9 N . ;
v (T, : Maxwellovo rozdelenie ma

tvar

\"

2
2
f(v,T)=iV—3e Vi

. 1
% (1)

Najpravdepodobnejsiu rychlost’ v, moézeme vypocitat’ zo vzt'ahu

v, = f2kT _ /ZRT ' @)
m, M

Stredna kvadraticka rychlost’ je dana vytahom

[3kT _ [3RT \F
Vi == = 2. 3)
m, M 2P

Stredna aritmeticka rychlost’ je dana vztahom

v= [SKT . /ﬂzﬁvp_ @
mm, ™ m

Znamena to, Ze v obecnom pripade mozeme vypocitat’ relativny pocet molekul podl'a
vzorca

AN
oS Jf (v, 7)dT . (5)

V pripade, ak rozdiel V2 — V1 je vzhl'adom na zmenu Maxwellovho rozdelenia maly,
relativny pocet molekul mézeme pocitat’
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%= f(v,T)Av, (6)

kde za Vv sa berie stredna hodnota rychlosti v intervale Av.
Riesenie:

Vypocitame si najprv relativny pocet molekul pre teplotu 300 K. Pre naj-
pravdepodobnejsiu rychlost’ pri teplote 300 K dostaneme

(ﬂj _ 4 Ve vy
3
N ) Jmv
4

p
dN 1 1
hunhll = —Av . 7
( N JVP(TI) \/7_T 2RT1 € Y ( )
M

Pri vypocte pre stredne kvadraticka rychlost vezmeme do tvahy vztah (3) a dosta-

neme
(ﬂj = ié 1 e -3/2 Av
vie (1) 2

N m2 [2RT,
M
(ﬂj = i 1 31/2 AV . (8)
N A ) Jr 2RT, e
M

Pri vypocte pre stredne aritmetickd rychlost’ vezmeme do Gvahy vztah (4) a dostane-
me

dN 4 4 1

an - 7 —4/71A
(N Jv(Tl) Jon R
M
dN 16 1 1
aN - A 9
(N jv(m 2 \/ZRTI etm v 2
M

Vypocitame teraz relativny pocet molekul pri teplote 600 K, pre ten isty
interval teplot. Aby sme to mohli urobit, musime najprv vypocitat’ rychlost’ vp pre
teplotu T,. Této je rovna

2RT
v,(T,)= |v|2 : (10)
Pomocou vztahov (3) a (4) vypocitame Vv aV . Dosadenim zodpovedajucich vztahov
do rovnice (1) dostaneme nasledovné vztahy:

Pre rychlost v, (Tl) pri teplote 600 K

(ﬂj :iT_l 1 e ' py (11)
TZsz(T ) VL) 2RT2
M

Pre rychlost’ v (Tl) pri teplote 600 K

101



EAN
(ﬂj :iéT_l 1 e 22 Av: (12)
T, (1)

a pre rychlost’ \7(T1) pri teplote 600 K
4n

(ﬂ} :iiT_l ! e "2 Ay . (13)
T,.7 (1))

N Jr T, [2RT,
M

Pomer relativnych poctov molekal pri zadanych rychlostiach dostaneme
vydelenim zodpovedajucich vztahov. Pre rychlost Vp(Tl) pouzijeme vztahy (7) a

(11) a dostaneme

(ﬂj [ﬂj M men [T_] RGNS
N v, @) N Jr v m) \/2RT1 T e T
M

Pre rychlost’ v (Tl) pouzijeme vztahy (8) a (12) a dostaneme

2RT, 3 3

302
aN (4N Yy M 2T, > (T2 | g=320-T/m) 2y 3g
N N - T o 30/2T; | T -5
Tvn) Tovilr) JZRTl 3T e |

M

Pre rychlost’ v (Tl) pouzijeme vztahy (9) a (13) a dostaneme

2RT, oy 32 4
(ﬂj (_) M T, e :(T_zJ e—;(l—Tl/Tz)
N o) \N Jr o) \/ZRTI Tiemim

M

Pre zmeny rychlosti dostaneme zo vztahov (2), (3) a (4) nasledujuce pomery

NerieSené priklady

8.5. Kol’ko molekul obsahuje a) liter vody, b) kocka Zeleza s hranou 1 cm?

[ 3,3500%,8,4100% ]

8.6. Vypocitajte pocet molekul dusika, ktory sa nachddza v nddobe objemom 1 1 pri
teplote 27° C a tlaku 1,333 00% Pa. [ 3,22 10°']
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8.7.9 Dvojité okno ma plochu 2 m”. Vzdialenost medzi tabulami skla je 0,2 m. Von-
kajsie sklo ma teplotu —10° C, vniitorné 20° C. Tlak vzduchu v okne je atmosfericky,
a teplota sa meni v smere kolmom na skla linearne. Vypocitajte pocet molekul vzdu-
chu, ktoré sa nachadzaju medzi tabul'ami skla a ich celkovi energiu.

[1,06 0%, 0,1 MJ]

8.8. V gul'ovej nadobe o polomere 1 cm sa nachadza hélium pri teplote 300 K a tlaku
1,500°Pa. Samotna nadoba sa nachadza vo vakuu. Aky bude tlak v nadobe, ak

v désledku netesnosti vo ventile unikne 3,035 00" molekal? [1,2 10° Pa ]

8.9. Vypocitajte hustotu zmesi 4 g vodika a 32 g kyslika pri tlaku 93,3 kPa a teplote
7° C. Predpokladame, Ze plyny sa chovaju ako idedlne. [ 0,48 kg.m™ ]

8.10. V nadobe, ktorej objem je 0,01 m™, sa nachadza zmes dusika a vodika pri teplo-
te 280 K. Vypocitajte tlak zmesi plynov, ak viete, Ze hmotnost’ dusika je 7 g a vodika
lg. [1,7500° Pa]

8.11. V nddobe objemu 164 cm’ sa nachadza plynu pri teplote 20° C a tlaku
0,993 00° Pa. Vypocitajte, aky objem bude mat’ to isté mnozstvo plynu, ak bude jeho

teplote 0° C a tlak 1,01300°Pa. [ 0150 cm’ ]

8.12. Vypotitajte, kol’ko vazi vzduch v miestnosti, ktorej rozmery si. $irka 4 m, dizka
5 m a vyska 3 m, pri tlaku 0,1 MPa a pri izbovej teplote 20° C. Hustota vzduchu pri
teplote 0° C a tlaku 0,1 MPa je 1,293 kg.m™. [ 709 N ]

8.13. Ziarovka objemu 150 cm’ je naplnena argénom. Aka je jeho teplota, ak pri tlaku
0,1 MPa ma argon tiaz 1,420 N. [ 224° C]

8.14. Kol’ko vzduchu unikne y 220 m’ velkej miestnosti, ked’ pri rovnakom tlaku
v nej stiipne teplota z 12° C na 22° C? [ 7 m*]

8.15. Pretlak v ocelovej tlakovej fl'asi stupne zohriatim zo 6,2 MPa na 7,5 MPa. Aka
je vysledna teplota, ked’ po¢iatoéna teplota bola —14° C? [ 39,5° C]

8.16. Ked” v nadobe uzavreté mnozstvo plynu zohrejeme o 150° C, zvysi sa jeho tlak
0 40%. Aka je pociato¢na a kone¢na teplota plynu? [ 102° C; 252° C]

8.17. V tenkej sklenej trubici na jednom konci zatavenej je uzavrety vzduch stipcom
ortuti dizky 8,5 cm. Ked’ je trubica vo vertikalnej polohe so zatavenym koncom hore,
je vyska vzduchového stipca 5 cm, a ked’ je trubica vo vertikalnej polohe so zatave-
nym koncom dole, je vyska vzduchového stipca 4 cm. Aky je atmosfericky tlak?

[ ,0100°Pa]

8.18." Nadoba je predelena piestom, ktory sa méoze pohybovat vplyvom tlakovych sil
v zvislom smere a menit' pomer objemov oboch Casti nddoby. V oboch castiach je
rovnaké hmotnost’ plynu. Vplyvom tiaZe pdsobiacej na piest pri teplote 400 K je ob-
jem dolnej Casti rovny jednej tretine z celkového objemu. Pri akej teplote bude objem
dolnej Casti rovny jednej $tvrtine z celkového objemu? [ 225 K ]

8.19. V pneumatike automobilu je pri teplote 280 K objem vzduchu 35 dm’ a jeho
tlak je 2 10° Pa. Ako sa zvysi objem vzduchu v pneumatike, ak sa pri jazde pneuma-
tika zohreje na teplotu 288 K za staleho tlaku? [ o 1 dm” ]

8.20. Predpisany tlak vzduchu v pneumatikach auta je 220 kPa. Pretekarske automo-
bily vSak maju pneumatiky nastavené na niz$i tlak. A akym zvySenim teplota sa poci-
ta, ked pri teplote 20° C ma vzduch v pneumatikach tlak 200 kPa? Nepatrnu zmenu
objemu pneumatiky zanedbajte. [ 29,3 K ]
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8.21. V balodne bolo 10 kg dusika pri tlaku 10 MPa. Aké mnoZzstvo sme vypustili. ak

koneény tlak bol2,5 MPa? Teplota dusika sa nemeni. [ 7,5 kg ]

8.22. Aky tlak je v ocelovej fl'asi s objemom 40 1, ked’ je vnej 4,2 kg kyslika pri

teplote 20° C? [ 800° Pa ]

8.23. Bomba obsahuje stladeny plyn pri teplote 293K a tlaku 3,76 10° Pa. Ako sa

zmeni jeho tlak, ked’ poloviéné mnozstvo plynu vypustime a jeho teplota pritom kles-

nena 283 K?[ 1,8200°Pa]

8.24. V jednom valci objemu V; = 5 m’® je kysliénik uholnaty s tlakom p, = 15 MPa,

v druhom valci objemu V, = 8 m’ je vodik s tlakom 22 MPa pri rovnake;j teplote. Aky

bude vysledny tlak zmesi po spojeni oboch nadob? [ 19,3 MPa ]

pA 8.25.9Na obrazku 53 je znazorneny kruhovy dej 1-2-3-

4-1. Stavy 1| a 3 zodpovedaju izotermdm s teplotami

27° Ca327° C. V stave 1 je znamy aj objem plynu a to
20 1. Aky musi byt objem V; aby stavy 2 a 4 boli na tej
istej izoterme? Aka je teplota tejto izotermy?

Ts [28,31;424,26 K]

1 4 8.26. Kol'ko zdvihov musi vykonat’ piest vyvevy, aby

— T odsal ¢ast’ vzduchu z nadoby, objem ktorej je 200 1, a to

0 tak, aby tlak vnadobe klesol z 100°Pa na

Vi Vs V' 3,69500* Pa? Teplota vzduchu pri odsdvani sa nemen.
Obr.53 Objem valca vyvevy je 2 1. [ 0100 ]
8.27. Kompresor nasava pri kazdom zdvihu 5 1 vzduchu

2 3

pri normalnom atmosferickom tlaku 100> Pa a teplote 280 K a vtla¢a ho do zasobni-
ka s objemom 2 m* Teplota vzduchu v zasobniku sa udrzuje konstantna 300 K. Kol-
ko zdvihov musi urobit’ kompresor, aby sa tlak v zasobniku zvicsil o 0,3 MPa?

[ 1120]

8.28.” Dve nadoby s objemami 200 cm® a 0,1 1 si spojené kratkou trubickou, v ktorej
sa nachadza izolacna poristd priehradka. Pomocou tejto priehradky je mozné dosiah-
nut’ rovnakého tlaku v oboch nadobéach pri réznych teplotich plynu v jednotlivych
nadobach. V nddobéch sa nachadza kyslik a v pociato¢nom stave bola jeho teplota
27° C a tlak 1000° Pa. Potom bola mensia nidoba umiestena do nadoby s ladom,
v ktorej sme udrzovali teplotu 0° C. V&csia nadoba bola vlozena do nadoby s parou o
teplote 100° C. Vypoéitajte vysledny tlak kysliku v sustave. Tepelnt roztaznost’ na-
dob neuvazujte. [ 1,1100° Pa]

8.29. Balon naplneny na zemi vodikom méa objem 500 m’® pri atmosferickom tlaku
101 kPa. Hmotnost' balénu a zataze je 450 kg. Do akej vysky vystapi, ak teplota
atmosféry je konStantna a rovna 20° C? (Objem balénu sa nemeni). [ 2260 m ]

8.30. Aky je relativny pokles tlaku pri vystupe z nadmorskej vysky 300 m na vrchol
hory v nadmorskej vyske 2000 m? Teplotu povazujeme za konstantnu a rovnil 20° C.
(Molarna hmotnost’ vzduchu je priblizne 30 g/mol). [ 19% ]

8.31. Perrin zistil, ze vo dvoch rovnako hrubych vrstvach vzdialenych od seba 100
Mm, pocet Castic vznasajucich sa v kvapaline je v jednej vrstve 2 krat vicsi ako
v druhej. Teplota kvapaliny bola 20° C. Rozmer Castic bol 3 00~* cm. Hustota kva-
paliny bola 0 0,2 mg/cm’ mensia ako Gastic. Vypoéitajte Avogadrovo &islo.

[6,100% kmol ™ ]
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8.32. Vypocitajte stredntl aritmeticku, strednti kvadratickil a najpravdepodobnejsiu
rychlost’ molekul kysli¢nika uhli¢itého pri teplote 0° C.

[362 m.s™'; 393 ms™; 321 m.s']

8.33. Urcte teplotu dusika, pre ktort hustota pravdepodobnosti rozdelenia molekul
podra rychlosti je rovnaké pre rychlost vi =200 m.s™ a rychlost’ V2 = 650 m.s™".
[274K]

8.34. Teplota kysli¢nika dusného je 300 K. Vypocitajte, aké percentudlne mnozstvo
molekul bude mat’ rychlost’ v intervale od 815 m.s™ do 825 m.s™. [ 0,4% ]
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9 Termodynamika

Pri rieSeni uloh z termodynamiky budeme predpokladat’, Ze vSetky deje pre-
biehaju kvazistacionarne (t.j. vSetky priebezné stavy su rovnovazne). Tento predpo-
klad nam dovol'uje pouzit’ prva vetu termodynamickt v integralnom tvare. Diferen-
cidlny tvar prvej termodynamickej vety je vhodny len v tych pripadoch, ak potrebu-
jeme pomocou tejto vety a stavovej rovnice napisat’ rovnicu deja alebo tepelnu kapa-
citu.

Druha veta termodynamickd nam umoziuje zistit' smer procesov, ak pone-
chame sustavu samu na seba.

Analyzu prikladov je vhodné zacinat' grafickym zobrazenim dejov. Pre lep-
Siu predstavivost’ je vhodné nazerat’ sa na jednotlivé deje z hladiska molekularno-
kinetickej tedrie idealneho plynu.

1. Zakon zachovania energie sa v termodynamike vola prva veta termodynamicka.
Pre uzavretu ststavu plati

d'Q =dU +d'A,
kde d'Q je mnozstvo tepla, ktoré sustava dostava alebo odovzdava, dU — zmena vnu-
tornej energie a sustavy a d’A praca sustavy proti vonkajsim silam.

2. Vnutorna energia jedného molu idealneho plynu je
=Rt
2

kde i je pocet stuptiov vol'nosti a R je molarna plynova konstanta.

3. Elementérna praca plynu je sucin tlaku a elementarnej zmeny objemu
dA = pdv .

Praca, ktorti vykona stistava pri prechode zo stavu 1 do stavu 2, vypocitame zo vzta-
hi

u .
A= j pdV .

Vi

4. Tepelna kapacita plynu je definovana ako prvé derivacia tepla podla teploty pri

ﬁXO \Y% ane] zmene stavu
( J '
d I X

5.  Molérne teplo jedného kilomolu plynu pri izochorickom procese je dané vzta-
hom:
dUu _i
=—=—R
™odT 2
6. Molarne teplo jedného kilomolu plynu pri izobarickom procese je
c AU AV _ivag
m =g TP T
7. Suvis medzi molarnymi teplami kilomolu pri stadlom tlaku a stalom objeme vyjad-
ruje Mayerov vzt'ah:
Cm

o =Cmy +R.
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8. Rovnice adiabatického deja (Poissonove rovnice) maju nasledovny tvar
pV Y =konst.; TV Y™ =konit., TYp'™Y = konit,

mp

kde y=

je Poissonova konsStanta. Molarne tepla sa daju vyjadrit pomocou
mv

hmotnostnej tepelnej kapacity nasledovnymi vztahmi
Cmv =Mc,, Cnpp=Mcy,

kde M je hmotnost’ jedného molu.

9. Rovnica polytropického deja ma nasledovny tvar:
pV" = konst.,

c,-C

kde n =—2— a ¢, je hmotnostna tepelna kapacita pri danom deji.
v "Cn
10. Pri fazovych prechodoch prvého druhu plati Clausiusova — Clapeyronova rovni-
ca: Zmena teploty topenia (vyparovania) suvisi so zmenou tlaku podl'a vzt'ahu
T, -v
dT = ( ZI l)dp ,

kde vi a V2 su Specifické objemy latok pred skupenskou premenou a po nej a | je
latentné teplo, t.j. teplo, ktoré sa pri fazovej premene spotrebuje jednotkovou hmot-
nost’ou.

11. Koeficient objemovej rozt'aznosti a, je dany vztahom

1 dv
a, =———.
vV dT
12. Pomerny koeficient rozpinavosti je dany vztahom
_1ldp
p - T _ .
p dT

13. Izotermicka stlaciteI'nost’ Ky je definovand vztahom

k. =— L[V
T AW

14. Uginnost’ kruhového deja tepelného stroja sa da vypo¢itat’ zo vztahu:

_A Q-0

Q Qi
kde A je praca, ktora vykona tepelny stroj za jeden kruhovy dej, Q teplo, ktoré ziska
od teplého zasobnika tepla pocas jedného kruhového deja a Q, — teplo, ktoré odovzda
chladnejSiemu zasobniku tepla pocas jedného kruhového deja.

n

>

15. V pripade idealneho Carnotovho kruhového deja bude ti¢innost’ rovna
_hL-T
n= T )
kde T, je teplota teplejSicho zasobnika tepla a T, je teplota chladnejSicho zasobnika
tepla.
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16. Zmena entropie AS pri prechode sustavy zo stavu 1 do stavu 2 je dand vztahom

2 I
AS =S, -S, = dT—Q.
1

RieSené priklady

9.1. Idealny plyn pozostavajici z dvojatomovych molekal sa nachadza vo valci

s pohyblivym piestom pod tlakom 2 a0’ Pa. Objem plynu v pociato¢nom stave bol 6
litrov. Potom plyn zvicsil svoj objem na dvojnasobok podla zikona pV* = konst., kde
k = 1,2. Vypocitajte zmenu vniitornej energie plynu a pracu, ktora plyn pri svojom
rozsirovani sa vykonal. Vypocitajte molarne teplo plynu pre tento dej.
Uvaha:

Aby sme mohli kvalita-

Zadané veliéiny Hl'adané Veliéiny tivne posﬁdit’ prebiehajﬁci dej, J e
p; =200’ Pa AU =7 vhodné porovnat’ grafické zobra-
V= 6007 m’ A=9 zenie tohoto deja v suradniciach

p,V sizotermou a adiabatou pri
V,=2V,=1200" m™> C,=? prechode z jedného a toho istého
k=12 pociato¢ného stavu do rovnaké-

ho kone¢ného objemu ( pozri

obr. 54).

V skimanom deji je K )1, preto bude jeho pV diagram prebiehat’ nizsie ako
izoterma. Znamena to, ze pri tomto deji bude teplota klesat (AT (O) a zaroven sa bude
zmen$ovat’ vnltornd energia (AU <0). Z druhej strany, sucinitel K(y=C,, /Cmv ,
tj. pV diagram skimaného deja bude nad adiabatou. Znamena to, ze zmensenie vnu-
tornej energie AU je menSie ako pokles vnutornej energie pri adiabatickom deji
(|AU |<|AU ad | ) Praca A bude pri tomto deji vicSia ako pri adiabatickom deji

(A}Aad ), pretoze pri adiabatickom deji |AU ad| =A,q ateda |AU |<A . Znamena to,

1 ze mnozstvo tepla potrebné pre uskutoCnenie skiimané-
ho deja bude Q=A - | AU | >0, t,j. plyn pri takomto deji
izoterma dostava teplo, ale jeho teplota klesd. Potom tepelnd
kapacita pri tomto deji je zaporna. Vidime, Ze na vyko-
) nanie prace proti vonkaj$im silam plyn spotrebuje ok-
: rem dodaného tepla aj Cast’ svojej vnutornej energie.
* 1 S Zmenu vnutornej energie modzeme vyjadrit’
Vi V2V vzfahom

Obr.54 AU :IE%R (r, —Tl):%cmV (r,-1).

p

Nezname veli¢iny z rovnice (1) mdzeme zistit' pomocou stavovej rovnice a rovnice
deja. Préca je dana vzt'ahom
v

2
A= J pdv , @)
Vi
kde zavislost’ p(V) je dané rovnicou deja. Teplo prijaté sustavou je podla prvej vety
termodynamicke;j
Q=A+AU 3)
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Ak pre skimany dej bude Q priamo umerné rozdielu teplot AT =T, —T,, potom

bude moléarne teplo konstantné (polytropicky dej). Porovnanim rovnice (3) s rovnicou
(1) mézeme odvodit’ vyraz pre moldrne teplo dané¢ho deja.

Riesenie:
Upravou rovnice (1) dostaneme
AU =|—(mRT2 —ﬂRlez'—(pzv2 -pV,) )
2\ M M 2

Vysledny tlak podl’a zadanej rovnice deja pVk = konst. bude
1,2

Py = pl(\/l/\/z)k :ZDOSPa(%j =8,7010*Pa

Sktimany plyn pozostava z dvojatdomovych molekul a teda i = 5. Potom zme-
na je vnatornej energie

AU = %(8,7 00*Pa 02007 m’ -200°Pa 6 D0‘3m3): ~-390J
Aby sme mohli vypocitat’ pracu, prepiSeme si rovnicu deja do tvaru pV = p1V1k
V k
odkial p = p, v;" )

Dosadenim do rovnice (2) dostaneme

Vs
dv K1 1 1
A:plvlkJ-_:plvl ( i _J-
- K K 1
Kedze p,V," = p,V, , dostaneme A :m(plvl - p2V2). 5)

A :%(z 10°Pa (5007 m’ ~8,700°Pa 012007 m? )= 7801

Mnozstvo tepla prijatého plynom vypocitame dosadenim rovnic (4) a (5) do
rovnice (3).

i 1
Q :IE(pzvz - plvl)_m(p2v2 - plvl)»
alebo
i 1 m{(i 1

Q :[E‘EJ(I%VZ - prI):ﬁ[E_EJR (r,-T).

Znamena to, Ze mnozstvo prijatého tepla je priamo timerné rozdielu teplot a to zna-
men4, ze molarne teplo je konstantné. Porovnanim s rovnicou (4) dostaneme

c, =[t- L r=[2-— 1 g 31kskmol™ ==21kJ kmol™
L 2 12-1

Overme si zapornost’ molarneho tepla. Poissonova konst. y=i+2/i a od-

kial - =1 Potom
2 y-l1

1 1
Cok =| ———|R(0, ak 1I<k{y.
mk (y—l k—lJ < < <y
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9.2. Urcité mnozstvo vzduchu sme nechali rozpinat sa z pociato¢ného objemu
Vl = 2| na pitnasobny. Pociatoény tlak bol 0,1 MPa. Vypogitajte, akii pracu vyko-
nal vzduch, ak jeho rozsirenie sa uskutoc¢nilo a) izobaricky, b) izotermicky, c) adiaba-
ticky.

Uvaha:

Elementarna praca plynu, ktoru
Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny vykona pri elementdrnej zmene svojho
V,=2003 m® A=? objemu, je dana vztahom
pi=100° Pa A,=? d’A = pdV . M
Vo= 10007 m’® A =2 Celkovu pracu vypocitame, ak budeme

. integrovat’ rovnicu (1)

a) izobara v
b) izoterma [
c) adiabata A= deV : @

v=1,4 Vi
Je zrejmé, ze aby sme mohli vypocitat’
integral v rovnici (2), musime poznat’ funkciu p(V).
a) Pre izobaricky dej je p= konst.
b) Pre izotermicky dej plati vztah
pV = konst. = p,V,

a odtial'to
PV,
= ) 3
P== 3)
c) Pre adiabaticky dej plati Poissonova rovnica
pV” =konst.= p\V//
a odtial'to
_pV/
P=1y “)
Riesenie:
a) Priizobarickom deji bude praca rovna
VZ
A=p J'dv =p(v,-V,)=10°kgm™ s [{10-2) 00> m* =800J .
Vi
b) Dosadenim za p z rovnice (3) do rovnice (2) dostaneme
Vs
A=pV, IO\'/—V =pyV, 111\\;—2 =10°kgm ™' s> 200 m’ On5=3227J.
v, !

c¢) Dosadenim za p z rovnice (4) do rovnice (2) dostaneme

Vs y-l 5 -1 -2 -3 3 0,4
A=pyy [A =Y 1_[V_1J _10%kgm™s 2007 m {I_GJ }

vy ooy-1) Y, 14-1 5
v,

A=237].
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9.3. Vpracovnom cykle Stvortaktnych plynovych motorov ako aj motorov
s karburatorom (Ottov kruhovy dej) sa teplo dodava a odobera pri stalych objemoch
(pozri obr. 55). Zvlastnostou tychto motorov je to, Ze pracovna zmes, ktora je stlaco-
vana v motore, sa pripravuje mimo valcov motora:
0 — 1 —nasévanie pracovnej zmesi;

1 — 2 — adiabatické stlaenie na konci ktorého dochadza

Pl 3 k zapéleniu pracovnej zmesi od elektrickej iskry;
5 2 — 3 — vel'mi rychly rast tlaku produktov horenia a teploty
! 4 (prakticky pri stallom objeme);
! 3 — 4 — adiabaticka expanzia produktov horenia, (pracovny
0 1 chod stroja);

> 4 — 1 — otvara sa vyfukovy ventil a dochadza k poklesu
v tlaku vo valci pri stdlom objeme;
Obr.55 e .
1 — 0 — vytlacanie produktov horenia z valca.
Pomer objemov V,/V, =& sa vola stupenn adiabatickej kompresie. Vypocitajte

ucinnost’ kruhového deja ak Poissonova konst. adiabaty je rovna 1,4 a € =4.

Uvaha: )
C e f s Ucinnost’ kruhového deja je dana
Zadané veli¢iny Hl’adané veli¢iny vztahom
y=14 _5 0
€=4 n ’ n-= 1- u (1)

Q
Znamena to, zZe potrebujeme zistit’ tepla Q; a Q.. Pretoze teplo Q, sa dodava pri sta-
lom objeme a teplo Q, sa odobera tiez pri stalom objeme bude platit’:

Q; =nCpy (T3 _Tz) a Q, =nCpy (T4 _Tl) . 2)
Dosadenim do rovnice (1) dostaneme
T,-T
n=1-——. 3)
3712

Ale deje 3 -4 al—2 st adiabaty, pre ktoré bude platit’ Poissonova rovnica, pomo-
cou ktorej mézeme vyjadrit’ teploty T3 a T, ako funkcie teplot T4 a T;. Dosadenim
tychto zavislosti do rovnice (3) dostaneme hl'adana u¢innost.

Riesenie:

Na zéklade Poissonovej rovnice TV ¥~ = konst . méZeme napisat™
y-1
LITAN:

y-1 y-1
T_3 = \Q = V_l =g/l
T4 V3 V2

aodtialto T, =T,e¥"a T, =T,e/™".
Dosadenim do rovnice (3) dostaneme
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T_j_Tl —=1- 1_1 =l—%=0,426.
T, =T gv 4>

n=1-

9.4. Kruhovy dej Dieselovho motora prebieha nasledovne (pozri obr. 56):
0 — 1 — nasévanie vzduchu do valca prakticky pri stadlom tlaku, oby¢ajne rovnému
atmosferickému tlaku;
1 — 2 — adiabatické stlacenie vzduchu, na konci tohto deja dochddza ku vstreknutiu
paliva a jeho vznietenie;
2 — 3 — horenie paliva a expanzia produktov horenia pri stdlom tlaku (izobaricky pri-
vod tepla);
3 — 4 — po dosiahnuti stavu 3 konci horenie paliva a expan-
Pl 2 3 zia produktov horenia sa deje adiabaticky, v stave 4 sa
otvara vyfukovy ventil,
y 4 — 1 — tlak produktov horenia klesa na uroven atmosferic-
kého (izochorické odvadzanie tepla);
0 1 1 — 0 — vytlacenie produktov horenia z valca.

V> Pomer V, V, = ¢ sa vola stupeii adiabatickej kompresie

Obr.56 a pomer V5 V, = p stupeii predbeznej expanzie.

Vypocitajte ucinnost’ Dieselovho kruhového deja pre
€ =12, p =4 aPoissonovu konstantu y =1,4!

Uvaha:
Ucinnost’ kruhového deja

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny tepelného stroja je dana vztahom

=12 n="7°

Q
p=4 r]=l——| 2} (1)
y: 194 Ql

Teplo Q, sa privadza pri stadlom tlaku, a
preto plati

Q =NCprp (T3 -T,). )
Teplo Q, sa odvadza pri stalom objeme a teda
Q, =nCpy (T4 _T1)~ (3)
Dosadenim rovnic (2) a (3) do rovnice (1) dostaneme
n=1- NCryv (T4 _Tl) =1—l (T4 _Tl) '
NCpp (Ts _T2) Y (Ts _sz
Pomocou rovnic, ktoré popisuju deje pri prechode z jedného stavu do druhé-
ho, mézeme vyjadrit’ teploty T, , T3 a T4 pomocou teploty T, a zadanych pomerov €, p
ay.

“4)

Riesenie:
Pretoze dej 2 — 3 je izobaricky plati:
Vo _ Ty
Vi Ty
. > V3
odkial T, =T,—==T,p. 5)
\z
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Dej 3 — 4 je adiabaticky dej, pre ktory plati Poissonova rovnica. Preto mézeme napi-

sat’:
-1
(V)
T, \V, ’
y-1
odkial T, ZT{\QJ . (6)
Vy
. ’ . V3 Vl - V3 —
Vyjadrime si pomer V_ pomocou pomeru — = € a pomeru — = .
4 2 2
Vi Vi Vs 1

Po dosadeni T, z rovnice (5) dostavame:
y-1 y
- P T P
Ty =T, P(?) -T2F~ (7
Zostava ndm najst’ vztah medzi T, a Ty, ale pretoze dej 1 — 2 je adiabaticky, bude
platit:
T, _(v,)"
2= L1 =gt odkial T, =g/, (8)
T\,
Dosadenim vzt'ahu (8) do rovnic (5) a (7) dostaneme
T;= pfy_lTb T, =p'T,.
Po dosadeni teplot do rovnice (4) dostaneme pre ucinnost’ vyraz

q:l_l: ('Oy_l)Tl\ :1_i p -1
e S P

9.5. V mosadznom kalorimetri hmotnosti 200 g sa nachadza kusok I'adu hmotnosti
100 g s teplotou —10°C. Kolko pary teplej 100°C je treba vpustit’ do kalorimetra, aby
voda v nom mala teplotu 40°C?

Uvaha:

Pre kalorimeter plati zakon zachovania energie, t.j. mnozstvo tepla Q,, ktoré
prijme kalorimeter pri svojom ohreve a lad pri svojom ohreve, premene na vodu a
ohreve vody, bude rovné mnozstvu tepla, ktoré odovzda para pri kondenzacii a svo-
jom ochladzovani.
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Zadané veli¢iny Hl'adané veliCiny Q,=0, (D

m; = 0,2kg m;=7? Mnozstvo tepla Q; je
m, = 0,1 kg rovné suctu tepla potrebného na
= 263K ohriatie kalorimetra z teploty t, na
t,= 373K teplotu tg

t,= 313K

-1 -1 mlcl(tk _tl) 5
¢, =398 Jkg K tepla potrebného na ohriatie ladu
c,=2,09 kJkg ' K™ do teploty topenia  (273K)
e m,C, (273K —t,) ,tepla potrebného
Ch.o =4186 Jkg ' K™ 2 1
H,0 86 Jke na premenu ladu na vodu myl, a
I, =335 00°Jkg™ tepla potrebného na ohriatie tejto
_ 6 - vody do teploty ty
l;=2260007 ke MyCh o (tx —273K) , t. j.,
Qi =mC(t, —t)) +mMyCy (273K —t;) +myl, +MyCyy o (t —273K). (2)
Mnozstvo tepla Q, je rovné suctu tepla ziskaného kondenzaciou pary pri
100°C msl; a tepla ziskaného z ochladenia toho istého mnozstva vody do teploty ty
Q, =mjsl; +msCy o 373K —t,) 3)

Dosadenim vzt'ahov (2) a (3) do rovnice (1) dostaneme rovnicu o jednej
neznamej m;.

Riesenie:
Po dosadeni vztahov (2) a (3) do rovnice (1) dostaneme
mC, (t —t)) +MyC, (273K —t)) +myl, +myeyy o (e —273K) =
a odtial'to

_mc,t —t,)+m,c, (273K —t,)+myl, +mycy o (t —273K)
. Iy +cp 0 (373K -t )
m, = :2ke 3% Tkg LK (313K -263K)+0,lkg [2,09kJ.kg . K} (273K - 263K)
2,2600°J kg™ +4186J kg ' K'(373K -313K)
, 0lkg33500 I kg™ +0,1kg (3186 kg™ K (313K -273K)
2,2600°1.kg ™" +41861 kg™ K'(373K -313K)
m; =22g
9.6. Voda v kvapalnom stave hmotnosti 1 kg mala teplotu 0°C. Vypogitajte zmenu

entropie a) pri ohriati vody na 100 °C; b) pri ohriati vody tak, e doglo k fazovému
prechodu, t.j. voda sa zmenila na paru tepla 100 °C.

+

Uvaha:

Zadané veliginy ~ HPadané velidiny _ Pre elementdmu zmeny entrépie
m= lkg AS, =2 plati vztah ’

T,=273,16K  AS,=? as =ﬂ, )
T,=373,16K T
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kde d’Q — je elementarne mnozstvo tepla dodaného pri teplote T. Celkovu zmenu
entropie zo stavu 1 do stavu 2 dostaneme integrovanim rovnice (1)
2
d'Q

: T
a) Pri ohriati latky bez fazového prechodu mézeme dodané teplo vyjadrit’ vzorcom

d'Q =mc dT , 3)
kde m je hmotnost’ latky, ¢ je hmotnostna tepelna kapacita a dT elementarna zmena
teploty. Dosadenim vzt'ahu (3) do rovnice (2) dostaneme hl'adanti zmenu AS,.
b) V pripade, ze pri ohreve dojde k fazovému prechodu, bude potrebné dodat’ este
teplo Q” potrebné na tuto skupenskil premenu, t.j.

QI =ml > (4)

kde | je merné skupenské teplo varu vody.
Fazovy prechod prebieha pri konstantne;j teplote, a preto mézeme napisat’

AS, =AS, + % (%)
Riesenie:
a) Po dosadeni d'Q rovnice (3) do vzt'ahu (2) dostaneme
T2
AS, = J‘mc dr =mc[InT]2=mc Ini2
E T ! T
1

373,16 K
273,16 K
b) Vypocitame si druhy ¢len na pravej strane rovnice (5)
Q, _1kg2,25600°) kg™
T 373,16 K
Pripocitanim AS, dostaneme AS, = 7,352 0o’ JK™!.

AS, =1kg 4186 J kg™ K" On =1,30600° J K

=6,046010° JK™!

NerieSené priklady

9.7. Aké mnozstvo tepla vznikne v brzdach nakladného vlaku s hmotnostou 1200 t,
ked’ sa z rychlosti 50 km/h celkom zastavi ? [ 115,7 MJ ]

9.8. Kompresor nasava atmosfericky vzduch s tlakom 0,1 MPa a teplotou 27°C a
stlaca ho pri stalej teplote na tlak 3,5 MPa. Vypocitajte, kol'ko tepla sa odvadza chla-
diacej vode za hodinu, ked’ za tento &as sa stla&i 10 kg vzduchu! [ 3,100°7J ]

9.9. Idealny plyn, hmotnost’ ktorého je 16 g, ma teplotu 300 K. Plyn bol izochoricky
ochladeny tak, ze jeho tlak klesol 5 nasobne. Potom plyn expandoval pri stalom tlaku
tak, Ze jeho vysledna teplota nadobudla povodni hodnotu. Vypocitajte, aka pracu
vykonal plyn, ak viete, ze jeho molarna hmotnost’ je 32 g. [ 997,2 J ]

9.10. Vznetovy motor nasava vzduch o teplote 20° C a tlaku 101 kPa. V akom pomere
sa musi zmensit’ objem vzduchu pri kompresii, aby sa zohrial na teplotu 800° C? Dej
povazujte za adiabaticky. [ 26 ]

9.11. Kolko tepla treba na izotermicku expanziu 2 litrov vodika tlaku 0,08 MPa na
Stvornasobny objem? Aky bude vysledny tlak? [ 221,5 J; 0,02MPa ]

9.12. Vo valci s pohyblivym piestom je m = 36 g vodika teploty t; = 270° C pod tla-
kom p; = 0,4 MPa. Na jeho stlacenie na tretinu podvodného objemu bolo treba vynalo-
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7it' pracu A = 1,500°J a sucasne sa mu chladenim odiialo Q = 5,9500* J tepla.

Vypodcitajte teplotu a tlak vodika po stlaceni ! [548 K ; 2,17 MPa ]

9.13. Ur¢ité mnozstvo plynu ma pri tlaku po = 0,1 MPa objem V, = 1 1. Plyn podro-

bime postupne tymto zmendm:

a) Najprv ho izobaricky zohrejeme, az sa jeho objem zdvojnasobi;

b) potom ho izochoricky zohrejeme, az sa jeho tlak zdvojnasobi;

¢) napokon ho nechame adiabaticky rozopnut,, az jeho teplota poklesne na zaciatoc-
na hodnotu.

Vypocitajte, aké celkové teplo plynu sa pocas tejto zmeny dodalo, aka pracu plyn

vykonal a ako sa pritom zmenila jeho vnutorna energia ! Poissonova konstanta plynu

v=1,4.185017J;850J;0]

9.14. Vypocitajte vnitorni energiu kyslika hmotnosti 12 g pri teplote 700° C, ak

viete, Ze jedna tretina molekl je disociovana na atomy! [ 8090 J ]

9.15.9V nadobe A sa nachadza vodik pri teplote 107° C a tlaku 610 Pa. V nadobe
B sa nachadza dusik pri teplote 37° C a tlaku 10° Pa. Objem nadoby A je 0,5 m®, ob-
jem nadoby B je 0,8 m®. Nadoby st spojené trubicou s ventilom, ktory je zatvoreny.
Vypocitajte vyslednu teplotu a tlak zmesi po otvoreni ventilu za predpokladu, Ze
molarne teplo pri stalom objeme je konstantné a dej prebehol adiabaticky!

[326 K, 8,4700° Pa]

9.16. Ked’ sme urcitému mnozstvu argonu teploty 60° C pri stalom objeme dodali
209,3 J tepla, zvysila sa jeho teplota na 88° C. Kol’ko bolo argonu? [ 23,9 g |

9.17. Plyn sa nachadza vo vertikalnom valci, ktory je zhora uzavrety piestom. Hmot-
nost’ piesta je 20 kg a jeho plocha 10 cm”. Piest sa moze pohybovat’ vo valci bez tre-
nia. Pociatocny objem plynu bol 11,2 1 a jeho teplota 0° C. Aké mnozstvo tepla treba
dodat’ plynu, aby sme ho ohriali o 10 K, ak viete, Ze tepelnd kapacita tohto plynu,
ktora bola namerana pri upevnenom pieste, bola 20,9 J.K™'? Vonkajsi tlak vzduchu na
piest zanedbajte. [ 289,5 J ]

9.18. Predpokladame, ze energia vodopadu so spadovou vyskou 15 m sa cela preme-
nila na teplo. O kol’ko stuptiov by sa pritom mohla zvysit teplota vody? [ 0,035 K ]
9.19. Na udrZanie stalej teploty v miestnosti sa za hodinu spotrebuje 4,210°J tepla.
Korlko vody pretecie radiatorom ustredného kurenia za hodinu, ked’ voda pri vstupe
do radiatora ma teplotu 80° C a pri vystupe 70° C? Hmotnostna tepelna kapacita vody
je 4200 J.kg" K[ 100 dm’ ]

9.20. Pracovny stroj, konajuci 1200 otacok za minutu, ma brzdu chladent vodou.
Moment trecich sil je 4905 Nm. Brzde sa privadza za hodinu 8 m® vody teploty 10°C.
Vypocitajte, aka teplotu bude mat’ odtekajuca voda, ked’ predpokladame, Ze iba 75%
prace sil trenia prispieva k zvySeniu vnatornej energie chladiacej vody ? [ 59,7°C ]
9.21. Olovena gul'6¢ka hmotnosti 30 g a teploty 395K narazi na zelezny ter¢ rychlo-
stou 75 m.s™ a zastavi sa. Uréite: a) aké teplo vzniklo pri tomto zabrzdeni; b) o kol’ko
sa zvacsi teplota gulky, ak predpokladame, ze 1/3 vzniknutého tepla sa v nej absorbu-
je.[a)84,4J;b) 7K ]

9.22. Kolko litrov vody s teplotou 95° C mozeme za minutu odoberat’ z elektrického
ohrievaga vody, ked” jeho vykon je 1,6 kW a ked’ za¢iatoéna teplota vody je 14 °C?
[0,281]

9.23. Stroj pracujuci s vykonom P = 368 W vyvita za dve mintty otvor do liatinového
bloku hmotnosti m = 20 kg. O kol'ko stupniov sa blok ohreje, ked’ 80% prace, vyko-
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nanej pri vitani, prispieva k zvacSeniu vnutornej energie bloku? Hmotnostna tepelna
kapacita liatiny ¢ = 544,2 J.kg" K. [ At=3,25°C ]

9.24. Kusok Zzeleza bol vrhnuty v Sikmom smere nahor a dopadol na rovnako velky
kusok zeleza, ktory bol vzdialeny od prvého vo vodorovnom smere 37,5 m. Réz bol
absolutne nepruzny, a oba kusky sa ohriali o 0,8 K. Vypocitajte maximalnu vysku,
ktort letiaci kusok dosiahol. [ 1,2 m ]

9.25. Na pripravu 200 1 vanového kupela sa udava spotreba 70 1 vody teplej 85° C.
S akou vyslednou teplotou vody sa pritom rata, ak studena voda ma teplotu 15° C?
[39,5°C]

9.26. V automatickej pracke sa zohrieva 30 litrov vody,. Kol’ko tepla voda prijme, ak
sa jej teplota zvysi z 288 K na 363 K? Ako dlho trva zohrievanie, ak prikon vyhrev-

ného telesa pracky je 1,7 kW?[9,4 00°7 ; 92 min]
9.27. Kolko tepla treba na zohriatie 1,5 litra vody v hlinikovom hrnci hmotnosti

0,4kgz 283 Kna373 K?[599,410°J ]

9.28. Do medeného kalorimetra hmotnosti 151 g vlejeme 200 g vody, a nameriame
teplotu 18,6° C. Po vlozeni 85 g medi, ktora bola predtym zohriata na 98,5° C, stiipne
teplota na 21,4° C. Ak4 hodnota z toho vyplyva pre hmotnostni tepelni kapacitu
medi? [383 L.kg' K]

9.29. Dva odliatky, jeden z hlinika a druhy z medi, o teplote 450° C a celkovej hmot-
nosti 650 g, vlozime do 2,5 kg vody o teplote 12° C, ktora sa pritom zohreje na 27° C.
Akt hmotnost’ maju jednotlivé odliatky? [ 240g; 410g ]

9.30. Kusy nastrojovej ocele ohriate na 950° C sa maji zakalit v 80 kg oleja
s teplotou 25° C, pricom vysledna teplota nesmie prekrocit’ 350° C. Kolko ocele sa
modze najviac ponorit’, ked’ ratame s 10 % tepelnych strat? [ 174 kg]

9.31. Ocelové gul'a padé z vysky 20 m so zaliato¢nou rychlostou 4 m.s™ a po dopade
sa odrazi do vysky 4 m. O kolko stupiiov sa pritom ohreje, ked’ predpokladame, ze
len 60% prace, vykonanej pri deformovani gulky pri naraze, prispieva k zvyseniu
vnutornej energie gul’ky ? [ 0,23° C ]

9.32. V kalorimetri bolo 1500 g vody teploty 6° C, do ktorej sme pridali 120 g l'adu
nezname;j teploty. Po vyrovnani teplot sme z vody kalorimetra I'ad vybrali a vaZzenim
zistili, ze sa jeho hmotnost’ zvicsila o 12 g. Aka bola povodna teplota 'adu? [-166° C]
9.33.7 Olovena gulka preraza dosku v dosledku Goho sa zmeni jej rychlost zo
420 m.s”' na 120 m.s™. Na ohrev gulky lo 80% ubytku kinetickej energie gulky.
Vypocitajte aka ¢ast’ hmotnosti gulky sa roztavila, ak teplota gulky pred narazom
bola 27°C! [30% ]

9.34. V termoske s tepelnou kapacitou 50 J/K je 500 ml vody o teplote 20° C . Do
vody zacneme vhanat’ vodni paru teploty 100° C v mnozstve 5 g/min. Za aky cas
prestane para v termoske kondenzovat™? (Tepelné straty neuvazujeme). [ 15 min ]
9.35. Kol’ko vody sa odpari varom, ked” rozzeravené ocel'ové skrutky hmotnosti 6 kg
a teploty 1200° C vhodime do 3 kg vody teploty 20° C? [ 0,9 kg ]

9.36. Zmena entropie medzi adiabatami v Carnotovom kruhovom deji je 4160 J.K.
Rozdiel teplot medzi izotermani je 100° C. Aké mnozstvo tepla sa premeni na pracu
v tomto kruhovom deji? [ 416 kJ ]

9.37. Idealny tepelny stroj, ktory pracuje v rezime Carnotovho kruhového deja, dosta-
va pocas jedného kruhového deja energiu 2,52 kJ. Teplota teplého zasobnika je
400 K, teplota chladnejSicho zasobnika je 300 K. Vypoditajte pracu, ktora vykona
stroj za jeden kruhovy dej. [ 630 J ]
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9.38. Aka je teoreticky najvyssia ucinnost’ parného stroja, ktory pracuje s parou teplou
190 °C a ktorého kondenzator ma teplotu 40° C? [ =32,4% ]

9.39. Vypocitajte, aké by mali byt teploty zasobnika tepla a chladica, ked je medzi
nimi teplotny rozdiel 40° C, aby idealny Carnotov stroj, ktory by medzi nimi praco-
val, mal uc¢innost’ 12%! [ 60° C; 20° C ]

9.40. Carnotov tepelny stroj nabera pri kazdom cykle zo zasobnika tepla 419 J tepla a
chladicu odovzdava 335 J. Vypocitajte, aka je teplota chladica, ked’ zasobnik tepla
udrziavame na teplote 127° C! [ t,=47° C ]

9.41. Aky najmensi musi byt vykon stroja, ktory ma odoberat vode stalej teploty
17° C teplo 41,9 kJ za sekundu a dodavat’ ho tepelnému radiatoru teploty 46° C?
Kolko tepla sa odovzda teplejsiemu zasobniku ? [ 4,18 kW; 46,1 kJ.s™ ]

9.42. Spalovanim benzinu sa uvolfiuje energia 45 MIkg". Aka je G¢innost motora
automobilu, ak pri vykone 15 kW spotrebuje 7 | benzinu na 100 km pri rychlosti jaz-
dy 90 km/hod? [25% ]

9.43.9Kruhovy dej pozostava z dvoch izochor a dvoch izobar. Vypogitajte mnozstvo
tepla dodané z teplého zasobnika tepla za jeden kruhovy dej, pracu, ktora vykona
pracovny plyn za jeden kruhovy dej a u€innost’ kruhového deja. Vypocitajte ucinnost’
Carnotovho kruhového deja pri teplotach izoterm rovnych maximalnej a minimalnej
teplote vo vySe uvedenom kruhovom deji! V pociatocnom stave mal pracovny plyn
objem 0,3 m’ a tlak 60 kPa. Po izochorickom ohreve bol jeho tlak 120 kPa a po na-
sledujucom izobarickom ohreve bol jeho objem 0,6 m’. Pracovny plyn bol dusik a
jeho hmotnost bola 0,3 kg. [ 171 kJ, 18 kJ, 0,1; 0,75 ]

9.44. Tepelny stroj pracujuci medzi zasobnikom tepla a chladiCom ma poloviéna
ucinnost’ ako idealny Carnotov kruhovy stroj pracujuci medzi tymito teplotami. Stroj
pri kazdom kruhovom deji odobera zo zasobnika teplo 2 kJ a odovzdava chladicom
teplo 1,6 kJ. Aka je teplota zasobnika tepla, ak chladi¢ mé teplotu 17°C? [ 210,4°C ]
9.45. O kol’ko sa zmeni entropia 20 g vody, ked’ ju zohrejeme z 10 °C na 75 °C?
[17,31K"]

9.46. O kol'ko sa zmeni entropia 20 g l'adu teploty 0°C, ked’ ho premenime na vodna
paru teploty 100°C pri normalnom atmosferickom tlaku? [ 171,6 J.K' ]

9.47. Vypocitajte zmenu entropie 56 g dusiku, ak v pociato¢nom stave ma objem 15 1
a teplotu 60° C a prejde do koneéného stavu ked’ teplota je 450° C a objem 75 1.
[59JK"]

9.48. Bezstarostny experimentator, ktory sa ponahlal na vikend, neuzavrel dokonale
uzaver nadoby s héliom. Plyn, ktory sa v pociatocnom stave nachadzal pod tlakom
2007 Pa, zagal pomaly izotermicky unikat’ z nadoby pri teplote 20° C. Vypo¢itajte
zmenu entropie na 1 kg plynu. [ 3225 k1K ]

9.49. Vypocitajte, ako sa zmeni entropia po zmieSani 10 g vody teploty 100°C a 20 g
vody teploty 15°C 1] 0,94 J X ]

9.50. N3jdite vztah medzi tlakom, objemom a entrépiou idealneho plynu !

S
mC,, J]

[ pV =konst. Ed:xp[
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10 Stavova rovnica realnych plynov

1. Vredlnych plynoch uz nemdzeme zanedbat’ vlastny objem molekul, ani vplyv
rozhrania povrchov na tlak plynu. Preto je potrebné stavovu rovnicu idealneho plynu
pre realny plyn upravit’. NajCastejSie sa pouziva Van der Waalsova rovnica

[p+%j(V—b):RT,

kde a >0 je konstanta charakterizujuce sily vzajomného pdsobenia molekul, b = 4uN
— konstanta charakterizujlica vlastny objem molekul, v = (1/6)Ti@° je objem jednej
molekuly, 0 je efektivny priemer molekil a N je pocet molekul v jednom kilomole.

2. Pre n kilomolov Van der Waalsova rovnica ma tvar
2
(p+%}(V—nb)=nRT .

3. Konstanty a a b st spojené s kritickymi hodnotami py, Vi, T, pre jeden kilomol
latky
8a a
=——; Vi =3b =,
T 2bRT K Pe=
kde Vy je objem jedného kilomolu latky pri kritickom tlaku py a kritickej teplote Ty.

Riesené priklady:

10.1. 1 mol kysli¢nika uhli¢itého, ktory mal pri teplote 127° C objem V|, = 0,51, sa
izotermicky rozsiroval do objemu V;, = 2V,. Vypocitajte pociato¢ny tlak, pracu, ktora
vykonal plyn pri expanzii, zmenu vnutornej energie plynu ako aj mnozstvo pohltené-
ho tepla. Konstanty pre jeden mol kysli¢nika uhli¢itého vo Van der Waalsovej rovnici

st rovné a = 0,36 N.m*/mol%, b= 4,310 m*/mol.

Uvaha:

Ako je zndme, pri normalnych
Zadané veliciny ~ Hladané veliCiny podmienkach 1 mol idealneho plynu ma
T=400K p,=7? objem 22,4 1/mol, zatial’ ¢o podl'a zadania
V,=0,5007 m®> A=? bol objem 1 molu plynu pri teplote T,

(podstatne vyssej ako Ty= 273 K) len 0,5
litra. Z toho vyplyva, Ze tlak plynu bude
1 mol CO, 4 0 Q=7 ovela vysSi ako atmosfericky a plyn
a=0,36 N.m"/mol nemdzeme povazovat za idedlny.
b= 4,300 m’/mol Vtakomto  pripade  pre  vypocet

hladanych velicin musime pouzit Van
der Waalsovu rovnicu, ktora pre jeden mol ma tvar

[p+%}(v -b)=RT, (1)

kde R je univerzalna plynova konstanta pre jeden mol.
Praca, ktoru vykona plyn je dana vztahom

V,=100"m? AU =?
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A:2J-pdV. (2)

Vnutorna energia realneho plynu sa sklada zo suctu kinetickych energii vset-
kych molekul a potencialnej energie vzajomného pdsobenia molekil. Sily vzajomné-
ho odpudzovania molekil vo Van der Waalsovej rovnici st vyjadrené korekciou
objemu, t.j. kons§tantou b pre kazdy plyn. Je zrejmé, Ze tieto sily, ktoré sa prejavujl
len pocas zrazok molekul, nie st potencidlové. Zohl'adnenie sil vzajomného pritaho-
vania vedie k dopliujucemu tlaku plynu p' =a/V?, ktory je vo Van der Waalsovej

rovnici.

Zmena potencialnej energie vzajomného pdsobenia molekul je rovna praci
pritazlivych sil vzatou so zdpornym znamienkom. Pri rozSirovani plynu praca pritaz-
livych sil

dA'=-pdv =-{a/v?)dv
(pridV)0, tj. pri rozsireni plynu je praca pritazlivych sil zaporna). Potom zmena
potencialnej energie

dE, = -dA' = (a/V?) dv
Zmena kinetickej energie vsetkych molekul
dE, =~ RdT .
2 M
Odtial'to dostaneme pre zmenu vnutornej energie
dU=dE, +dE, =2 dv+ " RdT
p V2 2 M

a pri prechode zo stavu 1 do stavu 2

AU = jadv +iﬂR(T -T,). 3)
Mnozstvo dodaného tepla Vypocuame z prvej vety termodynamicke;j
Q=AU+A. 4
Riesenie:
Podl'a Van der Waalsovej rovnice (1)
-1 4 2
b= RT _a _ 8,31J K 400K _ 0,36 N.m"/mol =5833010°Pa

-b V¢ 05007°m’-4300"m® 2500m®/mol?
Dosadenim tlaku z rovnice (1) do rovnice 2) dostaneme

a= [BL 4y J-—dV
V_
1
Po integrovani
A:RTan2 —b +i_£:RT1nM_L'
Vi-b V, Y Vi-b 2V,
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1007°m’ -4300"m’ 0,36 N.m*
0,5007°m’-4300"m’> 1.107°m’
Pri vypocte zmeny vnutornej energie druhy ¢len v rovnici (3) bude rovny nu-

le v dosledku toho, ze dej je izotermicky. Po integrovani prvého Clenu v rovnici (3)
dostaneme

AU =a| L= L ]=036 Nm? 1_3 ~ - 13 - |=3601.
% 0,500"m” 100°m
Dosadenim do rovnice (4) dostaneme pre mnozstvo pohlteného tepla Q = 2,46 kJ.

A=831J.K ' [400 K [On =21kJ

NerieSené priklady:

10.2. Vypoditajte hodnoty konstant a a b vo Van der Waalsovej rovnici pre vzduch.
Kriticky tlak a kriticka teplota vzduchu su rovné p, = 37,6 10° Nm?2aT,=132,5K.
[a= 13,800 N.m*kmol?; b=36,7 00" m’/kmol ]

10.3. Vypocitajte hodnoty kritického tlaku a kritickej teploty neénu. Konstanty vo
Van der Waalsovej rovnici su rovné a = 2,13 10* N.m*/kmol?, b= 1,7 010 m*/kmol.

[ p=27.3.10" Pa; Ty=446K ]

10.4. Vypocitajte tlak 1 kilomolu kysli¢nika uhli¢it¢ho, ktor¢ho teplota je 100° C.
Predpokladajte: 1) plyn sa chova ako idealny; 2) plyn sa chova ako realny. Ulohu
riedte pre objemy a) 1 m’; b) 0,05 m’. Hodnoty kritického tlaku a kritickej teploty st
px=7400° PaaT,=304K.

[ pro= 3,100° Pa; p,,=62000° Pa; p,,=28,6500° Pa; p, =279 MPa ]

10.5. V nadobe objemu V =2 m’ je m = 4 kg kyslika pri teplote t = 29° C. AkY je jeho
tlak? Ako sa zmeni tento tlak, ked’ kyslik pri stdlom objeme zohrejeme na dvojnasob-
nu teplotu? Pri vypocéte pouzite Van der Waalsovu rovnicu. Konstanty vo Van der

Waalsovej rovnici st rovné a = 1,37 00° N.m*kmol%, b = 31,7 00 m*/kmol.
[1,566 00° Pa ; Ap=0,015 MPa ]
10.6.” Jeden mol realneho plynu, spravajuceho sa podla Van der Waalsovej stavove;

rovnice, zohrejeme z teploty t; na teplotu t,. Jeho objem sa pritom zmeni z V, na V,.
Vypocitajte, ako sa pri tejto stavovej zmene zmenila vnatorna energia plynu.

I 1
Cy\T,-T))+tal| ———
[Cy(T:-T,) (Vl sz]
10.7.B Ur¢ite molarny objem plynu, pri ktorom pre danu teplotu je su¢in tlaku a obje-
Ja xb
[V=——x]
Ja - +bRT

10.8.9 Vypogitajte, ako sa zmeni teplota plynu spravajuceho sa podla Van der Waal-
sovej rovnice pri Joulovom-Thomsovom pokuse. (Ak sa plyn adiabaticky a nevratne
rozpina, pricom entalpia plynu ostidva konstantna). Predpokladajte, Ze konstantu b vo

mu minimalny. Pouzite Van der Waalsovu rovnicu.

Van der Waalsovej rovnici mozno zanedbat’. [ 2a [1_1 ]
C,+R\V, V

121



10.9.%Vypogitajte hodnoty stavovych veli¢in p, V, T v kritickom stave (izoterma plynu
ma inflexny bod a dotycnica v tomto bode je rovnobezna s osou V ). PouziteVan der
Waalsovu rovnicu.

a 8a

Vg =3b; =——Tg =——
[ Vk bk p? 0 K 27bR]
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11 Povrchové napatie. Prenosové javy.

Pozname dva druhy fazovych rozhrani. Fazové rozhrania, ktoré prenasaju
tlak a fazové rozhrania, ktoré tlak neprenasaju. V druhom pripade bude po oboch
stranach rozhrania ro6zny tlak, ak jeho povrch je zakriveny.

1. Rozdiel tlakov vypocitame podl'a Laplaceovho vzorca

Ap =a L+L ,
Rl RZ

kde a je koeficient povrchoveho napitia, ktory je rovny, €o do velkosti, sile posobia-
cej na jednotku dlzky okraja povrchovej blany kvapaliny a R, a R, su polomery za-
krivenia dvoch vzajomne kolmych prierezov povrchu kvapaliny.

2. Na zmenu plochy AS povrchovej blany je potrebné vykonat’ pracu
AA = aAS .

3. Vyska, do ktorej stupne kvapalina v kapilare s polomerom r, je
20 cos O
h="—"=
pgr
kde p je hustota kvapaliny, 8 - okrajovy uhol. Pri uplnom zmacani je © = 0 a pri tpl-
nom nezmacani je 6 = Tt

>

Pod prenosovymi javmi rozumieme prenos energie v roznych formach.

4. Mnozstvo tepla, ktoré prejde plochou AS v kolmom smere v dosledku tepelnej
vodivosti latky za cas At je dané vztahom

Q=22 asat,
AX

kde 2—1- je gradient teploty v smere kolmom na plosku AS a A - koeficient tepelnej
X

vodivosti.

5. Tepelny tok medzi dvomi latkami s réznou teplotou je rovny
® = -hAT ,
kde h je koeficient prestupu tepla a AT rozdiel teplot dotykajucich sa latok.

6. Sila trenia medzi dvomi vrstvami tekutiny, ktoré sa pohybuju paralelne voci sebe
roznymi rychlost’ami je rovna

E - dv . v

-n—S —,
radv
kde S je plocha dotykajicich sa vrstiev, Z—Z - gradient rychlosti pohybu vrstiev

v smere X, kolmom na vrstvy a - dynamicka viskozita tekutiny.

7. Mnozstvo tekutiny, ktoré vytecie z trubice o polomere R je rovné
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_1ImRY
Ve (p, - p,)at,

kde N je dynamicka viskozita tekutiny, | — dizka trubice, (p; — p,) — rozdiel tlakov na
koncoch trubice a At —doba vytekania tekutiny.

RieSené priklady
11.1. Medzi dvomi rovnobeznymi sklenymi dostickami sa nachadza kvapka ortuti o
hmotnosti 2 107 kg . Akou silou treba stlacit’ dosticky, aby sme kvapku ortuti stlagili

na hribku 0,1 mm? Predpokladajte, Ze ortut’ nezmaca sklo. Koeficient povrchového
napitia ortuti je 0,5 N.m™.

Uvaha:
Kvapka po stlateni nadobudne

Zadané veli¢iny: ~ Hl'adané veli¢iny tvar disku sboénym povrchom, ktory

m=200" kg F=? bude mat’ dva polomery zakrivenia. Do-
a=0,5kg.s> plﬁujﬁci . tlgk v 01Ttuti v dosledku tohoto
d=0100m zakrivenia je rovny
p=13,500°kgm’ pp=of L+ 1|,

Ry R,

(D
kde a je koeficient povrchového napétia ortuti, R; — polomer disku a R, polomer
zakrivenia priecneho rezu disku. Pretoze ortut’ nezmaca sklo mézeme R, vyjadrit
pomocou hrabky disku d, R, = d/2. Z druhej strany, tento doplitujici tlak musi byt
kompenzovany vonkajsim tlakom

Ap =F/S, 2)

kde S je plocha kvapky ortuti, ktorou sa dotyka sklenenej dosticky,S = T[Rl2 .

Polomer R; mozeme vypocitat’ z objemu kvapky. Je zrejmé, Ze polomer R,
bude ovel'a mensi ako R a preto mézeme uvazovat, ze objem kvapky bude po stlace-
ni rovny

V =mRd. (3)

Objem V zistime z hmotnosti m a hustoty ortuti p, V = m/p. Dosadenim do rovnice
(3) aupravou dostaneme pre R,

R, = /%. 4)

Porovnanim rovnic (1) a (2) a dosadenim za R, a R, vypoc¢itame hl'adant silu, pricom

plochu S vyjadrime ako :—d .

Riesenie:
Porovnanim rovnic (1) a (2) dostaneme

F:SAp:m[ M+£J
pd \ m d
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13500°kgm ™ 000 *m 200 kg 100%m |
F =148N

2010 kg [0,5kg.s { \/3,14 13500°kgm™ 0007 m | 2

11.2. V zimnom obdobi sa v jednej z rohovych miestnosti starSiecho tehlového bytu

pokazil radiator. V miestnosti udrzujeme teplotu 20° C elektrickym radiatorom pri

vonkajsej teplote —10° C. Plocha vonkajsich tehlovych stien je 13 m” plocha okna

s jednou vrstvou skla je 2 m’. Unik tepla cez vnutorné steny bytu zanedbajte. Cenu

elektrickej energie uvazujte 2,70 SK za 1 kWh. Vypocitajte:

a) Aky vykon by mal mat’ elektricky ohrievac?

b) Kolko zaplatime za elektricku energiu za jeden tyzden?

c) Aky vykon elektrického ohrievaca by stacil v pripade bytu s dvojitou tehlovou
stenou a oknom s dvomi vrstvami skla?

d) Kolko by sa usetrilo, keby bol byt ako v bode c?

Tepelné straty cez jednotlivé druhy stien su uvedené v tabul’ke.

Konstrukcia steny O Wm2K"
IDvojita tehlova stena s vyplnou izola¢nej peny 0,5
Sklenné okno s dvomi vrstvami skla 2,7
Sklenné okno s jednou vrstvou skla 5,7
Tehlova stena 3,6

Uvaha:

Priemerny vykon elektrického
Zadané hodnoty:  Nezname hodnoty:

) radidtora

Sl =13m PS =? AQ

S,=2m’ Naklady ? Ps = A (D
El; _2100?(: [?g;:ené? musi byt rovny teplu odvedenému ste-
2 2 ) nou a oknom za jednotku ¢asu. Vzhla-
®1=3,6 W.m_2.K_1 dom na to , ze vSetko teplo z radidtora
y=5,7 W.m2.K | sa vyuzije na ohrev izby, budeme pova-
®3=0,5 W.m".K zovat’ elektricky prikon radiatora rovny
®,;=2,7 W.m” K"

jeho tepelnému vykonu.

1 kWh=2,70 SK Tepld  odvedené stenami
a oknom za jednotku Casu budd priamo

umerné ich plosnym obsahom S, rozdielu teplot At medzi vniitrom izby a vonkaj$im

okolim a hodnotou tepelného toku @, vzhladom na material steny a okna. Za cas

AT prejde stenou S, teplo

AQ, = CDXATSI(tl _tz)' ()
Oknom S, prejde za ¢as AT teplo
AQ, = &, ATS, t ~t,). 3)
Aby v miestnosti ostala rovnaka teplota, je potrebné odvedené teplo nahradit’ teplom
AQ =(AQ, +4Q,)=P.AT “

z nahradného zdroja. Odtial'to inStalovany vykon elektrického ohrievaca bude
Ps =(AQ, +AQ,)/AT.

125



Ak spotrebu elektrickej energie P;AT vynasobime jej cenou, dostaneme hl'adané

naklady. V pripade a ) dosadime za ®, hodnotu ®; a za @, hodnotu ®,, v pripade c)
dosadime za ®, hodnotu @; a za ®, hodnotu ®,. Rozdiel vypocitanych nakladov
bude hl'adana uspora.

Riesenie:
a) Pre hl'adany vykon radiatora dostaneme: v pripade a)
Pi= (3,6 Wm2K!'03m?+57Wm?K'2m?)30K =1746 W
Aby sa nam v izbe podarilo udrzat’ stalu teplotu, radiator by musel mat’ vykon mini-
malne 1764 W.
b) Za tyzden by sme zaplatili 1,746 kWh [7 [24h [2,7 SK / kWh =792 SK
¢) V byte s s dvojitou tehlovou stenou a oknom s dvomi vrstvami skla nam postaci
vykon Py=(0,5W.m?2K"'03m? +2,7W.m? K'@2m?)30K=357W,
a za tyzden by sme zaplatili: 0,357 kW [7 [24h [2,7 Sk / kWh =162 Sk .
d) Za tyzden by sa usetrilo (792- 162) Sk = 630 Sk.

11.3. Vo vel’kej uzavretej kovovej nadrzi sa nachadza 500 1 transformatorového oleja,
ktorého kinematicka viskozita je 2,0 00°m?s” a hustota 900 kgm™. Olej treba
prederpat’ cez trubicu o priemere 2 cm dizky 0,5 m. Vytokovy otvor v nadobe je na
dne a olej bol vytlatany pretlakom 0,72 10° Pa . Vypod&itajte a) maximalnu rychlost
oleja v priereze potrubia; b) Cas, za ktory olej precerpali; c) priemernu rychlost oleja
v potrubi.

Uvaha:

Zadané veli¢iny Hladané velic¢iny . Pri prl}dem Vls,k 07N kva-
_ 3 — paliny v potrubi kruhového prierezu

V=0,5m Vinax = 7 . . ., .
B P o, bude medzi dvomi koaxialnymi

v=200"m 35 t=7" vrstvami oleja pdsobit’  $mykové

p= 900 kgm’ Vp=7? napﬁtie

d=0,02m dv

1=0,5m =gy D

Ap=0,7200’kgm" s kde n je koeficient dynamickej vis-

kozity, V je rychlost’ oleja a r vzdia-
lenost’ od osi trubice. Koeficient dynamickej viskozity sa da vyjadrit’ ako sucin koefi-
cienta kinematickej viskozity v a hustoty oleja p
n=vp. 2
Uvazujme teraz objem kvapaliny ohrani¢eny koaxidlnym povrchom o polo-
mere r a dizky | vo vnitri trubice. Na tato ast’ kvapaliny pdsobi brzdiaca sila od
susednej vrstvy
dv
F=2T[I‘|T=—2T[I‘|Vpd—r. 3)
Tato sila trenia sa kompenzuje silou, ktori vyvolava rozdiel tlakov Ap a ktora je rovna
°Ap. 4)
Porovnanim dostaneme
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dv __r
dr 2lvp

Ap . (5)

Integrovanim rovnice (5)

\" r
Jdv=—A—p rdr,

2lvp
kde sme vzali do uvahy, Ze pri stene potrubia je rychlost oleja rovna 0, dostaneme
verl(r2r?), ©)
4vp

kde R je polomer potrubia.

Pre objemovy vytok kvapaliny za jednotku ¢asu plati Poiseuillov vzorec
TA

P R4 )

8lvp

Ak vynasobime rovnicu (7) dobou, za ktort urcity objem vytiekol, dostane-
me hodnotu tohto objemu.

Priemerna rychlost’ oleja cez prierez bude rovna objemu oleja, ktory vytecie
z potrubia za jednotku ¢asu podeleného obsahom prierezu potrubia.

1

Riesenie:
Zo vzorca (6) je zrejmé, ze maximalna rychlost’ oleja bude v strede potrubia,
teda pri r=0.
_ Ap d’_ 07200°kgm™s7 [0,02m)
T 4lvp 4 160,5m 200 m%.s™ M00kg.m™>
Cely objem oleja vytecie za dobu t, ktora vypocitame, ak podelime celkovy objem
objemom oleja, ktory vytecie za jednotku ¢asu
_V _VBlvp_05m’BD,SmR200 m’s™ M00kg.m™ 06
V, mApR*? 3,140,720 kg.m " .s 7% [10,02m)*

=2,0ms'.

t

=1591,5s == 26,5min

Priemernu rychlost’ vypocitame, ak vydelime objemovy prietok za jednotku
casu plosnym obsahom prierezu potrubia.

_V, _ mhpd* _ Apd?* _ 0,7200°kg.m™'s7' [00,02m)?

= = = =lms"
Pom? Vo 32lvp  320,5m200°m?.s™ M00kg.m™

NerieSené priklady:

11.4. Aky je relativny rozdiel tlaku vo vnutri mydlovej bubliny o priemere 4 cm a v

jej okoli, ak povrchové napitie mydlového roztoku je 500 N/m? Atmosfericky
tlak je 0,1 MPa. [0,01%)]

11.5. Aky musi byt priemer kapilary v tele rastliny, aby v nej voda vystupila do vys-
ky 5 m? (Predpokladajte dokonalti zmacavost steny a povrchové napitie vody

7002 N/m). [5,7 pm]
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11.6. Kapilara s priemerom 1,5 mm bola ponorena do vody. Polomer zakrivenia me-
nisku vody v kapilare je rovny 1,5 mm. Vypocitajte kol’kokrat je mensia vyska vody
v kapilare ako v pripade, ak by bolo zmacanie steny kapilary dokonalé! [ dvakrat ]
11.7. Do akej vysky vystapi voda v dosledku kapilarity medzi dvoma zvislymi plat-
nami s dokonale zmacavym povrchom, ktorych vzdialenost’ je 0,1 mm, ak je po-
vrchové napétie vody 0,07 N/m? [14 cm]

11.8. Kapiléra bola ponorena do nadoby s ortutou a to tak, ze dizka kapilary nad
hladinou ortuti bola 10 cm. Rozdiel hladin ortuti v kapilare a v nadobe bol 5 cm. Po-
tom bol horny koniec kapilary uzatvoreny. Kapilaru dvihali z nadoby z ortut'ou do-
vtedy, kym hladiny ortuti v nadobe a kapilare neboli rovnaké. O kol’ko bolo potrebné

zdvihntt kapilaru? Atmosfericky tlak uvazujte1,01 00°Pa.[6cm]

11.9. Aka vrstvu vody udrzi impregnovana tkanina, ak otvory medzi vlaknami pova-
zujeme za kruhové s priemerom 0,1 mm? [29 cm]

11.10.7V meste, plocha ktorého je 400 km? naprsalo po&as silného dazd’a za 10 mi-
nat 20 mm vody. Vypoditajte mnozstvo tepelnej energie, ktoré vzniklo pri zlievani
kvapiek dazd’a, ak kvapky, ktoré dopadali na zem, mali priemer 3 mm a vznikali z

malych kvapiek o priemere 310~ mm. Vypogitajte vykon tohto procesu.

[ 1168 GJ; 1,95 GW ]

11.11.PPri taveni dolného konca zvisle zaveseného oloveného drotu o priemere 2 mm
vzniklo 50 kvapiek olova. Vypocitajte priemer kvapiek. O kolko sa skratil drot? Su-
¢initel’ povrchového napétia roztaveného olova je 0,47 N.m™. [ 3,7 mm; 42,4 cm ]
11.12. Pri sustruzeni je ndz chladeny emulziou (uvazujte tepelné konstanty vody). Pri
rychlosti otacania 400 ot/min pdsobi ndéz na obrabany predmet momentom sily 50
N.m. Aky musi byt objemovy prietok emulzie , aby sa nezohriala viac ako o 5°C ak
predpokladame, Ze odvadza teplo odpovedajuce 80% mechanického vykonu?

[80 cm’/s]

11.13. Potrubim dialkového teplovodu o priemere 50 cm sa privadza do vymenniko-
vej stanice voda o teplote 120°C pri priemernej rychlosti prudenia 3m/s. Aky tepelny
vykon voda vo vymenniku odovzdava, ak teplota vracajicej sa vody je 80°C?

[100 MW]

11.14. Antikatéda rontgenovej trubice je tvorena medenou ty¢ou dlhou 250 mm o
priemere 15 mm. Vypocitajte rozdiel teplot medzi horacim a studenym koncom tyce,
ak cez bo¢ny povrch tyce sa teplo neodvadza a studeny koniec tyCe sa chladi vodou
z vodovodu! Voda sa ohrieva o 3°C pri spotrebe 1 kg za minttu. [ 800 K ]

11.15. Jeden koniec ocelovej tyée dizky 20 cm a prierezu 3 cm” udrzujeme na stalej
teplote 300°C, druhy koniec zasahuje do topiaceho sa I'adu. Uréite hmotnost’ l'adu,
ktory sa roztopi za 10 minut, ked’ predpokladame, ze tepelné straty do okolia st nulo-
vé. [0,047 kg]

11.16. Medena ty¢ dizky 15 cm je pripojena k Zeleznej ty¢i rovnakého prierezu a
dizky 8 cm. Volny koniec medenej tyée udrziavame na stélej teplote 150° C. Koniec
zeleznej tyCe na teplote 20° C. Vypocitajte hustotu tepelného toku v tyci a teplotu na
stykovej ploche oboch ty¢i za predpokladu nulovych tepelnych strat do okolia!
[7500° .m™s™; 121,9° C]

11.17. Dve dosticky, medend hrabky 6 mm a Zelezna hrubky 4 mm, sa dotykaju.
Vypocitajte, akd ma byt tepelna vodivost' jednoduchej rovnorodej dosky hrubky
10 mm, aby viedla teplo rovnako, ako tieto dve dosticky! [118 W.m" K" ]

11.18. Valcové ocelové potrubie vntitorného priemeru 7 cm a vonkajSicho priemeru
7,6 cm je obalené azbestovym obalom hrubky 3 cm. Vnutorny povrch potrubia ma
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teplotu 10°C, vonkajsi povrch obalu ma teplotu -10°C. Aké su straty tepla na jeden
meter potrubia za 24 hodin? Aké budu straty za rovnakych podmienok, keby potrubie

nebolo obalené izolujicim obalom? [ 3,9 10°J,7,700° J ]

11.19. Priestor medzi dvoma koncentrickymi gul'ami s polomermi R; a R, (R,>R)) je
vyplneny homogénnou latkou dobre veducou teplo, ktorej tepelna vodivost’ je A. Tep-
loty povrchov st Ty a T,. Urcite mnoZstvo tepla, ktoré prejde za ¢as A t za ustaleného
tepelného toku ktoroukol'vek gulovou plochou koncentrickou s oboma danymi gul’o-

RR, (Tl _Tz)

2T
11.20. Tepelna vodivost’ azbestu bola merana nasledovne. Azbestova doska hribky
(30 = 0,5)mm je zo spodnej strany ohrievana elektrickym ohrievacom, teplota ktorého
sa udrzuje konstantna, a je rovna (800 = 5)°C. Horna strana tvori dno prietokového
vodného kalorimetra o priemere (250 = 1) mm. Vypocitajte stcinitel’ tepelnej vodi-
vosti azbestu a jeho chybu, ak viete, ze spotreba vody v kalorimetri je (120+1)
kg/hod, teplota vody na vstupe do kalorimetra je (20,12+£0,01)°C a na vystupe
(22,360,01)°C! Teploty teplejSej a chladnejsej strany azbestovej dosky su (800+5)°C
a (200£5)°C. Merné teplo vody je 4186 J. K" kg™. [(0,315£0,008) J.m".s" K]
11.21.7 Vypocitajte tok tepla cez ohiiovzdornii vymurovku tepelného zdroja, ak viete,
ze hrubka vymurovky je 400 mm, teplota vnutornej strany 900°C a vonkajsej 60°C.
Sucinitel’ tepelnej vodivosti ohnovzdorného materialu zavisi od teploty podl'a vztahu
k = ko (1+bt), kdek, =0,35Wm™ . K"',b =1,500°K™". [ 1265 W.m *]

11.22. Aky vykon musi mat vykurovacie teleso v miestnosti, aby kompenzovalo
straty tepla cez stenu o ploche 3,5x2,5 m’ a hrabke 30 cm, ak je teplota vzduchu v
miestnosti 20°C a vonku -10°C? Uvazujte stcinitel’ mernej tepelnej vodivosti steny
1,2 W.m™> K" a st¢initele prestupu tepla na vnitornej strane 15 W.m>.K™' a na von-
kajsej strane steny 30 W.m=.K"'. Aké st teploty vnutorného a vonkajsieho povrchu
steny? [750 W, 14°C, -7°C]

11.23. Tenka planparalelna doska s plochou 2 m’ sa nachadza v prade kvapaliny,
ktora tecie pozdiZ jej povrchu. Vypogitajte, aka je dynamicka viskozita tejto kvapali-

vymi plochami! {Q = 4TIAAL

ny, ak na dosku pozdiz jej povrchu posobi kvapalina silou 0,24400° N a gradient

rychlosti v mieste kde sa doska nachadza je 0,1s™. [1,22007 kgm™.s™]

11.24. Privodné vodovodné potrubie o priemere 400 mm privadza vodu z prichrady
do upravovne vody. Vzdialenost’ priehrady od Gpravovne je 50 km. Vstupny otvor
potrubia je 10 m pod hladinou vody v priehrade, na vystupe potrubia je tlak atmosfe-
ricky. Vypocitajte prietok vody na vystupe potrubia! Potrubie povazujte za vodorov-
né. Koeficient dynamickej viskozity vody je 0,00131 kg.m™.s™. [0,94 m’.s]

11.25. Do prevodovky vtla¢a mechanik olej o viskozite 4,807 kg.m™.s”" pomocou
striekacky, ktora ma vystupnt trubicu dlhi 5 cm o priemere 6 mm a jej valec ma
polomer 5 cm. Akou silou musi posobit’ mechanik na piest valca, aby vtlacil 1 1 oleja
za30s?[19,7N]

11.26. Na stole stoji nadoba s olejom hustoty 900kg.m™ a dynamickou viskozitou 0,5
N.s.m™. V boénej stene nadoby vo vyske 5 cm od dna je otvor, do ktorého je tesne
zasunuta kapildra. Vnatorny polomer kapilary je 1 mm a jej dizka je 1 cm. Hladina
oleja sa udrzuje vo vyske 50 cm nad kapilarou. V akej vzdialenosti od konca kapilary
( v horizontalnom smere) bude prud oleja dopadat’ na stol? [ 1,1 cm ]
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12 Deformacia tuhych telies. Teplotna rozt'aznost’ latok.

1. Budeme predpokladat’, Ze vo vSetkych prikladoch napétie pdsobiace na tuhé teleso
neprekro¢i medzu imernosti, t. j., Zze bude platit’ Hookov zdkon. Ak na teleso pdsobi
normalové napitie (oby¢ajne berieme 0 = F/S), potom bude pomerné predizenie tu-

I _IO

hého telesa € (€ = , kde |, je dizka bez prilozeného napitia a | je dizka po pri-
0

loZeni napitia) rovné
e=—ao,

kde E je Yungov modul pruznosti v tahu.

2. Pomer pomerného prie¢neho skratenia N ku pomernému predlzeniu sa vola Pois-
sonovo ¢islo pn=n/ec.

3. Na deforméaciu tuhého telesa je potrebné vykonat’ pracu a preto deformované tuhé
teleso ma potencialnu energiu, ktorej hustota v pripade jednoosovej deformacie je
E ¢’

5
4. Ak budeme posobit’ na tuhé teleso vSestrannym tlakom, potom zmenu jeho objemu
mozeme vyjadrit’ vztahom

W =

A

\Y

P

K b

kde K = ﬁ je modul vsestranného tlaku. Jeho obratena hodnota je rovna izo-
-2l

termickej stlacitelnosti Ky = _L[OV J .
T

viop
4. Hustota deformacnej energie v pripade vSestranného tlaku je rovna
_p°
2K

5.V pripade jednoosovej deformacie tlakom, pri ktorej nie je mozna zmena priec-
nych rozmerov tuhého telesa, je relativne stlacenie tuhého telesa rovné
1-p-2p°
e=-——
E(l-u)
6. Ak na tuhé teleso pdsobi Smykové napétie T, potom bude skosenie Y priamo umer-
né 1

p.

y=1/G,
kde G je modul pruznosti v $myku, ktory sa da vyjadrit pomocou modulu pruznosti

v tahu a Poissonovho ¢isla vzt'ahom
E

G= .
2h+M
7. Ak na jeden koniec ty¢e s kruhovym prierezom posobi kritiaci moment M a druhy
koniec je nepohyblivy, potom skritenie ¥ sa da vyjadrit’ vztahom
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2IM
miG
8. Mierou bezpecénosti k sa vola pomer dovoleného napétia a medze pevnosti

g =

Kk = Odov

Op

9. Pri zvy$eni teploty dizka tuhych latok rastie vprvom priblizeni linedrne
s teplotou, takze mdzeme napisat’
I, =1o(1+ayt),
kde |, je dizka tuhého telesa pri teplote t, 1 — jeho dizka pri teplote 0°C a a, je koefi-
. . e 1dl

cient dlzkovej roztaznosti o) =——.

I dT
10.  Pri zvySeni teploty latok rastie objem (aZ na niektoré vynimky, napr. voda
v rozmedzi 0°C — 4°C) v prvom pribliZzeni linearne s teplotou

V =V, (l+ayAt),
kde V je objem pri teplote t, V, je objem pri pociatocnej teplote ty, At — rozdiel teplot
At=t-t; a 0y je koeficient objemovej roztaznosti a, = \%3—\4
Pre homogénne a izotropne tuh¢ latky mézeme brat’ oy = 30, t. j. koeficient objemo-
vej rozt'aznosti tuhych telies je rovny trojnasobku koeficientu dlzkovej rozt'aznosti.

RieSené priklady

12.1. Na koniec ocelového drotu, ktory je jednym koncom upevneny k stropu, bolo
pripevnené zéavazie hmotnosti 100 kg. Vypocitajte zmenu objemu drotu a energiu
pruznej deformadcie, ak viete, ze dlzka drétu bola 10 m, jeho priemer 2 mm! Ocel” dr6-

tu mala Yungov modul rovny 1,96 10" Pa a Poissonovo ¢&islo rovné 0,3.

Uvaha:

f o exe , L. Pri zatazeni drétu dojde k jeho
Zadané veliiny Hfadané veli¢iny predlZeniu a zaroven k zmenSeniu jeho
lp=10m AV =1 priemeru. Zmenu objemu vypocitame

=1.107 Eq=? i i
fo=1. m11 | zdf ‘ ako rozdiel konec¢ného a pociatocného
E=19600"kgm".s objemu. Pvodny objem bol V, = 7],
H=03 a kone¢ny objem je

kde | =l,(1+€) a r=ry(l-pe). 2)
Z Hookovho zakona je

-
e=op - (3)

Dosadenim za r a | z rovnic (2) do rovnice (1) dostaneme
Vv =mwgly(i+€)(1-pe) =Vo(i+e)(i-pe) .
Odtial'to
AV =V -V, =v0[(1 +€)(1 - pe) —1] . (4)
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Veliciny € a M€ st malé voci 1 a preto ich vysSie mocniny mézeme zanedbat’. Hustota
energie pruznej deformacie je dana vztahom

E ¢’
W:

©)

Celkovu energiu dostaneme, ak hustotu energie vynasobime objemom drotu. Pretoze
AV je malé, mozeme v tomto pripade za hodnotu objemu vziat' hodnotu pociato¢ného
objemu.

Riesenie:
Rovnicu (4) upravime pri¢om vyssie rady € zanedbame
AV =V, [L+e-2pe - 2ue? + (ue)® +p2e® —1)
AV =V (1 -2p) = 1ugl e (1 - 24)

AV =l M9 (1-2p)
O E
-2 _
Av =Ml maly ()= 100kg E9,81rr11is DlE)lm(_lz 0.6) _ 20 mm?
E 1,960 'kg.m™ s
Pre energiu pruznej deformacie dostaneme
2 2 2,2
= |
Ed:WvO:T[rOO ng =m920=
2 wSE 2§ E
2 -2
(100kg)? f.81m.s2f Dom —105].

203,14020107 m) 01,9600 kgm s~

12.2. Ocelovy stip vysoky desat’ metrov o priemere 0,5 m stoji vo zvislej polohe. Vy-
pocitajte o kolko sa stlp skrati v dosledku vlastnej tiaze. Hustota ocele je

7,8500% kg.m™ a modul pruznosti je 2,0 00'"Pa .

Uvaha:
 deas , R Je zrejmé, ze v tomto pripade
IZidla(r)ler:nvehcmy Zlid;me veliciny na rozdievt! od prikladu 12.1. nem(j)—
r=025m Zeme pocitat’ s rovnorodou fieforn,la—
’ ciou, pretoze na horny koniec stlpa
p=7.8500" kg.m" nepdsobi Zziadna tiazova sila a na
E=2000"kem! g2 dolny koniec pdsobi cela tiaz stipu.

Preto bude stladenie stipu na hornom
konci nulové a na dolnom maximalne. Aby sme mohli vypogitat’ celkovii zmenu diz-
ky stipu, zvolime si os X vo smere osi stipu s po¢iatkom na jeho hornom konci. Zvo-
lime si teraz vo vzdialenosti X tenka vrstvu o hribke dx. Stlacenie hrabky dx bude ne-
koneéne malym prispevkom k celkovému stlaceniu Al, preto ho ozna¢ime d(Al).

Podl'a Hookovho zdkona

d(AI) Fdx pngdx'

1
ES ES M
Riesenie:

Celkové stlacenie Al dostaneme integrovanim rovnice (1)
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2
Y LI

0
Po dosadeni zadanych hodnét dostaneme
_7.8500°kg.m™ 9,81m.s % [{l0m)?

=1,8300° m=183um.
22,000 " kgm s :

Al

F 12.3. Zelezna valcova ty¢ dizky 50 cm a
priemeru 0,5 cm je na jednom konci upevne-

el na. Na druhom konci mé pripevnené koleso

----- S I & s polomerom 20 cm. Akou tangencialnou si-
A lou treba posobit’ na obvode kolesa, aby sa
I prierez tyCe v mieste kolesa stoc¢il vzhladom

= . na upevneny koniec ty¢e o uhol 15°? Pozri

Obr.57 obr.57.

Uvaha:
) i ) Budeme predpokladat, ze pri
Zadané hodnoty ~ Hladan¢ hodnoty kriteni tyCe nebude prekro¢end medza

I=0,5m F=? umernosti, tj. uhol pootocenia bude
d=10,005m priamoumerny pdsobiacemu Smykovému
R=0,2m napdtiu. Vztah medzi momentom sily M a
¢ =15° pooto¢enim ¢ jednej zakladne voci druhej
G=7.1600" Pa je nasledovny
21
¢ — M, (1

Moment sily v pripade tangencialne;j sily F je
M=FR )

Riesenie:
Dosadenim M z rovnice (2) do rovnice (1) a upravou dostaneme
e _7Gd' 31471600 kgm™ s 500~ m)' 262
2RI12% 200,2m [0,5m 16

Aby sa prierez tyCe v mieste kolesa stocil vzhl'adom na upevneny koniec ty-
¢e o uhol ¢, treba na obvode kolesa pdsobit’ tangencialnou silou 11,5 N.
2l

=11,5N.

1 12.4. Hlinikové droty vysokonapatového ve-
denia su napnuté na stoziaroch, ktoré maju od-
stup 60 m. Aky velky musi byt previs drotov
pri 20°C, ked’ pri —25°C maja byt droty vodo-
rovné a ked’ previs kvoli zjednoduseniu vypoctu
povazujeme za trojuholnikovy? Pozri obr.58.

Obr.58
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Uvaha:
Pri vypocte budeme vychadzat’ zo

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny vzt'ahu pre dizkovi roztaznost

21,=60m h=2 e =lo[l+0y (t -t,)]. (1)
a,=2300°K"! kde |, je dizka drotu pri teplote t, I, je dizka
t, =-25°C drétu pri teplote t, a (podl'a normy 0°C) a;
t, = 20°C je  koeficient  dlzkovej  roztaZnosti.

Z obrazku 58 je zrejmé, ze previs h
modzeme vypocitat’ pomocou Pytagorovej vety a teda
h?=1%-12, (2)
kde || je poloviéna vzdialenost medzi stoZziarmi, rovna polovi¢nej dizke hlinikového
drétu pri teplote —25°C a |, je poloviéna dlzka hlinikového drétu medzi dvomi sto-
ziarmi pri teplote 20°C.

Riesenie: )
Vyjadrime si dlzky |; a I, pomocou rovnice (1)
L =lo(+at) a 1, =1,(+ayt,)
(1+at,) '
(1+ at, D
Dosadime zadané hodnoty a dostaneme
1+23007° K 20K

m B ——

1+23007° K™ ({-25K)
Potom diZka previsu h bude

h =12 =12 =/(30.031m)? - (30m)* =134m .

odkial I, =1,

l, = =30,031m

12.5. Koleso rusna ma pri teplote 0°C polomer ry = 1 m. Aky je rozdiel v pocte otoce-
ni kolesa na drahe | = 100 km v lete pri teplote t; = 25°C a v zime pri teplote

t,=-25°C, ked’ suéinitel’ diZkovej rozt'aznosti materialu kolesa a; = 12 10 K'2

Uvaha:
V dosledku dlzkovej roztaznosti

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny

bude obvod kolesa v zime pri t; = -25°C

=0° =9
:,0 :(i C An=? mensi ako v lete t, = 25°C. Zavislost’ polo-

I(): | Osnrln meru kolesa od teploty je dany vztahom
t, = -25°C re =r,(1+aat), )]
t, = 25°C kde r, je polomer kolesa pri teplote t a I, je
o= 12006 K- polomer pri teplote 0°C. 0y je koeficient
! dlzkovej rozt'aznosti. Pre obvody kolesa pri

teplotach t; a t, budu platit’ vztahy
O,=2mr;, a O, =21mm,. 2)
Pocet otacok kolesa n na drahe | je
|

n= o 3)
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Riesenie:
Rozdiel v pocte otoCeni Ny — N, pri pouziti vzorcov (3) a (2) bude
I | | I
An=n-n,=—-—=—-- .
o, O, 2m 2m,

Vyjadrime si teraz pomocou rovnice (1) polomery r; ar,

An = ! 1 . 4)
2m, \ 1+alt, 1+aht,

Zo zadania su teplotné rozdiely At; a At; rovné ¢o do hodnoty ale opaéného znamien-
ka, Aty je z&porny rozdiel teplot, At, kladny. Oznacme si hodnotu teplotného rozdielu
At a upravime rovnicu (4)

| 1 1
An = - .
2m, \1-aAt  1+alt
Pretoze 0At je mala veli¢ina mézeme podla nej rozlozit’ kazdy zlomok do radu a vys-

Sie mocniny zanedbat’.

L [1+2ant - (1 - 200t = I;ZaAt .

n Ty
PO dosadeni zadanych hodn6t dostaneme

10°m20O200°K ™' 25K _
203,14m -

Potom An =
2

An = 9,6

NerieSené priklady

12.6. Pomocou zeriavu bolo potrebné preniest’ hria-
del’ hmotnosti 10 t. K dispozicii boli ale len dve oce-
lové land, kazdé s nosnostou 4 t. Preto pridali tretie
lano medené. VSetky lana mali rovnaky prierez. Oce-
oce me oce  Tové land boli upevnené na koncoch hriadel'a, mede-
né v strede. Pozri obr.59. Vypocitajte akou silou boli
m namahané  jednotlivé  land  pri  prenaSani?

' ' [3,7400%N;2,3200*N;3,7400%N]
Obr.59 12.7.7 0 kolko by sa ¢inkom vlastnej tiaze predizilo

) ocelové lano dizky 9000 m, spustené do mora do takej
hlbky, aby lano vol'ne viselo a bolo celé ponorené do vody, ak hustota morskej vody

p;= 1,03 ao? kg.m™, hustota lana p, = 7,7 ao? kg.m™ a modul pruznosti v tahu oce-
le E=21,6010" Pa?[12,28 m]

12.8." Do hibinného vrtu je spustené zavazie hmotnosti 50 kg na ocelovom lane dizky
2,5 km. Aky musi byt’ priemer lana, aby bol dodrzany koeficient bezpecnosti 3 proti
pretrhnutiu, ak medza pevnosti v tahu je 600 Mpa? AkY je rozdiel medzi dizkou za-
tazeného lana a diZkou lana v nezat'azenom stave, ak ma priemer 10 mm?

[8,4 mm, 1,2 m]

12.9. Vypocitajte hodnotu Poissonovho ¢isla latky, ktorej objem sa pri deformacii ta-
hom nemeni. [ 0,5 ]
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12.10. Valcova ty¢ povodnej dizky 1, je na jednom konci upevnena a na druhom konci
namahana v smere dlzky silou F. Ako sa zmenil objem tyCe pri deformécii, ked’ mo-
dul pruznosti v tahu tyce je E? [ AV=lF(u-2)/H E ]

12.11. Drot povodnej dlzky |y = 10 m je na jednom konci upevneny a na druhom kon-
ci sa napina v smere diZky silou F = 200 N, ¢im sa predizi o Al = 4 mm. Najdite p6-
vodny priemer drotu ako aj zmenu priemeru pri predizeni, ak modul pruznosti v tahu
drotu E= 200" Pa a jeho modul pruznosti v smyku G = 7,3500'° Pa!

[0,18 cm; 0,210 cm]

12.12. Ako sa zmeni objem Zeleznej tyce tvaru hranola pévodnych rozmerov a, = 1m,
bo =y =10 cm, ked’ je ty¢ v smere rozmeru &8, namahana tahom 0 =9,81 107 N.m>?
Modul pruznosti Zeleza, z ktorého je ty¢ zhotovena je E = 19,62 00" N.m? a modul

pruznosti v $myku G = 7,35 00" N.m? [ 1,65 cm’]
12.13. Ak dizku mal Zelezny drét, ktory sa vplyvom vlastnej tiaZe roztrhol , ked” ob-

jemova hmotnost’ zeleza je 7,8 ao? kg.m” a medza pevnosti Zeleza 7,2 10* pa?
[1>9400 m ]

12.14.7 Dokazte, ze hribku steny gulovitej nadrze je mozné urobit’ dva razy tensou
ako stenu valcovitej nadrze, ak maju rovnaky priemer a su vyrobené z rovnakého ma-
terialu a nachadzaju sa pod rovnakym tlakom!

12.15. Z plnej gumenej hadice bol vyrobeny prak. Polomer hadice bol 3007 m a jej
dizka bola 0,42 m. Ak natiahneme gumu praku o 0,2 m a vystrelime kameii hmotnos-
ti 0,02kg, jeho poiatotna rychlost bude 20 m.s™. Vypogitajte Youngov modul pruz-
nosti gumy za predpokladu, zZe zmenu prierezu gumy neuvazujeme. [2,94 MPa |

12.16." Na skokanskom mostiku je vodorovne upevnena za jeden koniec drevend do-
ska §iroka 40 cm a volne vyénievajiica z upevnenia dizkou 2,5 m. Aky bude priehyb
dosky, ak sa na jej koniec postavi osoba hmotnosti 80 kg? Aky uhol sklonu bude mat’
koniec dosky? (Vlastnil tiaz dosky neuvazujte, modul pruznosti v tahu dreva je

1,200 Pa). [16 cm, 0,1 rad]

12.17. K ocelovému drétu o priemere 1 mm a dlhému 0,5 m je pripevnené zavazie
hmotnosti 1 kg. Vypocitajte maximalnu frekvenciu, ktorou mézeme drét so zdvazim
rovnomerne otd&at’ vo zvislej rovine, aby sa drot neroztrhol. [ 5,3 s™' ]

12.18. Stroj je spojeny s motorom ocelovym hriadelom dizky 80 cm o priemere 25
mm. Aky je uhol skrutenia hriadel'a, ak sa pri rychlosti otaCania 2000 ot/min prenasa
mechanicky vykon 500 kW? [0,06 rad]

12.19. Brzdovy hydraulicky rozvod je realizovany trubickami s vonkaj$im priemerom
6 mm, hrubkou steny 0,3 mm a medzou pevnosti v tahu 600 MPa. Aky tlak brzdove;j
kvapaliny trubicka vydrzi? [67 MPa]

12.20. Stanovte relativiu zmenu objemu Zelezného telieska a vody, ak st vystavené v
tlakovej komore posobeniu vsestranného tlaku 5 MPa. Porovnajte objemovu stlacitel’-

nost’ oboch latok. [pre Zelezo3,3 007 , pre vodu2,5 007 |

12.21. Vypocitajte potencidlnu energiu drétu dlhého 5 002 m s priemerom
400" m ktory je skrateny o uhol 10°. Modul pruznosti v $§myku materialu drétu je
5900 Pa.[1,25007% J)

12.22. Aky musi byt’ polomer medeného drétu, aby sa G¢inkom sily 500 N, ktora nan
podsobi v smere dizky, nepretrhol, ked” medza pevnosti medi je 2 10® N.m™ ?
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[0,89 mm]

12.23. Vypocitajte deformacnii energiu hlinikovej tycky so Stvorcovym prierezom,
ktora bola vtlacend do otvoru rovnakého prierezu, ale o 0,1% kratSieho. (Priene roz-
mery tycky sa nemozu menit’). [4846 J ]

12.24. Hlinikové kocka s hranou 10 m bola deformovana viestrannym tlakom. Aké
vel’ka bola sila, ktord posobila na kazdu stranu kocky, ak sa jej objem zmenSil o 1%.
[ 60 kN ]

12.25. V trubici hydraulického rozvodu o vnatornom priemere 20 mm su dva piesty
vzdialené od seba 50 cm a priestor medzi nimi je vyplneny kvapalinou so sucinite-

Fom objemovej stlagitelnosti 5007'° Pa™. Ako sa zmeni vzdialenost’ piestov, ak ich
zat'azi prenasana sila 15 kN? (Mechanickt rozt'aznost’ trubice neuvazujte). [1,2 cm]

12.26. Na Zeleznt ty¢ tvaru kvadra pévodnych rozmerov a3 = 50 cm, by = 10 cm, ¢, =
5 cm pdsobi rovnomerny vsestranny normalovy tlak 9,81 00° Pa. Ako sa zmensi ob-

jem kvadra po deformécii, ked” modul pruznosti v tahu tyée je 19,62 10'° Pa?

[-12,7 mm®] ,

12.27. Ked’ banku teplomera ohrejeme zapalkou, v prvom okamihu klesne stlpec ortu-
ti, skor nez zacne stupat’. Preco?

12.28. Vzdialenost’ dvoch bodov, odmerana ocelovym meradlom pri teplote 30°C,
bola 186 m. Aka je skutona hodnota tejto dizky, ked’ meradlo je spravne pri teplote
18°C? [186,024 m]

12.29. Aky dlhy je ocelovy drét s prierezom 4 mm?, ktory sa po prijati tepla 1,25 kJ
predizi 0 0,1%. [ 962 mm ]

12.30. Homogénna Zelezna ty¢ hmotnosti 3 kg ma pri teplote 8°C dizku 1 m. Vypogi-
tajte, ako sa zmeni moment zotrvacnosti tejto tyc¢e vzhl'adom na os kolmu na smer ty-
¢e a prechadzajicej jej koncovym bodom, ked’ sa zohreje na teplotu 100°C!

[AJ= 2400 *kg.m?]

12.31. Dve tyce jedna Zeleznd a druhd medena s polozené na seba tak, Ze jednym
koncom sa opierajli o stenu. Vypo¢itajte dizku Zeleznej tyce, ak viete, Ze medena ty¢
bola pri teplote 0°C dlha 24 cm a rozdiel tyci bol pri 'ubovolnej teplote konStantny.
[0,18m]

12.32. Pravouhlé nadrz dlha 5,2 m a Sirokéd 4,1 m je naplnend do vysky 3,9 m vykuro-
vacim olejom s hustotou 880 kg.m™ a teplotou 12°C. Aby olej I'ahko tiekol, zohreje-
me ho na 70°C (ay= 0,00096 K"). O kol’ko pritom stiipne hladina oleja a ako sa zme-
ni objemova hmotnost oleja? [0 22 cm; 833 kg.m™]

12.33. Skleny pyknometer objemu 15 ¢cm’ je pri teplote 0°C naplneny ortutou. Ked’
teplotu okolia zvysime na 100°C, z pyknometra vytetie 234 mm’ ortuti. Vypoditajte,
aky je koeficient objemovej roztaznosti ortuti! [ 18,6 10K ™]

12.34. Ocelovu ty¢ s prierezom 2 cm® zohrejeme z teploty 0°C na teplotu 50°C a po-
tom ju prudko ochladime na poévodnu teplotu. Vypocitajte, akou najmenSou silou po-
sobiacou v smere osi treba pdsobit’ na ty¢, aby sa pri ochladeni neskratila! Predpokla-
dame, ze modul pruznosti sa s teplotou nemeni. [ 25200 N ]

12.35. Priamy usek kolajnic bol zvarany pri teplote 20°C. Aka tlakova sila vznikne v
priereze kolajnice o ploche 80 cm’, ked’ sa v lete kolajnice zohrejii na teplotu 50°C
(nemaji moznost’ sa predlzit’). [576 kN]

12.36.Dva ocel'ové valce, ktoré maji rovnaka dizku 0.5 ma prierezy S;=2S5,= 20 cm’
pri teplote 20°C, su postavené na seba. Dolny valec je Sirsi a je uchyteny v zaklade.
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Horny koniec tensieho valca je o 0,3 mm nizsie ako nosnik. Vypocitajte silu, s ktorou
budu valce pdsobit’ na nosnik, ak sa ich teplota zvysi o 50°C. [ 21,8 kN ]

12.37.F Betonovy nosnik s ocelovou vystuzou mé plochu prie¢neho prierezu beténu
500 cm” a ocele 10 cm”. Pri teplote 18°C bolo napnutim ocelovej vystuZe vytvorené
v betone mechanické predpitie 5 MPa. Aky je rozdiel predpétia betonu v teplotnom
intervale -20°C az 40°C, ak uvazujeme modul pruznosti v tahu pre ocel’ 200 GPa a

pre beton 40 GPa a su¢initele teplotnej dizkovej roztaznosti ocele 1100 K™ a be-
tonu 1200 K'? [0,22 MPa, rastie s teplotou]
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CAST II1.
MECHANICKE KMITY A VLNY

13 Mechanické kmity

V tomto paragrafe sa zaoberame rieSenim uloh tykajucich sa netlmenych, tI-
menych a vynitenych kmitov hmotného bodu alebo tuhého telesa. Prv nez sa pristupi
k rieSeniu konkrétnej ulohy je potrebné urobit’ kvalitativnu analyzu deja, t.j. urobit
analyzu sil, ktoré posobia na hmotny bod alebo tuhé teleso.

V d’alsom budeme skimat’ len jednorozmerné kmity a preto pre ich opisanie
vysta¢ime s jednou stradnicou, ktord v zavislosti od charakteru pohybu moéze byt
bud’ linearna alebo uhlova. Rovnica kmitavého pohybu sa vyjadruje pomocou harmo-
nickej funkcie. VolI'ba harmonickej funkcie sinusu alebo kosinusu sa obycajne robi na
zéklade pociatocnych podmienok.

1. Rovnica netlmenych harmonickych kmitov ma tvar
X=A sin((.oot + ¢0),
kde x je vychylka z rovnovaznej polohy, A je amplitida kmitov, w, = i_—n - vlastna

uhlova frekvencia, T - perioda kmitov, f, - vlastna frekvencia a ¢, — poc¢iato¢na faza.
Funkcia x=x(t) je rieSenim diferencialnej rovnice pre harmonické kmity

d2x
e} =-wix,
dt
¢o je zjednoduseny zapis Newtonovej pohybovej rovnice

mi——kx pre  w? LS
dt? " Tm

pre pohyb telieska hmotnosti m pri posobeni elasticke;j sily o velkosti kx.

2. Kineticka energia kmitajticeho telesa je rovna
2 2

mv? _ mapA

— " T2 cos? (ot + o).

3. Potencialna energia kmitajticeho telesa je rovna

E« =
2p2
mepyA” .

Ep =w°+s1n2(oot +¢0).

4. Celkova energia je rovna suctu potencialnej a kinetickej energie
mwj A’

E=Ep+Ec=—

5. Peridda kmitov matematického kyvadla je
T= ZH\/I )
g
kde | je dizka kyvadla a g tiazové zrychlenie.
6. Perioda kmitov fyzikalneho kyvadla je
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T =2m i
\/mgl

kde m je hmotnost’ kyvadla, |- vzdialenost’ taziska hmotného telesa od osi otacania a J
moment zotrvacnosti vzhl'adom k osi otac¢ania.

7. Uhlova frekvencia torzného kyvadla je

_on_ |nGr?
e N T
0

kde G je modul pruznosti v $myku, r- polomer zavesu a | —dizka zévesu kyvadla a J
moment zotrvacnosti zavazia vzhl'adom k osi otaCania.

8. Rovnica tlmenych kmitov oscildtora ma tvar
x=Ae™ sin(oot + ¢0),

kde 3 je koeficient timenia a w = 1/0)f — &> uhlova frekvencia kmitov.

9. Logaritmicky dekrement tlmenia je definovany ako prirodzeny logaritmus pomeru
dvoch za sebou iducich amplitad.
- Aet
N= IHW =0T
0
10. V pripade, Ze na harmonicky oscilator s timenim bude posobit’ vonkajsia harmo-
nicka sila Fjsinwt, potom sustava bude vykondvat v ustidlenom rezime vynitené
kmity podl'a rovnice
X=A sin(o.)t —(b),
Fo/m
2
\/(wg —a)z) +40°w’
28w

w0~ '

kde A= je amplitida kmitov a fazovy posuv ¢ stanovime

z rovnice tgd =

Riesené priklady

13.1. Vypocitajte periodu harmonického pohybu hmotného bodu o hmotnosti 10 g,
ked sila udrziavajuca hmotny bod v tomto pohybe ma pri vychylke 3 cm hodnotu
0,05 N.

Uvaha:

Pretoze vychylka je zadana ako
Zadané veli¢iny ~ Hl'adané veliCiny skalarna veli¢ina, mo6zeme predpokladat’, ze
m=0,01 kg T=2? harmonicky pohyb prebieha po priamke.
X; =0,03 m Rovnica harmonického pohybu bude mat
F1=0,05 kg.m.s” tvar

X=Asin(oot+¢0), 1

kde x je vychylka v ¢ase t, A — amplitida kmitov, - kruhova frekvencia a ¢, pocia-
to¢na faza. Perioda kmitov je spojena s uhlovou frekvenciou nasledovnym vztahom
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21

T=—. 2)
[0V}
V pripade harmonickych kmitov posobi na hmotny bod sila
F=-kx. 3)
Rovnica (1) plati pre harmonické kmity, pre ktoré¢ wje dané vztahom
w? = K 4)
m

Dosadenim rovnic (3) a (4) do rovnice (2) vypocitame hl'adant hodnotu periédy kmi-
tov.

Riesenie:
Dosadenim za wdo rovnice (2) dostaneme

T =2 m
V k
a po dosadeni za k z rovnice (3)

T =2 ™ =y 314 [L0LKLO05 M 1 4 ¢
F 0,05 kg.m.s

13.2. Idealna pruzina je volne zavesena za jeden koniec. Jej dizka je lp. Ked’ na druhy
koniec pruziny zavesime teliesko hmotnosti m, bude jej dizka 1, + h. Na toto teliesko,
ktoré sa nachadza v pokoji, dopadne z vysky h druhé teliesko tej istej hmotnosti. Raz
je absolutne nepruzny. Vypocitajte periddu, pociatocnti fazu a amplitadu kmitov ta-
kejto sustavy a tiez maximalnu vysku nad pociatocnou rovnovaznou polohou, do
ktorej sa zdvihnu telieska pri kmitavom pohybe. RieSte najprv vSeobecne, potom pre
h=0,Im.

Uvaha:
Zadané veli¢iny Hladané veliCiny .. P,re Elarvmqmcke ’km'lty telieska na
h=0.1m T=9 pruzine st dolezité dva udaje, a to tuhost

pruziny a hmotnost’ telieska. Okrem toho je

=9
/g) 02,7' treba poznat rovnovaznu polohu, okolo
h o ktorej budi prebiechat kmity. Tuhost

pruziny zistime z prediZenia pruziny pri jej
zat'azeni telieskom hmotnosti m. Zo vztahu
mg =k h dostaneme
k=mg/h.

Rovnovaznu polohu Xo, t.j. dizku pruziny zatazenej obidvomi telieskami, zistime zo
vztahu k(X0 - |0) =2mg a odtialto x, =l, +2h, kde Iy je dizka nezatazenej
pruziny.

Nech pociatok sturadnicovej sustavy bude v bode X, a kladny smer osi X nech
smeruje dole. Rovnica pohybu oboch spojenych teliesok bude mat’ tvar

2 2
m 9 = ox atebo EX 49y =, 1)
dt dt’>  2h

Rovnice takéhoto druhu popisuji harmonické kmity s periddou
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kde =2 .

T:2_7T:27'[ ﬁ’
w \ 9
2h

Riesenie rovnice (1) budeme hl'adat' v tvare

x(t) = Asin(wt +¢,). )
Amplitada A a pociato¢na faza ¢, sa daju urdit’ z pociatoénych podmienok.
Riesenie:

Za Cas t = 0 si zvolime okamZik, ked’X(O) = —h . Poc¢iato¢ni rychlost’ V(O)

vypocitame z podmienky, ze raz teliesok bol absolutne nepruzny, a teda

mv, = va(O). 3)
Ak vezmeme do uvahy, Ze teliesko dopadlo z vysky h, jeho rychlost’ na zaklade zako-
na zachovania mechanickej energie bude v; = \/E .

Dosadenim do rovnice (3) a tipravou dostaneme

v(O):@.

Derivéaciou rovnice (2) dostaneme rychlost’ teliesok ako funkciu casu
v(t)= Awcos(wt +g,). (4)
V case t=0 vztahy (2) a (4) prejdu do tvaru
X(0)=Asing,
v(0) = Awcos @, -
Z tychto dvoch vztahov dostavame pre amplitidu kmitov

2
A= x2(0)+ LD
w
a pociato¢nu fazu
@ = arctan&.
v(0)

Dosadenim za x(0), v(0) a wpo Gprave dostaneme

A=hy2 a oo = arctan(—l) =135°.
Maximalna vyska nad pévodnou rovnovaznou polohou, (ktord bola vo vzdialenosti h
od pociatku stradnic) je

hmaX:A—h:h(ﬁ—l). (4)
Dosadenim ¢iselnych hodnot od rovnice (2) dostaneme

T=om |2 2m 5975
9,81 m.s

Dosadenim ¢iselnych hodnét za h dostaneme
A=01m+2=0]1414m,
a z (4) dostaneme h,,, = 0,0414 m.
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13.3. Aky je koeficient tlmenia kmitov hmotného bodu, ked’ podiel dvoch za sebou
iducich amplitid hmotného bodu na ta istd stranu sa rovna 2 a peridda tlmenych kmi-
tov T = 0,5 s? Aka by bola peridda netlmenych kmitov za rovnakych podmienok?
Uvaha:

Budeme hladat’ vztah, v ktorom

Zadané veli¢iny Hl'adané veli¢iny koeficient tlmenia kmitov hmotného bodu &
T=0,5s 0=" vystupuje spolu s periodou kmitov T a

A(t) _ T =9 pomerom dvoch po sebe idicich amplitad.
Alt+T) L Takym vztahom je definicia logaritmic-

kého dekrementu Gtlmu
Alt) _ A o

A(t +T) Aoe_é(“'T)

Perioda netlmenych kmitov sa da vyjadrit pomocou vlastnej kruhovej frek-

A=In =5T . (1)

vencie vztahom Ty =—, (2)

kde w, = Jﬁ je vlastna uhlova frekvencia netlmenych harmonickych kmitov. Po-
m

dobne pre periddu timenych kmitov plati
T= an . 3)
W

Uhlova frekvencia tlmenych harmonickych kmitov wsa rovna

w=qwf -5 . 4)

Riesenim rovnic (2),(3),(4) dostaneme hl'adant periédu vlastnych kmitov.

Riesenie:
Z rovnice (1) pre koeficient timenia kmitov hmotného bodu & plati:
A\

T
A)

=2, apreto
At +T)

Zo zadania vyplyva, Ze

In2
o=——. 5
= (5)
Po dosadeni za T = 0,5 s dostaneme

6=1n—52=1,39s‘1.

>

Koeficient tlmenia kmitov hmotného bodu je 1,39 s
Po dosadeni wzo vzt'ahov (4) a (3) do vzorca (2) a ipravou dostaneme

_ 2m 21T _ 21
TO_\/ > <2 2 - 2
w +90 2m
\/(J +82 ﬂ +(1’393‘1
T 0,5s
T,=0,497s.

Peridda netlmenych kmitov za rovnakych podmienok by bola 0,497 s.
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13.4. Guloeka hmotnosti 50 g je zavesena na nehmotnej pruzine s tuhostou 20 N.m™.
Na gul'6¢ku pdsobi vonkajsia harmonicka sila v zvislom smere, ktorej uhlova frek-
vencia je 18 s™. V désledku toho guli¢ka kona vynatené kmity s amplitadou 1,3 cm.
Fazovy posun vychylky gulicky zrovnovaznej polohy voci vonkajsej sile je Tv4.
Vypocitajte pracu vonkajsej sily za dobu | periody kmitov! Kolkokrat je tito praca
mensia nez maximalna praca, ktorti moze vykonat’ vonkajsia sila za 1 periédu?

Uvaha:
Zadané veli¢iny  Hradané veli¢iny . GuPocku, ktord - vykondva
m=0,05 kg A=9 vynutené 1’<m1ty, mozeme povazovat
k=20 ks Aoy = ? za hmotny bod. Amplitaidu kmitov
w=18 5" oznaéi.mc? a.ko XQ. Elementarna praca
Xo=0,013 m vonkajsej sily F je rovna
o = 74 dA =Fv dt, (1)

kde Vv je rychlost’ gulicky. Vonkajsia
sila sa meni s Casom podla vztahu
F =F;sinwt , 2)
kde F, je amplitida vonkajsej sily a w jej uhlova frekvencia. Vychylka kmitajucej
gul'6cky z rovnovaznej polohy a jej rychlost’ sa menia podla vztahov

X = X, sin (wt = ¢), 3)
VvV =X =00X000s(00t—¢v). @)
Amplitada a fdzovy posun vynitenych kmitov st rovné
F,/m
0= . > ) (5)
\/((oﬁ —ooz) - 487w’
20w
tgp=—--—-, (6)
Wy — W

kde w, =+k/m je vlastna uhlova frekvencia oscilatora. Rovnice (5) a (6) tvoria

stistavu rovnic pre nezname & a Fy. Znamena to, Ze mozu byt’ stanovené vSetky para-
metre, ktoré charakterizuju vonkajsSiu silu a rychlost’ kmitajuceho telesa v zavislosti
na ¢ase. Dosadenim rovnic (2) a (4) do vztahu (1) dostaneme
dA =Fv dt =FyX, wsinat cos(at —¢)dt . 7
Précu, ktoru vykonava sila za jednu peridodu, mozeme zistit' integrovanim
rovnice (7) podla ¢asu. Ako je vidiet’ z rovnice (7), elementarna praca meni znamien-
ko pocas jednej periody. Praca vynucujicej vonkajSej sily bude maximalna vtedy, ak
dA bude v l'ubovolny casovy usek dt kladna, t.j., ked’ vynucujica sila a rychlost
kmitajuceho hmotného bodu budi vo faze. Znamena to, ze v l'ubovol'nom ¢ase bude
platit’
cos(oot - ¢) =sinwt . ®)
Pomocou rovnic (8) a (6) mézeme najst’ hodnoty ¢ a w, pri ktorych bude praca von-
kajsej sil maximalna.

Riesenie:

Pracu vonkajsej sily za jednu periddu dostaneme integrovanim rovnice (7).
Najprv ale podl'a trigonometrického pravidla pre cosinus rozdielu dvoch uhlov vypo-
¢itame cos(oot - ¢)a dosadime do rovnice (7)
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T T
A= FOXOA{COS ¢ |sin wt [Gos wt dt +sin ¢ |sin® wtdt |.
0 0

Hodnota integralov je
T T

Jsinwt [¢oswt dt =0, Jsinz wt dt =1 = .
2 w
0 0
Potom hl'adana praca
A =F,X,Ttsin ¢ . C)
Z rovnice (6) pre ¢ =710/ 4 vyplyva
20w= 0y — W’ . (10)
Dosadime vztah (10) do rovnice (5)
Xo = 2 i 2 ’
m ‘wo - W Nz
a odtial'to F, =x0m(w§ —of)\/E. (11)

Dosadenim vzt'ahu (11) do rovnice (9) vezmuc do Gvahy, Zze ¢ =11/ 4 dostaneme
A=Xim 1'[(0)(2) —(oz),
A :Xgmn(k/m —ooz).
20 kg.s™ _
0,05 kg

Prejdeme k rieSeniu druhej otazky. Rovnica (8) plati pre ¢, =1/2. Po dosa-

A =(0,013m)* [0,05kg B,14EE 1825_2J=2,0 077,

deni tejto hodnoty do rovnice (6) dostavame w; =y, . Pri tejto kruhovej frekvencii
rychlost’ kmitajiceho hmotného bodu a vonkajsia sila sa menia s casom vo faze, a
preto praca vonkajsej sily za jednu periddu bude maximéalnou. Ak vezmeme do tva-
hy, ze Fy je konStantna, bude pomer maximalnej prace An.x k praci A na zaklade rov-
nice (9) nasledovny
Ammax | A = X omax sin ¢ /(X sin ¢),
kde Xomax @ ¢1 st amplitida vynatenych kmitov a ich fazovy posun oproti vonkajsej
sile pri
=0y .
Z rovnice (5) dostaneme
Xomax = Fo /(2m &ay).
Ak vezmeme do tivahy rovnice (10) a (11) najdeme
X omax = Xo V2 / @,
Potom
Amax | A =X, (A)\E/(Xowosinq)),
ale sin =\/§/2, a preto
-1
A /A= 2w 2w 208s

= = =18.
ma )
@y Wk/mo 20kgs? /0,05 kg
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13.5. Dva rovnobezné kmitavé pohyby rovnakej amplitidy, rovnakej pociatocnej
fazy a blizkych period T;=3 sa T,= 3,1 s sa skladaju do vysledného pohybu. Najdite
periddu vysledného kmitavého pohybu a periddu razov!

Uvaha:
Zadané veli¢iny HTladané veli¢iny Pre kmltavy pohyb plati

_ _ X =Xg sin («X + @),
Tl_ 33 T=2 . . . v g

_ —o kde X, je amplitada, ¢ je pociatona faza a
To=3,1s Tr=? w= (m/k)"”? je uhlova frekvencia kmitavé-
ho pohybu.
Preto méZeme pre uvedené kmitavé pohyby napisat’

X1 =Xo sin (Wt +); X, =Xo sin (wpt + §).
Pre vysledny pohyb potom plati: X=X+ X
X = Xo sin (&t +¢) + Xo sin (6t +¢),

L o
x=2xocos(“22“lt)ﬂin(“22“1t+¢).

Vysledny kmitavy pohyb ma uhlova frekvenciu rovnu poloviénému suctu
uhlovych frekvencii jednotlivych kmitov a amplitidu, ktord sa periodicky meni
s uhlovou frekvenciou rovnou poloviénému rozdielu pdvodnych frekvencii.

Riesenie:
Pre periodu vysledného kmitavého pohybu mozno pisat

To 20 _ 2 _ 2 _2IT, = 3,056 |
M ﬂ.q.& i.}.i Tl +T2
2 2 2 T, T,

Perioda amplitady bude rovna

T = 2 _ 4m
W -wW,  W-w
2
Ked’ze za jednu periddu zmeny amplitidy vznikni dve zosilnenia a dve zo-
slabenia amplitady, t.j. dva razy, pre periddu razov plati:
T = 2n _ 1 I S I P 93s
w-w, @ _w 1 _1 T-T,
2 2 T, T,

NerieSené priklady

13.6. Za kolko sekund po prechode rovnovaznou polohou sa pri sinusovom kmitani
s amplitidou Ay = 2 cm a f = 50 Hz dosiahnu vychylky a) 1mm; b) 5mm; ¢)15 mm?

[a) 160 ps; b) 805 s ; ¢) 2,7 ms ]

13.7. Hmotny bod vykonava harmonické kmity pozdiz osi x. V ¢ase 0,1 s od zaciatku
pohybu je vzdialenost’ hmotného bodu od rovnovaznej polohy 5 cm, rychlost’ 62
cm/s a zrychlenie -540 cm/s>. Vypoditajte: 1) amplitidu, uhlovii frekvenciu a pocia-
to¢nu fazu kmitov; 2) polohu ,rychlost’ a zrychlenie v ¢ase t=0!

[1)7,8 cm, 10,4 s, -T09; 2) -2,7 cm, 76 cm/s, 289 cm/s’]
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13.8. Teleso vykonava harmonicky pohyb s amplitidou 12 c¢m a s frekvenciou 4 Hz.
Vypocitajte: a)cas potrebny na to, aby sa teleso dostalo z rovnovaznej polohy do bo-
du, kde vychylka ma hodnotu 6 cm, b) okamziti rychlost’ telesa v tomto bode, c)
okamzité zrychlenie telesa vtomto bode! Pre zjednoduSenie uvazujte rieSenie
v intervale 0 s az T/2.
[a) 0,02 s; 0,1 s; b) 2,6 ms’; 2,6 ms™; c)-38 m.s?; -38 m.s”]
13.9. Hmotny bod kmitajici s amplitidou 6 cm dosiahol v prvej polperiode
v ¢asovom rozpiti 0,001 s dva razy za sebou vychylku 3 cm. Akou frekvenciou kmi-
ta? [ 333,3 Hz ]
13.10. Vychylka hmotného bodu, konajiceho harmonické kmity, dosiahne za 1/20
sekundy po prechode rovnovaznou polohou 1/4 maximalnej vychylky. Aka je frek-
vencia kmitania? [ 0,806 Hz]
13.11. Hmotny bod, ktory harmonicky kmita, ma v case t; vychylku 0,05 m. Pri dvoj-
nasobnom zvicseni faz bude vychylka bodu 0,08 m. Urcite amplitidu kmitavého
pohybu!
[0,083 m]
13.12. Hmotny bod hmotnosti 0,01 kg kmitd harmonicky s periodou 2s a
s pociato¢nou fazou rovnajicou sa nule. Celkova energia hmotného bodu pri tomto
pohybe je100™J . Vypotitajte amplitidu kmitov a najdite maximalnu hodnotu sily
posobiacej na hmotny bod! [0,045 m; 4,44 0o’ N]
13.13. Hmotny bod kmita s amplitidou 100 cm a periddou 20 s. Akl vzdialenost’ od
krajnej polohy presiel za 2,5 s? [29 cm]
13.14. Na obrazku 60 je znazornena 18 cm dlha kl'uka, ktorej
vol'ny koniec kize v kulise posuvaca a ktorej poet otatok za
minatu je 210. Vyjadrite rychlost postvaca vSeobecne a
vypocitajte pre pripad, ked’ kl'uka so zvislym smerom zviera
uhol: a)15°; b) 30°; ¢) 45°; d) 60°; ¢) 90°.
[a) 102,4 cm/s; b) 197,9 cm/s; ¢) 279,9 cm/s; d) 342,8 cm/s;
)> e) 395,8 cn/s]

13.15. Teleso harmonicky kmitd s amplitidou 2 cm a jeho

celkova energia je3007J. Urdite okamziti vychylku, pri
ktorej pdsobi na teleso sila2,25 10~ N . [1,5 cm]
13.16. Na koniec pruziny v zvislej polohe zavesili teliesko, v
dosledku Goho sa tato predizila o 10 cm. Potom teliesko vy-
chylili v zvislom smere z rovnovaznej polohy a uvolnili.
Vypocitajte periddu kmitov telieska. [0,628 s]

Obr.60 13.17.7 Zistite pohyb hmotnej gul'd¢ky pozdiz priameho ka-

nala prechadzajuceho stredom Zeme, ked’ vieme, ze sila po-

sobiaca na gul’'6¢ku vnutri zemskej gule je priamo imerna vzdialenosti pohybujtaceho
sa bodu od stredu Zeme a smeruje do jej stredu. Gul'6¢ka bola spustena do kanala bez
pociatocnej rychlosti. Treba urcit’ Cas, za ktory sa gul'6cka dostane zo zemského po-
vrchu do stredu Zeme, ako aj rychlost’, ktorou prebehne stredom Zeme.
[ 1248 s; 7,9 km.s']
13.18. Horizontalna doska kona harmonicky pohyb vo vodorovnom smere s periédou
5's. Teleso, ktoré lezi na doske zaéne kizat, ked” amplitada kmitov dosiahne hodnotu
xo = 0,5 m. Aky je koeficient trenia medzi zavazim a doskou? [ 0,08 ]
13.19. Tenka skimavka o priemere 1,5 cm , ktora je Ciastocne zaplnena pieskom,
plava v zvislej polohe na hladine vody. Aby sme zistili dizku ponorenej ¢asti, udelime
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skumavke impulz v zvislom smere, takZe zacne v zvislom smere kmitat. Aka je hl'a-
dana dizka, ak perioda uvedenych kmitov je 0,8 s? (Vplyv timenia neuvazujte).

[16 cm]

13.20. M6zu vo vode plavajuca drevena gula a dreveny kvader vykonavat’ harmonic-
ké kmity? Zdovodnite svoju odpoved’! [gul’a nie, vztlakova sila nie je priamo timerna
hibke ponorenia; kvader no, vztlakova sila je priamo timerna hibke ponorenia]

13.21. Kruhova doska, uloZzena v horizontalnej rovine, kona vo zvislom smere kmita-
vy pohyb s amplitidou 0,75 m. Aka mdze byt maximalna frekvencia kmitania dosky,
aby predmet vol'ne ulozeny na doske sa od nej neoddelil? [0,575 s™']

13.22. Pruzina ma tuhost’ 0,25 N/cm. Teleso akej hmotnosti musime zavesit' na
pruzinu, aby konalo 25 kmitov za 1 minutu? [ 3,6 kg |

13.23. Na pruzine visi miska vah (jej hmotnost’ zanedbame), na ktoru polozime teleso
o hmotnosti 300 g. Pruzina za¢ne kmitat’ s amplitidou 12 cm. Vypocitajte frekvenciu
kmitov a periodu. [ 1,44 Hz; 0,694 s]

13.24. Teleso zavesené na pruzine vykonava za minttu 42 kmitov. Aké predizenie ma
pruzina posobenim tohoto telesa v rovnovaznej polohe? [ 0,507 m]

13.25. V zvislej trubke vrhacieho mechanizmu je pruzina, na ktorej je poloZena gula.
Po stlaceni pruziny o 10 cm a uvolneni vyleti gul'a do vysky 2,3 m (meranej od polo-
hy gule pred zatazenim pruziny). Do akej vysky vyleti gul'a, ak pruzinu mechanizmu
s gulou stla¢ime o 15 cm a uvolnime? [ 5,25 m ]

13.26. Aka je tuhost pruzinovych (v poéte 4) pier Zelezni¢ného vozia, ktorého hmot-
nost’ s nakladom je500* kg, ak sa zistilo, Ze pri rychlosti 12 m.s" sa vozef za¢ne
prudko hojdat’ vplyvom narazov na spojoch kol'ajnic? Dizka kolajnice 12,8 m. Vplyv
trenia zanedbajte. [ 4,34 10° N.m™']

13.27. Kyvadlo je tvorené gulkou hmotnosti 20 g zavesenej na vldkne dizky 1m.
Urcite energiu gul'ocky pri jej najvacsej vychylke 5°! Aka je najvicsia rychlost’ gu-
rocky? [761007°7, 0,237 m.s™]

13.28. Kym jedno z dvoch matematickych kyvadiel vykona 50 kmitov, druhé vykona
54 kmitov. Ked’ druhé kyvadlo predizime o 6 cm, tak v rovnakom &ase vykond tak
isto 50 kmitov. Aké dlhé sa kyvadla? [l;=42,1 cm, |, = 36,1 cm]

13.29. O kolko percent sa skrati doba kmitu T matematického kyvadla, ked’ jeho
dizku skratime o 1/4? [0 13,4%)]

13.30. Na strope vysokého sdlu je zavesené na kovovej trubici osvetl'ovacie teleso.
Pri pozornom sledovani vidime, ze teleso pomaly kmita. Dobu kyvu odhadneme na
(3,0£0,5)s. Aka je dizka trubky vratane chyby odhadu? Predpokladame, Ze sustava
kmita ako tuha ty¢ danej dizky. [ (13£5)m ]

13.31. Reverzné kyvadlo je tvorené tyCou s dvoma osami otafania v nerovnakej
vzdialenosti od taziska, priCom tazisko je medzi nimi. Okolo tychto osi ty¢ kmita s
rovnakou periddou. Vzdialenost’ osi ur€end meranim je (80,5+0,5) cm. V danom
mieste bola zmerana doba kmitu (1,800+0,002) s. Akl hodnotu ma tiazové zrychlenie
v danom mieste vratane chyby merania? [ (9,8120,06) ms™]

13.32. Priemer tenkého kruzku mozno ur€it’ i stopkami. Krazok zavesime na vodo-
rovnu ostra hranu, nechame ho kyvat v rovine kruzku a meriame cas. Namerana
doba 100 kyvov je (85,0+0,5) s. Aky je priemer kriizku vratane chyby merania, ak je
tiazové zrychlenie 9,81 ms™? [ (718+8) mm]

13.33. Rovnoroda ty¢ vykonava malé kmity vo vertikalnej rovine okolo vodorovnej
osi, ktora prechadza cez jej horny koniec. Vypocitajte periodu kmitov tejto tye na

148



Zemi a na Mesiaci ak viete, Ze jej dizka je 20/TC metrov. Hmotnost Mesiaca uvazujte

7,34000% kg a jeho polomer 1737 km. [ 2,33 s; 5,75 ]
13.34. Aku dobu kmitu ma 80 cm dlha homogénna ty¢, ktora kyva ako fyzikalne
kyvadlo okolo bodu A, ktory sa nachadza 20 cm od horného konca? [ 1,37 s]
13.35. Kruhovy kotu¢, ktory kyva vo svojej rovine okolo bodu A na obvode kotica,
ma dobu kmitu 0,5 s. Aky je priemer kotuca? [ 8,3 cm]
13.36. Okolo svojho horného konca kyvajica homogénna ty¢ s hmotnostou m ma vo
svojom tazisku pridavni hmotnost’ m, ktori povazujeme za hmotny bod. Aku dizku
ma ty¢, ked’ doba kmitu je 5 s? [ 10,65 m]
13.37.7 Aké minimalnu dobu kmitu mozno realizovat’ fyzikalnym kyvadlom, tvore-
nym obdiznikovou doskou s dizkou uhlopriec¢ky 25 cm, ktora kmita v zvislej rovine
okolo osi kolmej na plochu dosky? [0,76 s]
13.38. Na meranie momentu zotrvacnosti rotora pouzijeme torzné kyvadlo. Na dolny
koniec zvislej torznej tyCe s upevnenym hornym koncom pripevnime stioso valcovy
zotrvacnik hmotnosti 50 kg o priemere 60 cm a nameriame periddu torznych kmitov
1,8 s. Potom namiesto zotrvacnika pripevnime stoso na dolny koniec tyce merany
rotor a uréime periodu kmitov 2,1 s. Aky je moment zotrvacnosti rotora vzhl'adom na
jeho os? [3,1 kg.m” ]
13.39. Ocel'ova gulicka o priemere 12 mm, ktora je zavesena na tenkom vlakne, kyva
ako matematické kyvadlo s dobou kmitu 2 s. Pod kyvadlo umiestnime nadobu s kva-
palinou, takze sa gulicka bude pohybovat v tejto kvapaline. Akd musi byt viskozita
kvapaliny, aby tlmenie kmitov kyvadla bolo kritické? (Predpokladame, Ze sila odporu
kvapaliny je dana Stokesovym vztahom). [0,39 Pa s]
13.40. Aky je logaritmicky dekrement tlmenia matematického kyvadla dizky 0,8 m,
ak jeho pociato¢na amplitiida 5° klesne po 5 minttach na hodnotu 0,5°? [0,0138]
13.41. Matematické kyvadlo dizky 0,5m stratilo v tlmiacom prostredi 99% svojej
pociatocnej energie pocas prvych 8 minut od zaciatku pohybu. Vypocitajte logarit-
micky dekrement tlmenia! [ 6,8 0o’ ]
13.42. Logaritmicky dekrement tlmenia je 0,02. Vypocitajte, kol'kokrat sa zmensi
amplitida kmitov po 100 kmitoch hmotného bodu! [7,4 krat]
13.43. Kyvadlo zacina kyvat’ v timiacom prostredi. Amplituda 10. kmitu je 8 cm a 20.
kmitu 3 cm. Aka bola poc¢iatocna amplituda? [ 21,3 cm]
13.44. Zavazie hmotnosti 0,5 kg je zavesené na pruzine a ponorené v oleji. Na horny
koniec pruziny posobi vonkajsia sila F = F, sin (), kde Fyg = 0,98 N. Tuhost pruzi-
ny je 49 N.m' a koeficient odporu oleja je 0,5 kg.s™. Vypogitajte amplitadu kmitov
zavazia pri rezonan¢nom kmitoéte a amplitady tychto kmitov, ak kmitocet vonkajsej
sily je dvojnasobok a potom polovica kmitoctu vlastnych kmitov.

K1 ko [ 0,5 %; 0,2 m; 0,027 m; 0,007 m ]
Y 13.45.9 Kvader hmotnosti 0,2 kg leziaci na ideal-
MW\/W\/\/\/\/W\-E ne hladkej vodorovnej ploche je pripojeny pros-
' trednictvom dvoch pruzin k dvom stenam (pozri
obr.61). Dizky nestladenych pruzin su 40 cm.
V rovnovaznej polohe telesa pruziny nie su na-
tiahnuté ani stlaGené. Tuhosti pruzin sa k; = 20
N.m', k, = 8,8 N.m™. a) Vypocitajte uhlovu frekvenciu, frekvenciu a amplitidu kmi-
tov kvadru, ak ho vychylime z rovnovaznej polohy o 10 cm a pustime! b) V okamihu
prechodu kvadra cez rovnovaznu polohu nechame padnit’ nan teliesko hmotnosti 38
g, ktoré sa nan prilepi. Vypocitajte novi uhlova frekvenciu, frekvenciu kmitov a
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amplitadu! c¢) Bude energia ststavy kvader + teliesko ind ako pévodna energia kvad-
ra? Vypotitajte rozdiel energii! [a) 12s™;1,9s"; 10 em; b) 11575 1,75 559,17 cm; ¢)
energia sustavy sa zmeni; 2,29 J]

13.46. Najdite amplitudu vysledného harmonického pohybu, ktory vznikne zlozenim
dvoch jednosmernych kmitavych pohybov s rovnakou periddou, s amplitidami 3 a 5
cm, ked’ rozdiel ich faz je 60°C! [ 7 cm ]
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14 Viny v pruznom prostredi. Akustika

1.  Rovnice priestorovej vlny Siriacej sa rychlostou ¢ mézeme vyjadrit’ pomocou
periodickych funkcii.
a) Jednorozmerna vina:

u= Asinh{t —gj = Asin(at —kX),

kde A je amplitada viny, ¢ = Af - rychlost’ §irenia sa kmitov, A =cT - dizka vl-
ny, X - vzdialenost’ od zdroja, k = 211/ A - uhlové vlnové ¢islo a T — periéda kmi-
tov.

b) Rovinna vina:

u = Asin(at - (k, [F)),
kde K- dvojrozmerny uhlovy vilnovy vektor, r — polohovy vektor kmitajuceho
bodu (zdroj lezi v pociatku suradnic)

¢) Gulova vina
u :ésm(ax-(k 7))

kde K je trojrozmerny uhlovy vlnovy vektor a r polohovy vektor kmitajiceho
bodu voci bodovému zdroju, ktory lezi v pociatku suradnic.
Vliny uvedené pod a), b) a c) st Specialnymi pripadmi rieSenia diferencialnej
rovnice pre vinenie
0’u  d%u  9%u _ 1 d%u
+ + = ,
x> ay? o0z® c?ot?

1
2
kde u = u(x,y,z1).

2. Rozdiel faz kmitania v dvoch réznych bodoch X; a X, mézeme stanovit’ zo vzt'ahu
Xy X

Ad =21
3. Sinusoidalna vlna bude mat’ maximum amplitady v bode, v ktorom bude splnena
podmienka, Ze vzdialenost A bodu od zdroja bude rovna
A=2m %, kde m=0,1,2...
4. Sinusoidalna vlna bude mat minimum amplitidy v bode vo vzdialenosti A od

zdroja, v ktorom bude splnena podmienka, Ze vzdialenost Abodu od zdroja bude
rovna

A=(2m +1)%, kde m=0,2,..

5. Rychlost’ zvukovych vin v plynoch je dana vzorcom

_ Py _ [ KT _ | RT
c= V- =y =y
Po m M
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kde ) je pomer molarnych tepiel pri stilom tlaku a stdlom objeme, p, a p, — tlak a

hustota plynu bez pritomnosti akustickej viny, k — Boltzmannova konstanta, T — abso-
latna teplota, m — hmotnost’ molekuly plynu a M — molarna hmotnost’.

6. Siriaca sa zvukova vlna vyvoldva zmenu tlaku Ap, ktord mézeme stanovit' zo
vztahu

Ap =pyev,
kde v je hydrodynamicka rychlost’ molekl.
V plynoch a kvapalinich sa §iria len pozdizne viny. Veli¢ina p,C sa vola akusticky
odpor.

7. Rychlost’ Sirenia sa zvukovych vin v kvapaline je dand vztahom
1

b
PoKt

kde p je hustota kvapaliny a Kt izotermicka stlacitelnost’, ktora je rovna prevratenej

c =

hodnote modulu objemovej pruznosti.

8. Rychlost’ §irenia sa zvukovych vin v kmitajl'lcej strune je dana vztahom

kde p je napdtie v strune, p - hustota struny, — napinajuca strunu sila a S — plosny
obsah prierezu struny. V strune sa $iri len prie¢ne vinenie.

9. V tuhych latkach sa moze irit’ tak pozdizne ako i prie¢ne vinenie. Pre rychlosti
Sirenia vin platia nasledovné vztahy

EU-u

T i+ u)(i-20)

_ E _ |G
t_V2p(1+ﬂi_\/:’

kde ¢, je rychlost’ Sirenia sa pozdlznych vin, ¢, — rychlost’ $irenia sa prie¢nych vin, E —
modul pruznosti v tahu, Y- Poissonovo cislo, ktoré je rovné pomeru relativneho
prie¢nemu zuzenia ku relativnemu predlZeniu a G je modul pruznosti v $myku.

10. Intenzitu zvuku mdézeme vyjadrit pomocou akustického odporu a hydrodyna-
mickej rychlosti vztahom

1 2
Il =—po,CcV -,
290

kde Vje amplitida hydrodynamickej rychlosti. Stredny akusticky vykon zdroja
v tvare piestu v trubici je dany vztahom

W =1S =%pOCV28,
kde S je obsah plochy piestu.

11. Uhlova frekvencia vlastnych kmitov v uzavretej trubici dizky | je rovna
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nmnc

w, = ,kden=1,23,...
Uhlova frekvencia vlastnych kmitov otvorenej trubici dizky I je rovna
W, = ”;IC kden=1273 ..

12.  Podla Dopplerovho javu je frekvencia zvuku, ktora prijima pozorovatel’, dana
vztahom

c-u
kde f je frekvencia zvuku, ktory vysiela zdroj zvuku, u — rychlost’ zdroja zvuku, v —
rychlost’ pozorovatela a ¢ — rychlost’ zvuku. Rychlost’ v)0, plati v pripade, ked
pozorovatel’ sa pohybuje smerom k zdroju zvuku, u)0 plati v pripade, ked’ zdroj
zvuku sa pohybuje smerom k pozorovatel'ovi.

13. Hladina veli¢iny pol'a Lg je definovand vztahom

Ly =In(F /Fy),
kde F a F, reprezentuju dve amplitidy rovnakej veli¢iny charakterizujucej fyzikalne
pole, pric¢om Fy je vzt'azna amplitida. 1 Np je hladina veli¢iny pola, ked In(F/Fy)=1.
V praxi sa ¢asto pouziva decibel (dB), preto vSeobecne plati

Le =In(F /F,)Np = 21g (F/F,)B = 20lg (F/F,)dB .

Hladina vykonovej veli€iny je definovana vztahom

Ly =In(P /P,),
kde P a P, predstavuju dva vykony rovnakej fyzikalnej veliCiny, pricom Py je vztazny
vykon. 1 Np je hladina veli¢iny vykonu, ked’ 1/2In(F/Fy)=1. Hladinu vykonovej veli-
¢iny v decibeloch dostaneme nasledovne

Ly :%m(P /Py)Np =1g(P /P,)B =101g(P /P,)dB .

14.  Pri odraze zvuku cez rozhranie dvoch prostredi plati, ze uhol dopadu je rovny
uhlu odrazu
i=i.
Pri prechode zvukovej viny cez hranicu dvoch prostredi plati zakon lomu, ktory ma
tvar
sini _ c,

- b
sinr ¢,

kde i je uhol dopadu na rozhranie, r — uhol lomu a ¢; a ¢, rychlosti zvukovej viny
v prvom a druhom prostredi, pri com normala viny odrazenej i normala viny po lome
zostava v rovine dopadu.

15. Ak sa zvukova vina §iri v prostredi, ktoré zvuk pohlcuje, amplitida kmitov zvu-
kovej viny sa meni podl'a vztahu

A=A,
kde a je koeficient Gitlmu a X draha, ktort presla zvukova vlna v prostredi.
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RieSené priklady

14.1. Sinusoidalna rovinna vilna méa amplitidu 10 cm, rychlost’ Sirenia 0,6 ms'l, vlno-
v dizku 6 cm a pociatoéna fazu 0. Po 5 sekundéch jej ¢elo doslo do bodu P. V akej
vzdialenosti od zdroja vinenia bude ¢elo viny v ¢ase, ked’ v bode P okamzitd vychylka
bude mat’ prvykrat hodnotu 5 cm.

Uvaha:

PretoZe ide o rovinnu vinu, tato
Zadan¢ veli¢iny Hl'adané¢ veli¢iny sa bude $irit’ len v jednom smere, ktory si
A=0,1m x=7? oznad¢ime X. Pre vychylku rovinnej viny
c=0,6ms" plati vztah
A=0,06 m t x
t,=5s u =Asin{2n(———j+¢o} M
U, =0,05m T A
$o=0 kde u je okamzita vychylka kmitajiiceho

bodu v Case t vo vzdialenosti X od zdroja
vlnenia. Ak pozname amplitudu a okamziti vychylku moZeme zistit’ argument sinusu,
ktory musi byt’ taky, aby hodnota sinusu bola rovnd pomeru okamzitej vychylky ku
amplitude kmitania. Z rovnice (1) vidime, ze ak chceme zistit' vzdialenost, potrebu-
jeme poznat’ ¢as a naopak, ak chceme zistit' ¢as, potrebujeme poznat’ vzdialenost.
Tieto dve veli¢iny st spojené vztahom
x=cl. 2)
Pomocou rovnic (1) a (2) dostaneme hl'adanu vzdialenost.

Riesenie:

V nasom pripade je pocCiatocné faza rovnd 0. Preskimame aké bude vzdiale-
nost bodu P od zdroja a akd bude faza viny v tomto bode. Pocas 5s prejde celo viny

drahu X, =c [@=0,6 m.s” s =3m, t.j. 50A . Dosadenim do vyrazu pre fazu, vidime,
ze faza bude rovna 0.

. . , A
Rovnicu (1) si upravime pomocou vztahu T = — nasledovne
C

X
i=sin2 Cy _Xp ,
A A A

kde ty je Cas, kedy bude mat’ vychylka v bode P po prvykrat vel'kost' 5 cm
Cly _Xp
A A

argument sinusu moze mat’ hodnoty (106; 5/61) + 2mrp kde m = 1, 2, ... . Ked’Ze nas
zaujima cas ty, kedy bude mat’ vychylka v bode P po prvykrat velkost’ 5 cm, bude pre

fazu kmitania platit’
2 ¢ DIX - X_P = E
A A) 6’

C[ﬂx Xp L

Dosadenim za u a A dostaneme, Ze sin{Zﬂ( j} =1/2 a odtial'to

A A 12
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A

504 +—
a odtial'to, nakol’ko pre bod P je xp = 50A, t, = 12
c
Dosadenim za t do rovnice ) dostaneme
1
x =c [, =(50+%}m =30[0% =3,005m .

14.2. Aktivna dizka ocelovej huslovej struny o priemere 0.45 mm je 33 cm. Aka je
sila napinajuca strunu, ak struna vydava zakladny ton a' (komorné "a" o kmitocte
440 Hz)? Akou rychlostou sa vinenie &iri pozdiz struny? O kol’ko treba strunu celko-
vej dizky 50 cm predizit, aby sa preladila na ton "ais" o kmitoGte 466 Hz?

Uvaha:

Zadané velic¢iny HTladané veli¢iny

d=045 mm F—o V strune vznikne vlnenie so

zakladnou frekvenciou zodpovedajicou

= =9 :

I _0’33 n_ll ¢ 5 vinovej dlzke, ktord je dand uzlami kmita-

];0 B 440's Al=7 jucej struny. Pre takéto stojaté vlnenie bude

fo B 2’656? | platit, Ze

1= —

E=2100" kem 52 , I:’)\/Z'. Q)
100 kg.m™.s Pre rychlost’ $irenia viny v strune platia

p= 7,850 kg.m™ vztahy

C=4yP/p 2
c=fM, 3)
kde p je napétie v strune a p je hustota materidlu struny.
Z rovnice (1) pozname vinovu dizku, frekvencia je zadana a potom
z rovnice (3) mézeme vypocitat’ rychlost’ Sirenia sa zvukovej viny v strune. Napétie
v strune je definované ako podiel napinacej sily a obsahu prierezu struny, p = F/S.
Dosadenim do rovnice (2) a porovnanim pravych stran rovnic (2) a (3) dostaneme
rovnicu o jednej neznamej pre vypocet napinacej sily.

Aby sme zmenili frekvenciu pri nemennej dizke viny, je potrebné zmenit
rychlost’ §irenia sa zvukovej viny v strune (pozri rovnicu (3). Toto méZzeme dosiahnut’
zvySenim napinacej sily. V doésledku toho sa ale bude struna deformovat’ (predlzo-
vat). PrediZenie struny je spojené s napétim v strune Hookovym zakonom

p=EE=E [ﬂj (4)
lo
Oznacime si hodnoty pre predizenu strunu indexom 1 a méZeme na zaklade

rovnice (3) napisat’
c, = & = fl)\ (5)
\ P

p=E— . (6)

Riesenim rovnic (5) a (6) mdzeme vypoditat’ vel'kost predizenia Al.
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Riesenie:
Dosadenim zadanych veli¢in do rovnic (2) a (3) dostaneme

2f = p‘:{% , (7)

4F
™?

kde sme pouzili vztah p =

Upravou rovnice (7) dostaneme pre napinaciu silu
F=I’0F% pOrd? .
Pre komorné ,,a“ ma hodnotu
F =(0,33m)” [(440s™)? 3,14 (4,500 *m)* [7,8500° kg.m™ =105 N.
Dosadenim do rovnice (3) dostaneme
c=20F M=20340s"[0,33m=290,4ms™".
Pouzitim rovnic (4), (5) a (6) dostaneme vztah

1EAL o
lopo

Al =4f 2%, 0E™
Al = 474665 ™")? [(0,33m)* [0,57,87500°kg.m ™ [{2,1.10" ' kg.m ".s*)™" =0,018mm

A po jeho tprave

14.3. Vzorka betonu v tvare ty¢e dizky 20 cm méa objemovii hmot-

nost'1,8 00° kg.m'3. Ultrazvukovy impulz pozdiZnej polarizacie vyslany pozdiz
vzorky sa po odraze vrati za ¢as 90 ps. Stanovte modul pruznosti vzorky v tahu. Aka
maximalnu intenzitu méze mat’ ultrazvukova vina s kmito¢tom 20 kHz, aby nebola
prekroCena hranica dovoleného namahania v tlaku 0,2 MPa a aka tejto intenzite od-
poveda amplituda akustickej vychylky?

Uvaha:

Zadané veliting  HFadané veliginy Pre  rychlost ~ Sirenia ~ sa

=02 m E=9 ultrazvukovej viny pozdlznej polarizacie
’ 3 3 plati nasledovny vzt'ah

Po=1,800" kgm™ Iy =7? Ell=

At =90 ps c= | (1)

f2000° Hy p(1+u)(1-2u)

Opmax = 0,2 MPa kde E je modul pruZnosti vtahu, g —

Poissonovo ¢islo a p - hustota prostredia,
v ktorom sa §iri vina. V pripade vzorky z betonu mézeme uvazovat, ze | [J 0 a na-
miesto P mozeme pouzit’ Py, hustotu nedeformovanej vzorky. To znamena, Ze mdze-
me napisat’

C:E’ (2)



odkial’ E = p,c’.
Rychlost’ ultrazvukovej viny vo vzorke dostaneme vydelenim drahy 21 dobou

At. Zavislost’ intenzity zvuku od hustoty Py, od rychlosti ¢ a amplitudy hydrody-
namickej rychlosti V je dana vztahom
| = %pocv 2, (3)

Zavislost akustického tlaku od tych istych veli¢in je dand vztahom
Ap =pyev “4)
kde v je hydrodynamicka rychlost.
Aby nebola prekrocend hranica dovoleného naméhania Oy, nesmie tito
hodnotu prekroc¢it’ maximalna hodnota akustického tlaku, ktora vzhladom na to, Ze
V je harmonicka funkcia, da sa vyjadrit’ nasledovne

amax = Apmax = pOCV . (5)
Zo vztahu (5) moézeme vypocitat amplitidu hydrodynamickej rychlosti a
dosadenim do rovnice (3) vypocitame maximalnu dovolenu intenzitu ultrazvukovej
viny.
Pre $iriacu sa ultrazvukovu vinu plati vztah
u, =Asinw[t —gj , (6)

kde A je amplitada akustickej vychylky. Hydrodynamickt rychlost dostaneme deri-
vovanim rovnice (6)

\% =wAcosw(t—§j . N

Odtial'to z amplitidy hydrodynamickej rychlosti V = A mdzeme vypocitat’ ampliti-
du akustickej vychylky
A=V/w. (8)

Riesenie:
Do rovnice (2) dosadime zadané hodnoty a dostavame
_ [2| jz _1,800°kg.m ™ [#(0,2m)’
ol —1 =
At loomo-ssf

Vyjadrenim amplitddy hydrodynamickej rychlosti V z rovnice (5) a dosade-
nim do rovnice (3) dostaneme pre maximalnu dovolenu intenzitu ultrazvukovej viny

=35,5GPa .

Po dosadeni prislusnych hodnot dostaneme

(0,2 Elo"’Pa)2 9000 ™°s
20,800°kg (2[0,2m

=25kW.m 2.
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14.4. Volnym koncom napnutej gumenej hadice pohybujeme hore a dolu
s frekvenciou 3 s, pri¢om sa vytvéra stojaté vlnenie so vzdialenostou uzlov 1,80 m.
Aka vel’ka je rychlost’ Sirenia vin?

Uvaha:

Budeme predpokladat, Ze vlnenie
sa §iri v homogénnom prostredi a jeho rych-
lost sa nemeni. Potom rieSenie mozeme
dostat’ dvomi sposobmi.

a) Vyjdeme zo vztahu pre velkost rychlosti

Zadané veli¢iny Hladané veli¢iny
f=3s" c=?
d=1,8m

rovnomenného priamociareho pohybu
v=d/t, (1)
kde t je doba, za ktort vlnenie prejde vzdialenost’ medzi dvomi susednymi uzlami.

. S 1
Tato doba je rovna polovici periody, t=—T .

b) Tym, Ze pozname vzdialenost’ dvoch susednych uzlov , pozname vinova dizku A
vlnenia. To ndm umoziiuje pouzit’ vztah pre rychlost’ vinenia

v=A[O 2)
pricom A =2d .

Riesenie:
a) Perioda kmitov je rovna prevratenej hodnote frekvencie T =1/ f . Dosa-
denim do rovnice (1) dostaneme

vz-%—zzdf=2[11,8m[3s“=10,8m.s‘1

2f
b) Dosadenim do rovnice (2) dostaneme
v=2d0 =208mBs™ =10,8m.s™

14.5. Na nastupisti stoji vypravca, okolo ktorého prechadzaju dve lokomotivy idiice
v protismere. Strojvodcovia sa zdravia zvukovymi signalmi o frekvencii 440 Hz.
Posunovacia lokomotiva ma rychlost’ 18 km/hod., rychlikova 72 km/hod. V momente,
ked’ sa stretavaji, st oproti vypravcovi. Vypocitajte a) Aké frekvencie zvuku pocuje
vypravca, ked sa lokomotivy priblizuju k nemu; b) aky skok vo frekvenciach bude
pozorovat’ vypravca, ked lokomotivy prejda okolo neho; c) aka frekvenciu zvuku
pocuju strojvodcovia, ked’ sa lokomotivy k sebe priblizuji; d) aka frekvenciu zvuku
pocuji strojvodcovia, ked sa lokomotivy od seba vzdaluju? Rychlost zvuku vo
vzduchu uvazujte 340 m.s™.

Uvaha:

.y . ea ! L. Frekvencia,
Zadané veli¢iny =~ Hladané veliciny Hladané veli¢iny ktora de prijimat
f= 440" ff,; =7 fr =7 pozorovatel,  bude
V,=5ms" fr = f'=2? zavisiet' tak od rych-

-1 " losti, s ktorou sa po-
Vi = 20ms Af” =7 fo =7 hybuje zdroj, ako aj
c =340 m.s” af =2 =2 od rychlosti pozoro-
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vatela. Pre vyslednu prijimanu frekvenciu plati vzt'ah

fF=S"Vg (1)

c-u

kde c je rychlost’ zvuku vo vzduchu, v — rychlost’ zdroja zvuku a u — rychlost’ pozoro-
vatela. Rychlost’ v > 0 bude v pripade, ze zdroj zvuku sa pohybuje k pozorovatel'ovi.
V pripade, ze zdroj sa vzdaluje, budeme brat’ rychlost’ v so znamienkom ,, - ,,. Po-
dobne ak pozorovatel’ sa pohybuje smerom ku zdroju budeme brat’ u > 0 a ak sa po-
hybuje smerom od zdroja bude u < 0.

Riesenie:

a)Vypravca stoji a to znamend, Ze U = 0. Lokomotivy sa priblizuju a teda v >
0. Oznacime si indexami n a r frekvencie prijimané od nakladnej a rychlikovej loko-
motivy. Potom budeme mat’

' v . v
fo =[1+T”jf0 a f/ =(1+?fjf0.

Po dosadeni hodno6t dostaneme

-1
fl= 1+5m+s_1 [340s™' =446,5Hz,
340m.s

-1
f, = (1 ¥ 20m—le (3405~ = 465,88 Hz .
340m.s
b) Aby sme vypocitali skok vo frekvencidch musime vypocitat’ frekvencie,
ktoré bude prijimat’ vypravca, ked” sa lokomotivy od neho vzd’al'uju. Teraz budeme
brat’ rychlost’ vso zdpornym znamienkom. Vypocitané frekvencie odpocitame od
frekvencie vypocitanych v odstavci a)

o=t e

-1
Odtial’to af, =2n g - 10ms 4405 =12,99Hz
c 340m.s
-1
a af, =2 g, =40m—'s_144os‘l =51,76Hz..
c 340m.s

¢) V tomto pripade budeme mat’ nenulové obe rychlosti, tak zdroja ako aj
prijimatel'a. Aj zdroj aj prijimatel’ smeruju k sebe. Znamena to, ze obe rychlosti bu-
deme brat’ ako kladné veli¢iny. Preto mdzeme napisat’
+
fr=""Vg,
c-u
Strojvodca nakladnej lokomotivy pocuje frekvenciu
. _ 340m.s” +20m.s”

340m.s™ —5m.s”!
Strojvodca rychlikovej lokomotivy pocuje frekvencie
fro 340m.s™ +5m.s™!

" 340m.s™ - 20m.s”!
d) Lokomotivy sa od seba vzdal'uju a teda budeme brat’ rychlosti va u ako
zaporné. Potom bude platit’

1
44057 =4728Hz .

440s™' = 474,41z .
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f m = C _V
c+u
Strojvodca nakladnej lokomotivy bude pocut’ frekvenciu

fo .

fm - C _VI’ f - 340m.s_1 _2Om.S_1
"“c+u, ° 340ms” +5m.s”!

Strojvodca rychlikovej lokomotivy bude pocut’ frekvenciu

440s™"' = 408,1Hz .

m_C=Vy fo= 340m.s”' - 5m.s™

r 0

= ~ —440s™' =409,5Hz
c +u, 340m.s * +20m.s

14. 6. Vypotitajte rozdiel hladin intenzity dvoch zvukovych vin, ak intenzita jednej
vlny je a) dvojnasobna; b) dvadsatnasobna, ako intenzita druhej viny.
Uvaha:

Intenzita zvuku ma fyzikalny

Zadan¢ veli¢iny ~ Hl'adan¢ veliciny rozmer W.m”, ¢o znamend, Ze intenzita
a) /1,=2 a) AL, =? zvuku je fyzikdlna wveli¢ina spojend
b) I1/1, =20 b) AL =? s vykonom. Potom hladina intenzity zvuku

vyjadrend v decibeloch (dB) je definovana
nasledovne
L, =101g(1/1,), (1)
kde | — je intenzita zvuku a |, — referenéna intenzita zvuku rovna 10™> W.m™. Rozdiel
hladin intenzity zvuku potom bude

ALy =Ly —Ly, =101g(l, /15)-101g(1, /1) =101g(1, /1,). )
Riesenie: )
Rozdiely hladin intenzity dvoch zvukovych vin dostaneme, ak dosadime pri-
slusné zadané veli¢iny do rovnice (2).

a) AL, =101g(l,/1,)=10lg2 =3dB .
b) AL, =101g(1,/1,)=101g20=13dB .

NerieSené priklady

14.7. Aky je fazovy rozdiel dvoch kmitajicich bodov rovinnej viny, ak ich vzajomna
vzdialenost’ je 2 m a vlnova dizka je 0,5 m? [ 8 1]

14.8. Aka je vychylka bodu z rovnovaznej polohy v ¢ase T/6, ak bod je vzdialeny od
zdroja vlnenia A/12, ked’ amplitada vychylky je 5 cm? Zdroj ma v ¢ase t = 0 nulova
vychylku. [ 2,5 cm ]

14.9. Vypogtitajte vinovii dizku zvukovej viny, ak rozdiel faz kmitania dvoch bodov
vzdialenych od seba 0,025 m je rovny 106. [ 0,3 m ]

14.10. Vypotitajte dizku zvukovej viny, ktorej periéda kmitov je 10” s a rychlost’
300°ms™ . [300%m]

14.11. Aku frekvenciu ma rovinnad vlna, ktora potrebuje 12 sekund na prekonanie
drahy, rovnej 7,5 vinovym dizkam 2 [ 0,625 s ]

14.12. Vypocitajte rychlost’ zvuku v dvojatomovom plyne, ked’ viete, ze jeho hustota
pri tlaku 0,1 MPa je 1,29 kg.m™. [ 330 m.s™ ]
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14.13. Vypocitajte rychlost’ zvuku vo vzduchu pri teplotach a) -20°C; b) 0°C; ¢)20°C.
[a)318 m.s'; b) 330 m.s™; ¢) 343 m.s™ ]

14.14. Rychlost’ zvuku v plyne bola pri teplote 293 K 343 m.s™'. Vypogitajte Poisso-
novu konstantu plynu, ak je jeho molarna hmotnost’ 29 gmol™. [ 1,403 ]

14.15. V tabulkach najdeme pre rychlost’ zvuku vo vode hodnotu 1460 m/s pri teplote
20°C. Aky odpoveda tejto hodnote  suCinitel objemovej stlacitelnosti vody?

[4,7007° pa!]

14.17. Aké st vinové dizky zvuku, ktory odpoveda hraniciam pocutelnosti (16 Hz, 20
kHz) pri teplote 30°C ? [ 22 m, 18 mm ]

14.18. Ocelova ty¢ dizky 1,1 m je upevnena na jednom konci. Uderom kladiva vzbu-
dime vnej pozdizne vinenie. Na akych frekvenciach sa méze tato ty¢ chviet.
[1,1800°2m+1)s' ;m=0,1,2.. ]

14.19. Vlastny kmito¢et kmitania ocelovej struny je 4 Hz. Vypogitajte dizku struny,
ak jej priemer je 0,5 mm a je napinana silou 0,1 N.[ 1 m ]

14.20. Ak poznate medzu pevnosti ocele, vypocitajte najvyssiu frekvenciu, na ktor je
mozné naladit’ strunu dlhtill m. [ 158 Hz ]

14.21. Jeden koniec pruznej tyCe je pripojeny ku zdroju harmonickych kmitov
u = Asinwt, druhy je upevneny. Stanovte charakter kmitov v 'ubovol'nom bode tyce
za predpokladu, Ze pri odraze vin od upevneného konca sa meni faza o TU Vypoditajte
podmienku minimalnej amplitidy §iriacej sa viny.

[ u=—2Asin (tX/c) cos GX; U= Up;, ak A= (2m+1) (A/2) ]

14.22. Dokazte, 7e pre sinusoidalnu vInu, ktora sa $iri pozdiz napnutej struny, bude
potencialna a kineticka energia vlny rovnaka.

14.23. Mosadzna ty¢ dizky 1 m je upevnena v strede a jej koniec s piestom je vsunuty
do otvoreného rezonatora — Kundtovej trubice. Pozdiznym rozkmitanim tyGe vznikne
chvenie a v rezonétore sa utvori stojaté vinenie s vinovou dizkou 20 ecm. Uréte rych-
lost’ zvuku v mosadznej ty¢i, ak rychlost’ zvuku vo vzduchu je 340 m.s™. [ 3400 m.s']
14.24. Ako dlha je otvorena organova pistala, ktord je naladena na komorné a (ton
frekvencie 440 Hz) ? [ 39 cm |

14.25. Zdroj zvuku frekvencie 5 kHz je umiestneny pri otvorenom konci Kundtove;j
trubice. Na druhom konci je trubica uzavreta. Predpokladajme, Zze zvuk sa odraza od
druhého konca bez zoslabenia. Dizka Kundtovej trubice je 1 m, rychlost zvuku vo
vzduchu ¢=340 m.s™". Ur¢ite polohu uzlov vzniknutého stojatého vinenia. Vypoditajte,
aka je najmensia vzdialenost’ uzla od zdroja. [ (1-n[0,034 )m; 0,017 m ]

14.26. Uzavreta trubica dava zakladny ton zodpovedajici kmitoctu 130,5 Hz. Trubicu
zjednej strany otvorili. Aky bude davat’ zékladny ton? Aka je jej dizka? Rychlost
zvuku vo vzduchu uvazujte 340 m.s™. [ 261 Hz; 1,30 m ]

14.27. Dutinovy akusticky rezonator vyplneny vzduchom je naladeny na kmitocet 1
kHz pri teplote 20°C. Aké je relativne rozladenie rezonatora, ak teplota vzduchu v
rezonatore poklesne na —5°C ? Predpokladdme, ze rozmery rezonatora sa nemenia.
[4,4%]

14.28. Nad valcovou trubicou vysokou 1m zvuci ladicka, ktorej zakladna frekvencia
je 340 Hz. Do trubice pomaly nalievame vodu. Pri ktorych polohach hladiny vody sa
bude zosilovat’ zvuk v trubici? [ 0,25 m ; 0,75 m ]

14.29. Pre aké najvicsie frekvencie sa da pouzit’ Kundtova metdda stanovenia rychlo-
sti zvuku, ak vezmeme do tvahy, Ze najmensia vzdialenost’ medzi uzlami, ktora mo-
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7eme este rozlidit je 0 4 mm? Rychlost zvuku vo vzduchu uvazujte 340 m.s™.
[ 043 kHz ]

14.30. Youngov modul pruznosti v tahu a Poissonovo ¢islo ocele zistovali pomocou
merania rychlosti ultrazvukovej viny. Ak vyslali pozdiznu vinu, vratila sa odozva za
0,3448 ps. Ak vyslali prie¢nu vinu, vratila sa odozva za 0,6452 ps. Vypocitajte
Youngov modul pruznosti a Poissonovo ¢islo pre tato ocel’, ak vzorka ocele mala

dizku 2 cm a hustota ocele bola8 10° kg.m'3 .[200" Pa, 0,3 ]

14.31. Vo vzdialenosti 0,5 m od bodového zdroja zvuku (reproduktora) je hladina
hlasitosti zvuku 80 dB. Aky je jej pokles, ak z tejto vzdialenosti prejdeme do vzdiale-
nosti 10 m od zdroja? [ 26 dB ]

14.32.7 Ocelovou tygou kruhového prierezu sa §iri pozdizne vinenie o frekvencii 50
Hz a amplitade 0,1 mm. Priemer tyce je 1 cm. Vypoditajte strednti hodnotu intenzity
vlnenia v 'ubovol'nom priereze tyce a tok intenzity vinenia (strednti hodnotu vykonu)
prechadzajuceho cez prierez tyce. [ 1,997 00*w.m?;1,57 W ]

14.33. Intenzita zvuku je rovna 107 W.m™. Vypogitajte a) hladinu intenzity zvuku; b)
amplitadu tlaku zvukovej viny. [ a) 100 dB; b) 2 Pa ]

14.34. Na stanici stoji lokomotiva a jej siréna vysiela ton s frekvenciou 10° Hz. Okolo
prechadza rychlik, ktory sa pohybuje konstantnou rychlostou 20 m.s™. Ak absolutnu
vysku tonu bude pocut’ cestujlci pri otvorenom okne rychlika, ked’ sa rychlik a) pri-
blizuje k lokomotive; b) vzdaluje od lokomotivy? Rychlost’ zvuku vo vzduchu je
340 m.s™. [ 1060 Hz, 940 Hz ]

14.35.9 Zdroj zvuku, ktorého vlastny kmito&et je 1,8 kHz, sa rovnomerne pohybuje po
priamke vzdialenej 250 m od nepohyblivého pozorovatela. Rychlost’ zdroja je rovna
0,8 rychlosti zvuku. Vypocitajte a) kmitocet prijimany pozorovatelom v okamziku,
ked’ zdroj je oproti pozorovatelovi; b) vzdialenost’ medzi zdrojom a pozorovatel'om,
ked pozorovatel prijima vlastnu frekvenciu zdroja. [ 2,95 kHz; 320 m ]

14.36. Netopier leti kolmo na stenu rychlostou 6 m.s™ a pri tom vysiela ultrazvuk o
frekvencii 45 kHz. Aké frekvencie pocuje netopier? Rychlost’ zvuku uvazujte 340
m.s™. [ 45 kHz; 46,6 kHz |

14.37. Vypotitajte relativny index lomu zvukovych vin na rozhrani vzduch — sklo.
Youngov modul pruZnosti v tahu pre sklo uvazujte 6,900'° Pa, hustotu skla

2,600° kgm™ a rychlost’ zvuku vo vzduchu 340 m.s™. [ 0,067 ]

14.38. Aky mdze byt najvacsi uhol dopadu vlnenia, ak relativny index lomu je 0,5,
aby sa lomené vinenie eSte dostalo do druhého prostredia? [ 30° ]

14.39. Pod akym uhlom meranym od hladiny musi dopadnat’ zvuk na hladinu vody,
aby neprenikol do vody v dosledku Gplného odrazu od hladiny? [ < 77° ]

14.40. Aka vrstva vody zoslabi intenzitu ultrazvuku frekvencie 100 kHz na jednu
desatinu, ked’ vieme, ze vrstva hribky 1400 m ju zoslabi na polovicu ? [ 4651 m ]
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Hodnoty fyzikalnych konStant

Konstanta a jej znacka

svetelny rok Ly.
astronomicka jednotka AU
parsec pc
normalne zrychlenie 2,
gravita¢na konstanta G
permitivita vakua €0 = 1/(Hoco?)
permeabilita vakua Ho
rychlost’ svetla Co
Planckova konStanta h
h/2m

Stefanova-Boltzmannova konst. ©
Boltzmannova konstanta k
Avogadrova konStanta Na
molarny objem ideal. plynu Vi
(pri 273,15 K a 101,325 kPa)
molarna plynova konstanta R
Faradayova konstanta F
elementérny elektr. naboj e
atomova jednotka hmotnosti u
hmotnost’ elektronu m,
hmotnost’ protonu m,
hmotnost’ neutrénu m,

Hodnota

9,46073000"° m

1,495978 700" m

30,856 78 10" m

9,806 65 m/s” (presne)

(6,672 59 + 0,000 85) 00" N.m?/kg
107/(411 299 792 4587) (presne) =
=8,854 188 002 F/m

41107 H/m (presne)
299 792 458 m/s (presne)

(6,626 075 5 + 0,000 004 0)00>* J.s

(1,054 572 66 + 0,000 000 63) 00* J.s
(5,670 51 + 0,000 19) 00~ W/(m*.K)
(1,380 658 x 0,000 012) 10> J/K

(6,022 136 7 + 0,000 006 6) 10> mol
(0,0022 414 10 + 0,000 000 19) m*/mol

8,314 510 £ 0,000 070 J/(mol . K)

(9,648 530 9 + 0,000 002 9) 10* C/mol
+(1,602 177 33 + 0,000 000 49) 007" C
(1,660 540 2 0,000 001 0) 10" kg
(9,109 389 7 + 0,000 005 4) 007! kg
(1,672 623 1 + 0,000 001 0) 00~ kg
(1,674 928 6 + 0,000 001 0) 10727 kg
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Tabul’ky

TABULKA 1- Objemova hmotnost’

Tuha latka | kg.m” Tuha latka kg.m
Hlinik 2,7 1o Nikel 8.8 1o
Lad 09200° | Olovo 11,3000°
Med 8,900° Sklo 2,5000°
Mosadz 8,5 mo3 Zelezo 7.8 no3
Kvapalina kg.m” Kvapalina kg.m”
Benzin 0,700010° | Ortut 13,6010°
Lieh 0,79110° Petrolej 0,9010°
Morské voda 1,03 mo? Voda 1,0 mo3
Plyny
(za normalnych ke.m™ PI ke.m™
podmienok — & yn &
- pri teplote 0°C
a pri tlaku 101,325 kPa)
Dusik 1,251 Kyslik 1,428
Hélium 0,178 Vodik 0,0899
Kysli¢nik uhli¢ity 1,977 Vzduch 1,293
TABULKA 2 —Hmotnostné tepelné kapacity
Latky tuhé a kvapalné (c) Jkeg' K'
Hlinik 900
Lad 2090
Liatina 544
Med’ 383
Mosadz 389
Olej (priemerna hodnota) 1674
Olovo 134
Ortut’ 139
Voda 4186
Zelezo 460
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TABULKA 3 Teplota (t) a hmotnostné tepla topenia (l;) niektorych latok pri tlaku 0,1

MPa

Latka °C kg
Hlinik 658,0 393003
Cad 0,0 333,6010°
Olovo 327,0 20,9003
Ortut -38,9 11,7003

Hmotnostné skupenské teplo varu vody pri teplote 100°C a tlaku 0,1 MPa
je 225600° Jkg™!

TABULKA 4 Povrchové napitie (O)

Latka N.m’' Latka N.m’'
Ortut’ 0,49 Voda pri 20°C 0,07
Lich 0,022 Terpentin 0,027
TABULKA 5 Sucinitele tepelnej vodivosti (A)
Latka JK'm's' Latka JK'm'h'
Hlinik 209,3 Azbest 753,5
Med 370,0 Omietka 2512,0
Zelezo 58,6 Kotolny kamei 8372,0
Sadze 293,0
Tehla 1 883,7

TABULKA 6 Moduly pruznosti vtahu E, Poissonovo ¢islo a medza pevnosti

niektorych latok o,

Latka Pa 1 Pa
Hlinik 7,200 0,3 600’
Med’ 11,300 0,33 2008
Ocel 2,1000" 0,28 7,2008
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TABULKA 7 Koeficienty teplotnej rozt'aznosti

Dizkova roztaznost’ (o)

Latka K' Latka K'

Hlinik 2300 Sklo 1000076

Med 17007 Zinok 29007

Mosadz 190076 Zelezo 120076
Objemova rozt'aznost’ (0y)

Latka K' Latka K'

Lich 11000° Ortut 18,2007
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