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PREDSLOV

Pri spracovani tychto ucebnych textov sme vychadzali z dvoch zakladnych ciel'ov:

1. poskytnit’ Studentom vSetkych faktlt Vojenskej akadémie priklady atulohy na
precvicenie uciva,

2. ucinne pomdct’ Studentom pri priprave na semestralnu sktsku z fyziky.

Ucebné texty obsahuju sedem zakladnych tematickych celkov z fyziky: Matematicky
aparat fyziky, Mechanika, Fyzikalne polia, Kmity a viny, Relativisticka fyzika, Kvantova
fyzika a Atomova fyzika. Tieto celky st rozdelené na konkrétnejSie fyzikalne oblasti
koncipované v troch Castiach:

- teoreticky uvod so struénym prehl'adom zdkladnych vztahov a zdkonov z danej
problematiky, ktory ul'ahcuje rieSenie prikladov a podporuje individualnu pracu
Studentov,

- rieSené priklady, ktoré ukazuji vzory spravneho metodického postupu riesent,

- nerieSené ulohy, pri ktorych je na konci zadania vzdy uvedeny vysledok rieSenia, ¢o
umoznuje kontrolu spravnosti postupu a vypoctu.

Vyber, naro¢nost’ a rozsah prikladov a uloh sme podriadili cielom, ktoré sme si dali na
zaCiatku spracovavania ucebnych textov. VSetky priklady a tilohy st zostavené tak, aby sa
mohli vyuzit' na cviceniach z fyziky, na pisomnych kontrolnych pracach, ale tiez na
precvicenie, preverenie a upevnenie teoretickych fyzikalnych zaverov vo faze pripravy
Studentov na vyucbu fyziky.

Nasou snahou bolo vytvorit' v knizni¢nom fonde zbierku fyzikalnych prikladov a uloh
pre Studentov, ktori v ramci svojho §tidia maju zaradeny predmet fyzika. Rozsah a vyber
prikladov a tloh bol vo velkej miere prisposobeny teoretickému rozsahu uciva fyziky na
Vojenskej akadémii. Myslime si, ze tak pomdzeme v systematickej a kvalitnejSej priprave
Studentov na vyucovanie a skusky z fyziky.

Zbierka prikladov z fyziky dostupnd Studentom, pripadne d’al§$im prezieravym
zaujemcom, navyse plni aj d’alSie ciele. UmozZiuje prakticky precvi€it’ poznatky, z ktorych
mnohé st sucastou vSeobecného vzdelania kultirneho, tym skor technicky vzdelaného
Cloveka. Fyzikalne ulohy su navySe vhodnou metddou praktického precvicenia mnohych
matematickych postupov a algoritmov v podobe primeranej technickej aj kazdodennej
praxi. Analdgie precvi¢enych matematicko—fyzikélnych postupov sa inzinierom urcite zidu
pri rieSeni praktickych inzinierskych tloh.

Zbierka bola zostavena z prikladov, ktoré sme vybrali z dostupnych zbierok prikladov
uréenych pre Studium fyziky na vysokych Skoladch technického zamerania a z d’alSich
vytvorenych prikladov, ktoré sa ndm osvedcili na katedre po dlhoro¢nych skiisenostiach
s vyucbou fyziky. Sme si vedomé, Ze zbierka mdze obsahovat chyby a nepresnosti,
a budeme vd’acné Citatel'om a pouzivatelom zbierky, ktori ndm ich prepacia a ktori nas na
ne upozornia.

Liptovsky Mikulas 30.4.2002 Autorky



MATEMATICKY APARAT FYZIKY

ZAKLADY VEKTOROVEHO POCTU

Skalar je fyzikalna veli¢ina, ktord je Uplne urcend jednym udajom, ato cislom
vyjadrujucim jej velkost’ v prislusnych jednotkach (napr. hmotnost’ m, Cas ¢, elektricky
prud /, moment zotrvacnosti J, atd’.).

Vektor je fyzikélna velicina, ktora je uplne urc¢ena dvoma subormi tidajov. Jeden z nich sa
vztahuje na velkost, druhy na smer (napr. rychlost ¥, uhlové zrychlenie &, sila F,
intenzita magnetického pola H , atd’.).

Absolitna hodnota vektora je kladné ¢islo urcujice jeho hodnotu v prislusnych
17“‘ alebo v, F, atd’.

Smer vektora je urCeny jednotkovym vektorom. Je to vektor rovnobezny s danym

b

jednotkach. Oznacujeme ju znakmi |\7

vektorom s absolutnou hodnotou = 1. Oznacujeme ich 7, 7, i, ] ,IE , apod.

Vektory povazujeme za totoZné, ked maju rovnaké absolutne hodnoty aj smery.
Znamienkom (—) pred vektorom (napr. —v ) oznacCujeme, ze dany vektor ma rovnaku
absolutnu hodnotu ako vektor v, ale opacny smer.
Kazdy vektor mozeme vyjadrit' ako skalarny nasobok jednotkového vektora v smere
daného vektora a absolutnej hodnoty tohto vektora

a= |a|a0 =aa,

Rozklad vektora na zlozKky:
Najcastejsie rozkladame vektor na zlozky do dvoch alebo troch navzajom kolmych smerov
predstavujicich napr. suradnicové osi pravouhlej suradnicovej sustavy. Ak v smere

suradnicovych osi (x,y,z) st orientované jednotkové vektory (f,],l; ), pre rozklad vektora

F plati

F=F +F +F. =Fi+F j+Fk

Fl=F=\F +F +F’

Ak oznaCime uhly, ktoré zviera vektor F' so smermi jednotkovych vektorov (17,],/;),
F
)

V z

,cosff=—, cosy=
B 7 /4

X

postupne symbolmi («, f,y), potom plati cosa =

Zakladné pravidla vektorovej algebry:

(af)a =a(fa) a,p saskalary
od+ fa=(a+ Pa

kW=
Q
+
o
Il
Qu



Skalarny sucin dvoch vektorov a b (a je uhol, ktory zvieraju vektory a b )
a-b= |Zz”l§‘cosa =abcosa

Vysledkom skalarneho sucinu je skalar (velkost’, ¢islo).
Vlastnosti skalarneho sticinu:

. a-b=b-ad

2. G-b=ab plati, ak vektory a,b su navzajom rovnobezné (cos0 =1)
3. a-b=0 plati, ak vektory a,b su navzajom kolmé (cos% =0)

4. a-a=ld’ =a’

5. a-p+c)=d-b+i-c

6. (cd)-b=a aI;):a(a I;) a je skalar

7. i-i=j-j=k-k=1 (cos0=1)

8. 7-j=i-k=j-k=0 (am%=0)

Vektorovy sicin dvoch vektorov a,b:

axb=¢
|E| =c= |Ez”l;‘ sina = absina
Vysledny vektor ¢ je kolmy na rovinu vektorov a ,ba je orientovany na ta stranu, z ktorej

sa stotoznenie prvého vektora s druhym na kratSej ceste javi proti pohybu hodinovych
ruciciek (smer pohybu pravotocivej skrutky).
Vlastnosti vektorového sticinu:

= —(I; xXda ) neplati komutativny zékon

QU

xb
xb =0 plati, ak vektory a,b zvieraju navzajom uhol a =0

+bxc=axc+bxc
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6. ‘ij‘z‘fxlg‘:‘]xlg‘zl (sin%zl)

7. ixi=jxj=kxk=0 (sin0=0)
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Eanl!

= (aybz - azby )f + (asz —ab, )j + (axby - aybx )lg

OPERATORY

Operator je znak alebo subor znakov, ktoré definuju urCity predpis tkonu (operacie)
s prisluSnou veli¢inou. V uzSom slova zmysle operator priraduje funkcii funkciu podla
dohodnutého predpisu. Prakticky vyznam maji operatory pola a kvantovomechanické
operatory.

1. Operatory pola:

Hamiltonov operator Divergencia vektorovej funkcie v :
(operator nabla):
ov
-0 -0 -0 diV\7=V-\7=av’C+ y+av2
V=i —+)—+k— x Oy Oz
ox = Oy 0z

Rotacia vektorovej funkcie v :
Gradient skalarnej funkcie a:

B i J ok
grada:Va:?i—kz—aj%r?k rot\7—V><\7—i i i
r gz ox Oy oz
Gradient vektorovej funkcie v : GGG
- V- O- Laplaceov operator:
gradv=—i+—j+—k
ax &y aZ 82 62 82

A=divgrad=V-V = + +
s ox® oyt oz’

Pravidla pre pocitanie s operatormi:

gradc =0 ¢ = konst.

grad(cV) = c gradV’ V =V(x,y,2) je skalarna funkcia
grad(ﬁ b)=a -gradI; +b - grada+a xroth +b xrotd

dive =0 ¢ je konstantny vektor

div(ca)=cdiva
div al;): adivh +l;-grada
div &x5)=5‘rotﬁ—ﬁ‘rot5

rot(¢)=0 ¢ je konstantny vektor
(

—

WX Nk w e

crota

rot(ca



10. rot(a5)=(grada) b+ aroth
11. rot(&x5)=(grad5) b—b

12.divrota =V-(Vxd)=a
13. rot grada =V xVa =0

bdivd +a divb (gradb )-a
(VxV)=0

Gaussova - Ostrogradského veta vyjadruje, Ze ploSny integral vektora v cez uzavretl
plochu S'sa rovna objemovému integralu divergencie vektorav cez objem } ohraniceny
touto plochou.

§v-dS = [ diviay
4

N

va v vori, 7 ivkovy 1 al v v cez uzavretd krivku vna
Stokesova veta hovori, ze krivkovy integral vektora v ce avreti krivku K sa rovna
plosnému integralu rotacie vektorav cez 'ubovolnl plochu, ohrani¢ent krivkou K.

2. Kvantovomechanické operatory:

Operator suradnice (polohového vektora) alebo kazdej funkcie stiradnic je s nimi totozny

X=x F=F
Operator potencialnej energie: Operator kinetickej energie:
2
U(x,,2)=U(x,y,z) LN
2m
Operator hybnosti: Operator celkovej mechanickej energie
;7 — _ihV (hamlltoman)
H = E +U
=Tt ;
V2 N BT n
Operator momentu hybnosti: H= 2m A+U
b =7 xihV

Operatory v kvantovej mechanike st Hermitove operatory, pretoze sa vyznacuju
linearnost’ou a samozdruZenost'ou.

Operator L je linearny, ked’ pre l'ubovolné dve funkcie u, a u, plati
L(u, +u,)=Lu, + Lu,
Operator L je samozdruzeny, ak pre dve kvadraticky integrovatel'né funkcie u,, u, plati

Iul*iude = qul:*ul*dV

10



Hviezdickou oznacCené veli¢iny (operatory) sa nazyvaju konjugované a z povodnych
veli¢in (operatorov) sa ziskavaju zamenou i — —i, kde i Je 1mag1narna jednotka.

Dva operatory Ll, L2 navzajom komutuju, ked’ plati L L L L 0, a nekomutuju, ked’
plati L1L2 —L2L1 # 0. Komutator operatorov je lLl ,L2J= L, L2—L2 Ll.

ULOHY
1. Urcte skalarny sucin vektorov a, b Jked a =50 + 3]’ - /2, b=3i+ 2] +6k .
[15]
2. Uréte vektorovy sucin vektorov a, b,ked d=2i - J+ 3k,b=i+ 37— 2k .
(-7 +7] +7k ]
3. Vypocitajte ¢ (axb) ak d =50 — ] J+2k,b=2i +2j +2k,¢=—i +2k
[30]
4. Vypocitajte vektorovy sucin (a — b )x(a+ b ).
[2(axb)]
5. Vypo¢itajte dizku a orienticiu vektora d = (1,—1,\/5 ) Vv kartezianskej suradnicovej
sustave.
[2; a=60"; =120y =45"]
6. Vypocitajte vel'kost’ priemetu vektora a = (1,2,—2) do smeru vektora b = (1,0,-1).
[2,121]
7. Vypocitajte plochu trojuholnika ABC, ked’ A(1,1,0), B(1,0,1), C(0,1,1).
[V3/2]
8. 'V kartezianskej sustave st dané tri body A(2,0,2), B(2,2,0), C(0,1,1). Urcte
a) jednotkovy vektor kolmy na rovinu uréentt bodmi A,B,C,
b) uhol medzi vektormi 5,5 , ak |Ez| =AB, q‘ =AC,
¢) plochu rovnobeznika vytvoreného vektormi a ,b , ak ich velkosti st v metroch.
(7 =(j+k)/N2;54°74"; 566 m’]
9. Vypoditajte grad r, kde r = 1/x* + y*> + z* je velkost polohového vektora.
[jednotkovy vektor 7]
10. Dokaézte, Ze rot rot A= grad div A-AA.
11. Vypocitajte grad (17 -a ), ked 7 je polohovy vektor, @ je 'ubovol'ny konstantny vektor.
[a]
12. Vypocitajte divr , ked’ 7 je polohovy vektor.
[3]
13. Dokazte platnost’ vzt'ahu rot 7 =0, kde 7 je polohovy vektor.
14. Dokazte platnost’ vzt'ahu div (17 xda ) =0, 7 je polohovy vektor, a je konStantny vektor.
15. Dokazte vzt'ah rot (F X d) =-2a, r je polohovy vektor, a je konsStantny vektor.
16. Najdite grad 7", ked’ r = (x2 +y*+z2° )1/2 je velkost polohového vektora, = konst.

[gradr" = nr" 7 ]

11



MECHANIKA

KINEMATIKA HMOTNEHO BODU

Pohyb hmotného bodu je popisany, ak pozname v kazdom case jeho polohu, rychlost’
a zrychlenie.

Polohovy vektor 7 hmotného bodu v priestore vzhl'adom k pociatku kartezianskej
stiradnicovej stustavy mozeme vyjadrit

F=xi+yj+zk
Jeho velkost’ uréime vzt'ahom
|77| :r:w/x2 +y2 +z2

kde 7, ]’,l; su jednotkové vektory v smere prisluSnych kartezianskych osi x, y, z.
Rychlost’ v pohybujiceho sa hmotného bodu je definovana vzt'ahom

_ dr
V=—
dt

Vzhl'adom na vyjadrenie polohového vektora mézeme vektor rychlosti vyjadrit

V=vi+v ]+vzk:ﬂl7+d—yl€+%/€
g dt dt dt

Velkost” vektora rychlosti vyjadrime

— 2 2 2
Vl=v=yv, +v, +v,

Zrychlenie a pohybujuceho sa hmotného bodu je definované

&y _d’F
dt dt?

a=

V kartezianskych stradniciach

i=aji+a,j+a E—dvxf+dvy ~,+de];_d2xlT+d2y~,+dzz]€
o TS T, dt ar T dr’ a " ar

Pre priamociare pohyby hmotného bodu su vztahy pre rychlost’ a zrychlenie po drahe s

ds dv d’s
= — a=—=
dt dt  dt’

\%

12



Rovnomerny priamociary pohyb (pociato¢na rychlost’ vy, pociatocna draha pohybu s¢)

_a_
dt

a 0 v = konst. = v, s=vt+s,
Rovnomerne zrychleny priamociary pohyb

« 1
a = konst. v=at+v, s:Eat2+v0t+s0

V pripade, Ze a = konst., ale plati a < 0, potom sa jednd o rovhomerne spomaleny
priamociary pohyb hmotného bodu.

Volny pad (g = 9,81m-s? je tiaZové zrychlenie)

1

a=g v, =0 v=gt s=5gt2
Zvisly vrh nadol Zvisly vrh nahor

a=g a=-g

vo;tO voio

v=gt+v, v=v, — gt

1 L
S:Egt + Vvt S =V, t——gt

Krivoc¢iary pohyb - zrychlenie a mozeme rozlozit’ na dve zlozky:

- normalovu zloZku 4, , ktord spésobuje zmenu smeru rychlosti ,

- tangencialnu zloZku g, , ktora sposobuje zmenu vel’kosti rychlosti.

kde 7n, a 7, st jednotkové vektory vsmere normaly adoty¢nice ku drdhe pohybu
hmotného bodu v danom mieste a R je polomer krivosti drahy.

Pri Sikmom vrhu a = g, avSak zrychlenie g apociatocna rychlost’ v, nespadaji do tej
istej priamky. Ak Sikmy vrh prebieha v rovine (x, y) a rychlost’ v, zviera s osou x uhol ¢,
plati

a =0 vV, =V, cosa X =v,tcosa

. . 1,
a,=-g vV, =V,sma—gt yzvotsma—EgI

Uhlova rychlost’ @ je definovana

13



5P

dt
kde ¢ je vektor s hodnotou danou velkostou uhla opisaného prislusnym polohovym
vektorom pohybujuceho sa hmotného bodu. Smer vektora ¢ je kolmy na rovinu uhla

a smeruje na ta stranu, z ktorej sa vytvaranie uhla javi proti pohybu hodinovych ruciciek.
Uhlové zrychlenie £ je definované

do_d'p
dt  dt?

&=

Ak sa jedna o rovinny krivoc¢iary pohyb, potom mdzeme pisat’

0=
dt
2
codo_do
dt  dt?

Vektory ¢, @, € spadaju do tej istej priamky kolmej na rovinu pohybu.
Velkost’ obvodovej rychlosti v

v=Rw
Velkost’ tangencidlnej zlozky zrychlenia a;
a, = Re
Velkost’ normalovej zloZky zrychlenia a,

a,=Ro’ =v/R

Specialnym pripadom krivogiareho pohybu je pohyb po kruZnici.
Rovnomerny pohyb po kruZnici (pociato¢na poloha ¢y)

_do_,

E= = o = konst. p=owt+@
dt °

Rovnomerne zrychleny pohyb po kruznici (poc¢iatocné uhlova rychlost” ax)
. 1
& = konst. w=¢8+a0, (p:Egt +w,t+ @,
Periéda T je Cas, za ktory obehne hmotny bod pri svojom pohybe jedenkrat drahu kruznice

_27rR_27rR_2_7r

T =
Y Ro o

14



Frekvencia f je ur¢end poc¢tom obehov hmotného bodu po kruznici za jednotku ¢asu

f=

1_o

T 2rx

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Pohyb hmotného bodu je opisany rovnicami x = R coswt, y = R sinwt, z = bt, kde R, w,
b st konStanty. Urcte vektor rychlosti a vektor zrychlenia tohoto pohybu a tiez
velkosti tychto vektorov.

RieSenie:
Polohu hmotného bodu opisuje vektor

F=xi+yj+ zk =i Rcos wt + jRsin ot + kbt
Pre vektor rychlosti plati

v=vitv jtvk=—i+—j+—k= (- Rosinar )i +(Rwcosat)j + bk
Velkost’ rychlosti je dana

_ 2 2 2_\/ﬁ
V=4V, +v, +v,” =VR'0" +b

Z definicie ur¢ime zrychlenie pohybu

~ - = ~ dv. - dv, . dv. -
d=aj+a,j+ak= Yei s i+ e
dt dt dt

Pretoze v, = bk nezavisi od Casu, je a_ = 0. Vektor zrychlenia mé potom tvar
d=—iw*Rcosat+ jw’Rsin ot

Pre vel'kost zrychlenia plati

2 2 2
a=\/ax +a, +a, =vo'R* =R

Priklad 2:
Zrychlenie pohybu castice po priamej drahe je vyjadrené rovnicou a(t): 4-1.
N4jdite zavislost' okamzZitej rychlosti pohybu a drahy od casu, ak v €ase t = 3 s je
rychlost v=2 m-s" a drdhas=9 m.

15



RieSenie:

Pre vel'kost zrychlenia pri priamociarom pohybe plati a = % Velkost rychlosti

3

t
v=.[adt=-|.(4—tz)dt=4t—?+vo

Dosadenim za v=2 m-s™, /=3 s pre po¢iato¢nt rychlost’ dostaneme

3

v, =v—4t+%=2—12+9=—1 m-s”

Dréha cCastice

£ ¢ ,
s = [vat = I(4t—?+v0)dt = j4tdt—j?dt+j—1dt =2t~ =ty
Pociato¢na draha

t* 81

Sy =82t +—+t=9-18+—+3="m
12 12

3
4

Vysledné rovnice zavislosti rychlosti a drédhy na ase potom maju tvar

Priklad 3:
Hmotny bod sa pohybuje po kruznici s polomerom » = 0,1m a uhlova drahu popisuje
rovnica ¢ =2 + 4£, kde ¢ je ¢as pohybu. Vypoéitajte:
a) velkost tangencidlneho a normalového zrychlenia v ¢ase t = 2 s,
b) pri akej uhlovej drahe bude celkové zrychlenie zvierat' s polomerom kruznice uhol
45°.

RieSenie:
a) Normalové zrychlenie je dané

2 2
a, = ro’ = r[ﬁj - r{di@ + 47 )} — {1262 ) = r144¢* = 0,1.144.2* =230 m s
t

Tangenciéalne zrychlenie je dané

g, =re=r9? =9 (127)=24r1 = 01242 =48 m s~
i di
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re

2
ra

b) tg45° -4 g tejto podmienky vyplyva, Zze 1= a potom &=w®’. Zrovnosti

n

uhlového zrychlenia a kvadratu uhlovej rychlosti ur¢ime ¢as pohybu hmotného bodu

24¢ = (126> z toho P =
Uhlové draha potom bude mat’ hodnotu
1
go:2+4g: 2,67 rad

Priklad 4:
Sofér, ktory ide rychlostou vy, zbada pred sebou prekdzku vo vzdialenosti s. Je pre
neho vyhodnejsie brzdit” alebo stocit’ volantom, aby do prekdzky nenarazil?

RieSenie:

. 1
Pre pohyb rovnomerne spomaleny (brzdenie) plati s = v ¢ —Eat2 , V=V, —at.

Kone¢na rychlost sa musi rovnat’ nule a tu dosiahne za ¢as 7 =v,/a. Po dosadeni do

rovnice pre drahu rovnomerne spomaleného pohybu dostaneme

2

Yo 1y 1w

a 2a 2 a

Pre pohyb po kruznici (stoCenie volantom) plati

—_— = z ¢oho vyplyva a=

Pre Soféra je vyhodnejsie vykonat’ pohyb rovnomerne spomaleny, teda brzdenie.
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ULOHY

1.

10.

11.

12.

Urcte rychlost” a zrychlenie hmotného bodu, ktorého polohovy vektor je dany rovnicou

F=iAcosbt+ jAsinbt, kde A=6mab= % s

2
[§23ﬁ]
2 8
Pre rychlost’ Gastice pohybujicej sa po priamke plati zavislost' w(£) = 97 - 8¢+ 3.
a) Aku drahu prejde Castica v asovom intervale od t4=2 s do t, =5 s?
b) Kedy je zrychlenie Castice nulové a aka je rychlost’ v tomto okamziku?
c) Aké je zrychlenie Castice pre t =7 s?

[276 m; g S; %m-s’l; 118 m‘s'z]

Aka je zaciatocna rychlost’ Castice, ktord sa pohybuje priamociaro tak, ze jej zrychlenie

v zéavislosti od Casu rovnomerne rastie a za prvych 5 s vzrastlo z nulovej hodnoty na

hodnotu 3 m-s2? Po uplynuti 10 s od zagiatku zrychleného pohybu mala &astica

rychlost’ 50 m-s™

[20 m's"]

Hmotny bod sa pohybuje v rovine (xy) okolo pociatku uhlovou rychlostou @.

a) Urcte polohovy vektor pohybujuceho sa bodu, vektor rychlosti a vektor celkového
zrychlenia, vel'kost” doty¢nicového a normalového zrychlenia.

b) Odvodte diferencialnu rovnicu rovnomerného kruhového pohybu vo vektorovom
tvare.

¢) Odvod'te diferencialnu rovnicu priemetu pohybujiceho sa bodu do osix a y.

Teleso padd z vysky 800 m a stucasne je zo zeme vystrelené nahor iné teleso so

zaciatoCnou rychlost'ou 200 m/s. Za aky Cas a v akej vySke sa obidve telesa stretn?

[4s; 721,5 m od zeme]

Volne padajtce teleso minie za ¢asovy interval 1 s dva body vzdialené od seba 12 m. Z

akej vySky nad prvym bodom pada teleso a akt rychlost ma v oboch bodoch?

[2,56 m; 7,09 m-s™; 16,9 m-s™]

Vieme, Ze hmotny bod presiel za 10 s drahu 30 m, pric¢om sa jeho rychlost’ zvécsila 5-

krat. Urcte zrychlenie pohybu za predpokladu, Ze sa po¢as pohybu nemeni.

[0,4 m-s™]

Teleso sa otata okolo pevnej osi s konstantnym uhlovym zrychlenim 0,04 s. Za aky

Cas od zaliatku otacania bude celkové zrychlenie T'ubovol'ného bodu zvierat so

smerom rychlosti toho bodu uhol 76°?

[10 s]

Koleso sa otaca rovnomerne zrychlenym pohybom z kl'udového stavu. V priebehu

dvoclé sekund vykona 16 otacok. Vypocitajte uhlové zrychlenie.

[67 s7]

Gul'ocka padala do vody z vysky 50 cm a ponorila sa 20 cm pod hladinu vody.

Vypocitajte spomalenie gul'd6cky vo vode za predpokladu, ze pohyb je rovnomerne

spomaleny.

[25 m-s?]

Zotrva¢nik s uhlovym zrychlenim 2 rad/s® sa otoéil za ¢as 5 s o uhol 75 rad. Ako dlho

bol uz v pohybe pred zaCiatkom 5-sekundového intervalu, ak sa roztacal z kI'udu?

[7,07 s]

Po priamej vozovke sa pohybuje auto konStantnou rychlostou 36 km/h. Motocykel
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stojaci na krajnici sa zacal rozbiehat' v tom okamziku, ked’ ho auto prave minalo. Po
uplynuti 30 s motocykel auto dobehol. Aké zrychlenie md motocyklista a akou
rychlost'ou predbieha auto?

[0,67 m-s?; 20 m-s]

13. Obvodova rychlost’ bodu na obvode otaajiiceho sa kotuca je 3 m-s™'. Bod, ktory je o
10 cm blliiéie k osi otadania, ma rychlost 2 m-s”. Uréte frekvenciu ota¢ania kotua.
[1,59 5]

14. Uréte polomer krivosti drahy telesa, ktoré bolo vrhnuté vodorovne pociatocnou
rychlostou 40 m/s, v €¢ase 3 s od zac¢iatku pohybu.

[312,5 m]

15. Z dela pobrezného delostrelectva, umiestnené¢ho vo vyske 30 m nad hladinou mora, je
vystrelend strela pod uhlom 30° voci horizontalnej rovine s pociatocnou rychlost'ou
1000 m/s. Aka je vodorovna vzdialenost’ dela od miesta, v ktorom strela zasiahla ciel
leZiaci na hladine mora?

[102 km]

DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Dynamika v klasickej fyzike je zaloZzena na troch Newtonovych zékonoch:

1. Zakon zotrvac¢nosti: Hmotny bod je v kl'ude alebo kond rovnomerny priamociary
pohyb, ak nie je pdsobenim inych sil nutené tento stav zmenit'.

2. Zakon sily: Sila pdsobiaca na hmotny bod je tmernid stcinu jeho hmotnosti
a zrychlenia, ktoré mu udel'uje. Plati

F =ma

3. Zakon akcie a reakcie: Sily, ktorymi navzajom na seba dve telesa posobia, su rovnako
vel'ké, ale opacne orientované. Plati

F, =-F,

Platnost” Newtonovych zdkonov je viazani na inercidlne sustavy, t.j. sustavy, ktoré su
v kl'ude, a sustavy, ktoré sa voci nim pohybujil rovhomernym priamoc¢iarym pohybom.

Ak vztahujeme pohyb hmotného bodu k neinercidlnej sustave, potom musime uvazovat’ aj
zotrva&né sily. Zakon sily s vyslednicou zotrvaénych sil F' ma tvar

~F+F'

Q)

m

Ak F'=-mad’', ide o taki neinercialnu sustavu, ktora sa voci inercialnej ststave pohybuje
priamo¢iarym rovnomerne zrychlenym pohybom so zrychlenim a'. Ak

F'=F, +F, =m(&x7)x@&—2m(dx V')

ide o neinercidlnu sustavu, ktord sa voci inercidlnej sustave otdca uhlovou rychlostou
@ =konst., pricom F, je odstrediva sila, F,. je Coriolisova sila, 7' je polohovy vektor
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hmotného bodu s hmotnostou m vzhl'adom na vzt'azny bod na osi otacania, v' je rychlost’
hmotného bodu voci neinercialnej ststave.
Hybnost’ p hmotného bodu je definovana

p=my
Impulz sily 7 pdsobiacej na hmotny bod za &as ¢

I =|Fdt

© —

Pohybova rovnica hmotného bodu

dv _ dp

F=md=m—=
dt dt

Mechanicka praca 4 (7 je polohovy vektor pociato¢ného bodu dréhy, 7, je polohovy

vektor koncového bodu drahy, po ktorej sila F pdsobi)

A=[F-dF
Vykon P
podd_Fdi g
dt dt

Kineticka energia E; pohybujuceho sa hmotného bodu

1
E, =—m’

2

Praca, ktoru sila vykona na urcitej drdhe, sa rovna zmene kinetickej energie hmotného

1 1 ) ) )
bodu Emv2 - Emvo2 , kde v a vy st rychlosti hmotného bodu na konci a na zac¢iatku drahy.

Potencialna energia £, (F je sila vonkajsieho pol'a)

V gravitacnom poli Zeme vo vyske 4 nad povrchom zanedbatel'nej voc¢i polomeru Zeme
pre potencidlnu energiu plati

E, =mgh
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Zakon zachovania mechanickej energie
E=E, +E, =konst.
Zakon zachovania hybnosti

p, + p, +...= p =konst.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Na upéti naklonenej roviny suhlom sklonu a = 45° stoji vozik s pieskom s
hmotnost'ou m, = 5 kg. Rovnobezne s naklonenou rovinou leti strela s hmotnost'ou m;
=50 g rychlostou 400 m-s™' a uviazne v piesku. Akt drahu prejde vozik po naklonene;
rovine az do svojho zastavenia? (Trenie a odpor prostredia zanedbame).

RieSenie:
Uplatnenim zakona zachovania hybnosti m,v, +m,v, = (m, +m, Jv pre v» = 0 dostaneme

my, = (ml + mz)v
Z tejto rovnice vyjadrime rychlost’ vozika na konci drahy

mv
v= 1"
m, +m,

Kineticka energia vozika sa zmeni na potencidlnu energiu podl'a vztahu E, = E , pricom

1 1 m,v ’ 1 m’y’
Ek :—mv2 :E(ml +m2{#] :Eﬁ
m1+m2

Po tprave dostaneme pre vysku naklonenej roviny
2.2
h= m v,
2
2g (m1 +m, )

Drahu naklonenej roviny vyjadrime

h m’v,’ 0,052.400>
S = - = - 2 = > = ’6 m
sina 2gsina(m, +m,)"  2.9,81.0,5.5,05
Priklad 2:

Raketa s hmotnostou m = 500 kg Startuje kolmo z povrchu Zeme. Jej rychlost je v =
500 m-s™'. Uréte velkost’ Coriolisovej a zotrvaénej odstredive; sily, ak raketa Startuje:
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a) napole,
b) na 60° zemepisnej Sirky,
¢) na rovniku.

RieSenie:
Pre Coriolisovu silu F. a odstredivi zotrvacnu silu F, plati

& TV 5 A A®
v
i r \7>
D
a) b) C)

a) Ked raketa Startuje na pdle, vektory 7,@,v lezia na jednej priamke a vektorové
suciny v defini¢nych vzt'ahoch pre Coriolisovu a odstredivu zotrvaént silu, st nulové.
b) V tomto pripade vektor 7 rozlozime na dve navzijom kolmé zlozky r =7, +7;.

Potom vektor odstredivej zotrvacnej sily vyjadrime takto

Fy =—ml@x(@x7,)+&x(@x7,)|=—-max(@x7,) = —m|@d(d -7, ) -7, (6 @) = mo?Fy

Velkost’ odstredivej zotrvacne;j sily a Coriolosovej sily vyjadrime

F, = mo*rsin30° = 500 — 2~
24.3600

2
} 6,37.10°0,5=8,4 N

F. =2mavsin30° = 2.500.2—7Z.500.0,5 =18,18 N
24.3600

c) Pri Starte na rovniku
E,=-mdx(&x7)=-m|d(@-7)-F(éd- &)= miw?

Velkost zotrvacnej odstredive;j sily
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F, = ro*m = 6,37.106| — 2
24.3600

2
} 500=16,83 N

Pretoze vektor @ je kolmy na vektor v, pre velkost’ Coriolisovej sily dostaneme

F. = 2maw = 2.500.—2%
24.3600

.500=36,35 N

Priklad 3:
Motor s hmotnost'ou 100 kg zvySuje svoju rychlost’ pocas 6 s so zrychlenim 1,8 m-s
a dosiahne koneéni rychlost v = 85 km-h™'. Aké pracu pritom musi vykonat™?

2

RieSenie:
Mechanicku pracu vyjadrime ako rozdiel kinetickych energii na konci a na zaciatku
pohybu

1, 1

A=E, —E, =—my —Emvo2 :Em(v2 —vé)

2
Pociato¢nu rychlost’ ur¢ime zo vztahu

v=at+v,

vy =Vv—at

Potom pre mechanicku pracu, ktort motor vykona plati

A= %m(vz —v? +2vat —a’t?) = %mat@v—at): %.100. 1,8.6(2.23,6-18.6) =
~1,97.10*7

Priklad 4:
Hmotny bod s hmotnostou m = 1 kg je zaveseny v pevnom bode na niti s dizkou 7 =
30 m a opisuje kruznicu konstantnou rychlostou. Nit' pri pohybe zviera so zvislym
smerom uhol = 60°. Urcte rychlost’ pohybu hmotného bodu, periodu a silu, ktora pri

pohybe napina nit’.
RieSenie:
Podl'a obrazku
V2
m -
tga = ﬂ = Fo_ mv‘z
G mg mglsina

Z toho velkost rychlosti

v=Jglsina tga =/9,81.30.5in 60°.tg60° =

=,/441,42 =21,01 m-s™
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Perioda

_2mr  2xlsina 2.3,14.30.0,866
% % 21,01

T =777 s

Sila, ktord napina nit’

Fe G __mg =1'9’81=19,62N
cosa cos60° 0,5

ULOHY

1.

10.

Akou minimalnou frekvenciou musime po kruznici s polomerom 70 cm otacat’ vo
zvislej rovine nadobu, ktora je naplnend vodou, aby sa voda nevyliala?

[0,6 Hz]

Teleso pada volnym padom, pricom drahu medzi dvoma bodmi, ktoré st od zaciatku
vol'ného padu vo vySkach 4, a hy, preslo za 2 s. Dalej plati, Ze kinetick4 energia v bode

vzdialenejSom od zaciatku volného padu je 2-krat vacsia ako v bode nad nim. Aké st
drahy vol'ného padu 4, a /,?

[114 m; 229 m]

Teleso preslo za posobenia konstantnej sily (konstantnej co do smeru a velkosti) drahu
rovnu Stvrtine kruZnice s polomerom R. Vypocitajte pracu, ktoru sila vykona.

[A = FR]

V najvy$som bode naklonenej roviny dizky s je polozeny kvader, ktory pohybom po
naklonenej rovine dosiahne rychlost’ 3 m/s. Urc¢te vysku naklonenej roviny.

[0,45 m]

Teleso s hmotnostou 150 g bolo vrhnuté zvislo nahor a vo vyske 10 m malo kineticka
energiu 7 J. Akou pociato¢nou rychlost'ou bolo vrhnuté?

[17 ms"]

Strela s hmotnostou 10 g vnikne do telesa s hmotnostou 600 g, ktoré¢ lezi na
vodorovnej doske a posunie ho po drahe 5,5 m. Aku rychlost’ ma strela pred vniknutim
do telesa, ked’ stCinitel’ trenia medzi doskou a telesom je 0,47

[405 m-s™']

Zdvihdk vytahu nalozeného materidlom s tiazou 10000 N sa zdviha s konStantnym
zrychlenim 2 m/s”. Vypogitajte pracu, ktora sa vykona za prvych 5 sekiind zdvihu. Ak
je kinetickd energia telesa s hmotnostou 5 kg? Teleso sa pohybuje po priamej drahe
posobenim sily 12 N v ¢ase 32 s od okamziku, v ktorom malo rychlost’ 2 m/s.

[300 kJ; 1,55.10% J]

Disk ma hmotnost’ 0,5 kg a priemer 40 cm. Otaca sa s frekvenciou 1 500 otaCok/min.
Pri brzdeni sa zastavi za ¢as 20 s. Ur¢te moment brzdiace;j sily.

[0,0785 N-m]

Aké ma byt zvySenie vonkajsej kolajnice v zékrute s polomerom 300 m, aby pri
priemernej rychlosti vlaku 50 km/h nevznikol postranny tlak kolies na kol'ajnice s
rozchodom 1,435 m?

[9,4 cm]

Clovek s tiazou G, stoji na hojdadke a zosko&i z nej pod elevaénym uhlom o
podiatoénou rychlostou v;. Tiaz hojdacky je G, a diZka zavesenej ty&e hojdacky I.
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Urcte uhol ¢, o ktory sa hojdacka vychyli po zoskoku ¢loveka.

V2
29 h) ]

11. Teleso s hmotnostou 10 kg je zavesené na pruzinovych véhach v kabine vytahu. Urcte,
¢o budu vahy ukazovat’,

a) ak sa vytah pohybuje konstantnou rychlostou 3 m/s smerom nahor,
b) ak sa vytah pohybuje konstantnym zrychlenim 3 m/ s* smerom nahor,
c¢) ak sa lano pretrhne a kabina padd vol'nym padom.

[98,1 N; 128,1 N; O N]

12. Elektricka idtaca rychlostou 30 km/h moze zabrzdit’ do Gplného zastavenia na drahe
14,16 m. Urcte, akd je brzdnad sila elektricky. Silu vyjadrite ako nasobok tiaze
elektricky. Predpokladajte, Ze trat’ elektricky je vodorovna.

[0,25G]

[ @ = arccos(1 -

MECHANIKA SUSTAVY HMOTNYCH BODOV A TELESA

Tazisko ststavy dvoch hmotnych bodov m; a m; je taky bod na ich spojnici, ktory ju deli
v obratenom pomere k ich hmotnostiam.

s/l =m,[m,
Polohovy vektor t'aziska pre dva hmotné body

5 _mhtmn,
=11 22
m, +m,

Polohovy vektor taziska sustavy hmotnych bodov (celkovd hmotnost m) a jeho
kartezianske suradnice

Zm,-”i
- - 1 -
Ir = =_Zmiri
2mm
i

i

1 1 1
Xp =— 2 %, Yr=—"2.MY; Zr = 2 mz
) ) )
Polohovy vektor t'aziska telesa so spojite rozlozenou hmotnost’ou
O
vy =— J. rdm
m m

kde hmotny element dm = pdV mdézeme vyjadrit pomocou hustoty telesa p a objemového
elementu dV' .
Kartezianske suradnice t'aziska su
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Xy :%ixdm Vr :%iydm z; =%£zdm

Dokonale tuhé teleso je teleso, ktoré za pdsobenia vonkajsich sil nemeni svoj tvar.
Ststava hmotnych bodov (teleso) sa pohybuje tak, ze jeho 'ubovolny zlozity pohyb mozno
rozlozit’ na postupny a rotaény pohyb.

I. impulzov veta o postupnom pohybe taZiska (F = ZFI , D= Zmiﬁi )

F =

%%

Sucet vsetkych vonkajsich sil posobiacich na sustavu hmotnych bodov sa rovna casovej
zmene celkovej hybnosti ststavy. TaZisko sustavy hmotnych bodov sa pohybuje tak, ako
keby cela hmotnost’ bola ststredend v t'azisku a vSetky sily posobili v tazisku.

II. impulzova veta - pohybova rovnica rotacného pohybu ststavy hmotnych bodov
(tuhého telesa) vzhladom k osi rotacie (@ je uhlova rychlost' telesa, & je uhlové
zrychlenie telesa)

wi=
dt

M =FxF je celkovy moment sily, b =7#xp je celkovy moment hybnosti sustavy
(telesa), 7 je polohovy vektor posobiska vektora sily alebo hybnosti vzhl'adom k osi
rotécie.

Zakon zachovania momentu hybnosti - celkovy moment hybnosti izolovanej sustavy je
konStantny

b =>F xm, =konst.
i

Pre rotdciu telesa s momentom zotrvacnosti J uhlovou rychlostou @ auhlovym
zrychlenim £ platia pohybové rovnice v tvare

b=Jd M =Jg

Kineticka energia rotujuceho tuhého telesa

kde J je moment zotrvacnosti telesa. Ak r; je vzdialenost’ hmotného bodu s hmotnostou m;
od osi rotacie, potom

J= zmiriz

Pre teleso so spojite rozloZzenou hmotnost'ou
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J = Irzdm

Steinerova veta umoziujica urcit moment zotrvacnosti telesa vzhl'adom k osi rotacie,
ktora neprechadza t'aziskom

J=J, +ma’
m je celkovd hmotnost’ telesa, aje vzdialenost’ taziska od osi roticie, Jr je moment
zotrvacnosti telesa vzhl'adom k osi, ktora prechadza cez tazisko, J je moment zotrvanosti

telesa vzhl'adom k rovnobeZnej osi, ktora neprechadza t'aziskom.

Momenty zotrvacnosti niektorych homogénnych telies

Teleso Os rotécie Moment
zotrvacnosti
Tenka ty¢ l'ubovolného prierezu | Kolma k ty¢i na jej konci 1,
fy J=—ml
s dlzkou / 3
Tenka ty¢ l'ubovolného prierezu | Kolma k ty¢i v jej strede 1
. J=—ml
s dlzkou / 12
Duty valec s polomermi 7, 7, Geometricka os valca s s
J= —m(r1 +7, )
Tenky prstenec s polomerom r Cez stred prstenca kolmo | J = ;72
k jeho rovine
Plny valec s polomerom r Geometricka os valca J 1
=—mr
2
Plna gul’ 1 Os gule v tazisk 2
na gul’a s polomerom r s gule v tazisku g 2.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Z tenkej homogénnej kruhovej dosky s polomerom R = 5 cm sme vyrezali kruhovy
otvor s polomerom » = 3 cm tak, ze stred vyrezanej Casti je voci stredu povodnej
kruhovej dosky posunuty o d = 1 cm. Urcte stradnice taZiska tohoto utvaru.

RieSenie:

Utvar rozdelime na &asti s plodnymi obsahmi m” a m(R* — #%). Obe Gasti majii rovnaka
hustotu. Do stredu dosky s polomerom R ddme zaciatok suradnicovej ststavy, vzhl'adom
na ktora budeme uréovat’ polohu taziska. Cast’ s plosnym obsahom m* ma tazisko v bode
T1(d,0), Cast’ s ploSnym obsahom n(R* — ) ma tazisko v bode T(x7,0) a tazisko plnej
dosky je vbode To(x*,0). Hladame stradnicu x7. Ulohu rie§ime ako ststavu dvoch
hmotnych bodov T, T. Suradnica taziska Ty je x* =0 a sti€asne plati

. xm +x,m, dm +x,m,
x = =

m, +m, m, +m,
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> X
TQTl

S~ |

<& »len

XT d

Vzhl'adom na symetriu tGtvaru a vol'bu stiradnicovej sustavy plati

(R2 -7’ )xr +r’d

0= e
r’d 9
X;p =— =-—=-0,562 cm
TOR*-rr 16

Stradnice taziska T st yr = 0 a xy = —0,562 cm (vlavo od stredu plnej kruhovej dosky).

Priklad 2:
Gul'6¢ka s hmotnostou m = 5 g rotuje v kruhovom Zliabku s polomerom R = 0,5 m
kons$tantnou uhlovou rychlostou zodpovedajucou frekvencii fo = 3 Hz. Za aky cas
zvacsi moment sil M = 4m.10” N-m uhlovii rychlost guldcky trojnasobne? Trenie
zanedbajte a gul'6¢ku povazujte za hmotny bod.

RieSenie:
Pouzijeme vztahy pre moment sily M a moment hybnosti b

!

-~ d -
M=— b=Jow
dt
kde J je moment zotrvacnosti. Spojenim tychto vztahov dostaneme

TJda) = jMdt

o ty
Po integrovani

Jo-w,)=M(-t,) J27x(3f, - f,) = MAt
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. J2r2
Z toho pre ¢asovy interval dostaneme At = ﬂ—fo

Pre moment zotrva¢nosti gul'ocky, ktorti povazujeme za hmotny bod, vzhl'adom na os
prechadzajtcu stredom kruhovej drahy plati J=mR*. Takze

_ mR*272f, AnfymR’® 473.5.107.0,5’

M M 4

At =0,375 s

Priklad 3:
Urc¢te moment zotrvacnosti tenkej homogénnej tyce s prierezom S, s hmotnostou m a
dlzkou /, ktorej os otacania ide stredom ty¢e kolmo na jej pozdlznu os.

RieSenie:
o D

<>

A
Y

A
\ 4

/2 /2

Pre moment zotrvacnosti elementarnej Casti tyCe, ktorej vzdialenost’ od osi je x, a ktorej
hrabka je dx, plati

2
X m

dJ =x*dm = dx

dm=p dv =" Sdv =" sax =" dx
% SI !

Pre celkovy moment zotrvacnosti tyce tak dostaneme

2 2 32 3
J= Iszﬂszdx:ﬂx— :ml (thljzimlz
A kA 3], 1\24724) 12

Priklad 4:
Vypocitajte moment zotrvacnosti homogénneho dutého valca vzhl'adom na jeho
geometrickll os, ak pozname vonkajsi polomer valca »;, vnttorny polomer r,, vySku
valca /4 a hustotu p.

RieSenie:
Pre moment zotrva¢nosti elementarneho dutého valca plati

dJ = x*dm = x’ pdV = x* p2mxdxh
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Celkovy moment zotrva¢nosti valca dostaneme integraciou

N
X

J=]]-dJ=]Lx2dM=2ﬂph]Lx3dx=2ﬂph{ 44} _ 27p h[”14 _724]

Pretoze np h(rl2 - r22 ) = m, pre moment zotrvac¢nosti valca plati
1
J = —m(rl2 + rzz)
2

Priklad 5:
Na valci s hmotnostou M as polomerom R je navinuté lano, na konci ktorého je
zavesené zavazie s hmotnostou m. Vypocitajte, s akym zrychlenim sa bude zavazie
pohybovat’, ked’ odpor prostredia a trenie zanedbame.

————— P

RieSenie:

lﬁ:ma

. , 1
Pre moment zotrvacnosti valca plati J = EMR2 .
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Zo zakona zachovania energie sa potencidlna energia zavazia premeni na kinetickl energiu
posuvného pohybu zavazia a kineticku energiu rotacného pohybu valca. Plati

mgh = lmv2 +lJa)2
2 2

Velkost’ obvodovej rychlosti v bodoch na povrchu valca je totozna s rychlostou, ktorou
. . T -1 v ;
klesa zavazie. Uhlovl rychlost’ otdcania valca vyjadrime @ = rE Potom plati
11 , v’

L
mgh=—mv" +——MR" —-
TR R

Predpokladdme rovnomerne zrychleny pohyb zavazia. Potom pre vysku zavazia a rychlost’
plati

h= lat2 v=at
2
Po dosadeni dostaneme
2,2
mglat2 :lmazt2 +1MR2 a l;
2 2 4 R

1 :
Po Gprave mg = ma + EMa . Z toho pre zrychlenie plati

Priklad 6:
Valec s tiazou G a s polomerom r sa otaca okolo geometrickej osi uhlovou rychlost'ou
. Vypocitajte, akou uhlovou rychlostou w; sa musi otacat’ valec okolo osi, ktora
prechadza jeho povrchovou priamkou, aby sa jeho kineticka energia nezmenila.

RieSenie:
Kineticku energiu valca vzhl'adom k osi, ktord prechadza t'aziskom vyjadrime

E, B LI
22 4g

. ) 1
kde moment zotrva¢nosti valca J = Emr2 }

Kinetickti energiu valca otaCajuceho sa okolo osi, ktora prechadza jeho povrchovou
2
priamkou ur¢ime vztahom
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1
Ekl = EJla)lz

kde moment zotrvacnosti J; ur¢ime pomocou Steinerovej vety
_ 2 1 2 2 3 2
J, =J+mr —Emr + mr —Emr

Po dosadeni

E, :lémrza)l2 2221”20)12
22 4

Z rovnosti takto uréenych kinetickych energii vyplyva pre uhlovl rychlost’ ,

lG 2 2 3G 2 2 w

——rw =——r'o, W, =—F—

4g 4g NE)
ULOHY

1. Urcte suradnice x7, yr taziska molekuly vody, ktoru povazujeme za stistavu hmotnych
bodov s hmotnostami m; m,, ms leziacich v rovine xy. Plati a = 9,57.10'10 m o =
104,5 °, m= my = my, mz = 16my.

y A

X
[0;6,51.10™"" m] ,
2. Najdite polohu taziska homogénnej tenkej tyce s dlzkou /.
0 dm
) X dx
/

[xr=1/2]
. v r v v . 2 7w
3. Na otacavej stolicke sedi ¢lovek s momentom zotrvacnosti J = 6 kg-m a otaca sa

uhlovou rychlostou @ = 0,5 sV upazenych rukéach vo vzdialenosti 180 cm ma dve
¢inky s hmotnostami 4 kg. Ako sa zmeni uhlova rychlost’, ked’ ¢lovek pritiahne ¢inky
na vzdialenost’ 30 cm? Trenie a moment sily vzhl'adom ku stoli¢ke neuvazujeme.

[1,0095"]
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4.

10.

11.

Najdite polohu taziska homogénneho telesa tvaru pologule s polomerom R.

Ay

[xr=0;y, :3R/8]

Zotrvaénik s momentom zotrvagnosti 40 kg-m® sa roztata. Za aky &as dosiahne
frekvenciu 480 ota¢ok/min, ak nan pésobi moment sily 300 N-m?

(8,37 s]

Vypocitajte polohu taziska svetlometu v tvare rotatného paraboloidu, ktory vznikne
rotaciou paraboly x> = 4y okolo osi y, ked’ okrajovy priemer svetlometu je 8 cm.

A

y

[2,4 cm]

Homogénne teleso tvaru rotacného valca sa otaca okolo geometrickej osi. Urcte
hodnotu momentu vonkajsich sil vzhl'adom na os otdcania, ked’ sa hodnota momentu
hybnosti telesa vzhl'adom na tito os zmeni za &as t=5szb=0na b=0,157 kg-m>s™.
[0,0314 N-m]

Na teleso s hmotnostou m = 1 kg s po&iatoénou rychlostou v, =3i —2; + 6k pdsobi
premenliva sila F = (5 - 2t) f—%tlg +7. Aka je velkost rychlosti telesa a jeho

kinetickd energia v ase t = 6 s?

[5m-s™; 12,5 ]

Vypotitajte, aki pracu vykonala sila F = (x2 - 2xy)f + (y2 - 2xy)]', ktora premiestnila
Gasticu po parabole danej parametrickymi rovnicami x = ¢, y = ¢* z bodu M;(1,1) do
bodu My(-1,1).

[14/15 ]]

Valec s polomerom 5 cm visi na dvoch vldknach, ktoré st navinuté po jeho obvode, a
padom preleti drahu 2 m. Aku uhlovu rychlost’ mé valec na konci tejto drahy a aky ¢as
je k tomu potrebny?

[102,3s7;0,78 5]

Urc¢te moment zotrvacnosti homogénnej kruhovej dosky s hmotnostou 2 kg a s

33



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

polomerom 10 cm vzhl'adom na jej geometricku os.
[107 kg-m’]
Vypotitajte moment zotrvaénosti ty¢e s dizkou / a hmotnostou m vzhFadom na os
rotacie kolmi na geometricku os tyce, ktora
a) prechadza koncovym bodom tyce,
b) prechadza stredom tyce.
[J =lm12;J* =im12]
3 12
Zavazie s tiazou G| = 60 N zavesené na osi s priemerom d; = 4 cm roztoci zotrvacnik s
tiazou G,=120 N's priemerom d, = 60 cm. Kol'ko otd¢ok dosiahne zotrvaénik, ak

zévazie klesne o dizku 4 = 2 cm? Ak rychlost ma zavazie v tomto bode? Moment
zotrvacnosti osi zanedbame.

[3,31 s 0,416 m/s]

Zotrvaénik s momentom zotrvatnosti 40 kgm’ sa v dosledku pdsobenia sily
s momentom sily 20 N-m zacal rovnomerne zrychlene otacat’. Urcte kinetickd energiu
zotrvacnika po uplynuti 10 s od zaciatku pohybu.

[500 J]

Miesacka sa otaca volne okolo zvislej osi rovnomerne uhlovou rychlostou ay a ma
moment zotrvacnosti vzhl'adom na os otacania Jy. Do mieSacky za¢neme nalievat
vodu, priCom sa moment zotrvacnosti zmeni kazda sekundu o hodnotu AJ,. Urcte

uhlovt rychlost’ a uhlové zrychlenie mieSacky od zaciatku nalievania vody.
(o J,0, o J A o,

Jy+AJt (J, +AJ,2)
Vypocitajte hustotu homogénneho valca, ktory rotuje okolo svojej geometrickej osi
uhlovou rychlostou 300 s™ a jeho kineticka energia je 2000 J. Polomer valca je 0,1 m
a jeho vyska 0,5 m.
[566 kg-m™]
Koleso s polomerom 0,5 m a momentom zotrvaénosti 200 kg-m” rotuje s frekvenciou
180 otacok za minutu. Vypocitajte, aké vel’ka sila musi posobit’ na jeho obvode, aby ho
zastavila za 1 minutu.
[125,6 N]
Gul'a s hmotnostou 10 kg aspolomerom 20 cm rotuje okolo osi prechddzajicej
taziskom. Uhlové pootoCenie gule v zavislosti od ¢asu vyjadruje rovnica
@ =At* + B’  kde A =457 B=15". Vypotitajte velkost momentu sily pésobiaceho
na gul'u v Case 2 s.
[3,2 N-m]
Akt rychlost’ dosiahne homogénna gul’a s hmotnost'ou m, ktoréa sa kotula bez trenia po
naklonenej rovine z vysky A?

[v=410gh/7 ]

Vypoéitajte zrychlenie taziska homogénnej gule, ktora sa vali (bez kizania) po
naklonenej rovine s uhlom 30 °. Poc¢iato¢na rychlost’ gule je rovna nule. Vypocitajte to
isté pre homogénny valec.

[3,5 ms?; 1,96 m-s™]

Vypocitajte, v ktorom bode musime upevnit homogénny kruhovy disk, aby jeho
moment zotrvacnosti vzhladom na os rotdcie prechadzajucu tymto bodom kolmo
k rovine disku bol rovny J = mR* (m je hmotnost disku, R je jeho polomer).

[bod vo vzdialenosti 0,707R od stredu disku]
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TEPELNY POHYB

Tepelny pohyb je zvlastnym pripadom mechanického pohybu, ktory vykonavaju vsetky
zakladné Castice nasho sveta - atomy, molekuly, elektrony, protony, neutrony.
Stredna kvadraticka rychlost’ v, molekul plynu

n, je i-ta molekula plynu, v, je rychlost’ tejto molekuly, 7 je celkovy pocet molekul plynu.
Z podrobnejsich vypoctov pre stredntl rychlost’ molekil jednoatdomového plynu vyplyva

[3kT [3RT
v, =,— alebo V. =, |—
‘ m ‘ M

k =R/N, je Boltzmanova konstanta, R je molarna plynové konstanta, 7 je teplota plynu,

Na je Avogadrova konStanta, m je hmotnost’ plynu a M je moldrna hmotnost’ plynu.
Stredna kineticka energia e¢; molekul plynu

e, :ékT

i je pocet stupniov vol'nosti molekuly, priCom i = 3 pre jednoatomovu molekulu, i = 5 pre
dvojatomovi molekulu a i = 6 pre viacatdbmovu molekulu.
Tlak p molekul jednoatomového plynu na steny nadoby

2 2
pP= gnomvs p= gnoek

no je pocet molekul v jednotkovom objeme plynu, m je hmotnost’ molekul plynu, ek je
stredna kinetickd energia plynu.

Teplo Q, ktor¢ latka s hmotnostou m a Specifickou tepelnou kapacitou ¢ prijima pri zmene
teploty z 71 na 7>

U
0= J.mch
T

Pri konsStantnom m a ¢ plati
0= mc(T >~ 1 )
Specificka tepelna kapacita ¢

o140
mdT
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Molarna tepelna kapacita C (n je pocet molov)

c=1d9
ndTl

Boyleov-Mariottov zakon plati pre izotermicky dej za podmienky 7" = konst.
PV, = pV =konst.

Gay-Lussacov zakon pre izobaricky dej za podmienky p = konst.

V=V,

|~

Gay-Lussacov zakon pre izochoricky dej za podmienky V' = konst.

_, L
P =D T,
Po-Vo,T, su tlak, objem, teplota plynu na zaciatku termodynamickej zmeny a p, V, T su

stavové veliCiny na konci termodynamickej zmeny.
Stavova rovnica idealneho plynu

p_V _ 24
T T,
pV =nRT
_ p oVo . , . v _ m . v ,
R =—— je molarna plynova konStanta a n = I je mnozstvo molov plynu.

0
Vnutorna energia U pre n molov plynu

dU =nC,dT = %CvdT = me,dT

kde C, je molarna tepelna kapacita plynu pri konstantnom objeme a ¢, je Specificka tepelna
kapacita plynu pri konStantnom objeme.

Praca 4 (objemova), ktora vykona plyn pri elementarnej vratnej zmene svojho objemu
proti vonkaj$im silam

Vs
A:jpdV
14

I. termodynamicka veta

dQ =dU +dA =nC dT + pdV
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Izochoricka zmena: plyn prijima (odovzdava) energiu len prostrednictvom tepla
dv =0 dA4=0 dQ =dU
2
0=[du=U,-U,
1
Izotermicka zmena: plyn vSetko teplo (pracu) dodané z vonku premeni na mechanickt
pracu (teplo)
dT =0 dU =0 dQ =dA
2 Vz
0= [da=[par
1 v

Izobaricka zmena: teplo prijaté plynom sa spotrebuje na zmenu vnatornej energie a na
vykonanie prace

dp=0 dQ = dU +dA =nC,dT + pdV dQ = dH

kde dH je zmena entalpie plynu, priCom plati entalpia H= U + pV.
Adiabaticka zmena: praca vykonana plynom sa rovna ubytku vnutornej energie

d0 =0 dA = —dU

2
A=-[dU=U,-U,
1

Poissonova rovnica pre adiabaticky dej
pV* =p,V," =konst.

Poissonova konsStanta

Mayerova rovnica vyjadruje suvislost’ medzi molarnou tepelnou kapacitou plynu za staleho
tlaku a staleho objemu

I1. termodynamicka veta
Nemoézeme zostrojit’ trvalo pracujuci tepelny stroj, ktory by nesposoboval ni¢ iné, len
odoberal teplo zo zasobnika a konal mechanicku précu.
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Utinnost’ 7 idealneho tepelného stroja (77 je teplota ohrievaca a T je teplota chladi¢a)

Entropia S

dS:% dsS >0

Celkova zmena entropie plynu pri zmene stavovych veli¢in z pociatocného stavu (1) do
konecného stavu (2) je

2
% T
S, - S, :Id—Q:ann—2+nCv In=2
T V, T

1 1 1

Pri vratnych adiabatickych dejoch sa entropia plynu nemeni. Pri vSetkych nevratnych
dejoch, ktoré prebiehajii v ststavach tepelne izolovanych od okolia, sa ich entropia
zvacsuje.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Stredna kvadraticka rychlost’ jednoatomovych molekil plynu je v, = 800 m:s™. Kol’ko
molekul obsahuje 1 kg tohoto plynu, ked’ jeho teplota je 27 °C ?

RieSenie:
Pre strednt1 kvadraticku rychlost’ jednoatémovych molekul plynu pri teplote 7 plati

[3RT
V, =4|—
M

Odtial’ pre hmotnost’ jedného moélu plynu M dostaneme

_3RT

2
v

N

M

Pocet molov plynu vypocitame zo vzt'ahu

m m 2

=——vV
M 3RT °

Tento vysledok dosadime do stavovej rovnice a dostaneme
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2
my

v ’RT = —
3

m
V =nRT =
P 3RT

Pre tlak plynu sucastne plati p=n,kT, kde kje Boltzmanova konStanta a ny je pocet
Castic plynu v objemovej jednotke. V objeme V pre pocet Castic potom plati

. pV _mv? 1800
kT 3kT  3.1,38.107.300

n =5,15.10%

Priklad 2:
Vypocitajte ako sa zmeni stredné kinetické energia molekul argénu s hmotnost'ou m =
200 g, ked’ pri zachovani staleho objemu dodame teplo O = 3,52.10° J.

RieSenie:

Molarna hmotnost argénu je M = 39,9 kg-kmol™. Ked’ plyn nemeni svoj objem, energiu
ziskava len prostrednictvom tepla doddvaného zvonku.

Prijatim tepla sa zvySuje vnatorna energia plynu o AU podla vztahu Q = AU. Stvislost’
medzi vnutornou energiou plynu s hmotnost'ou m a strednou kinetickou energiou vyjadruje
vzt'ah

UZnNAek

kde Na je Avogadrova konstanta Na = 6,022 .10*° kmol™, 7 je poet kilomolov plynu a e;
je stredna kineticka energia..
Pretoze argon je jednoatomovy plyn s poctom stupniov volnosti i = 3, strednd kineticka

energia je e, = %kT (k je Boltzmannova konstanta & = 1,38.10% J-K™") a vnutorna energia

U="tn 2hr
Mr2

Potom
0=AU = %NA %kAT = %NAAek

a z toho pre zmenu strednej kinetickej energie plati

MO 3393,52.10°

N, 02603105 164107
mN , ,2.6,03.

Ae,

Priklad 3:
Vyjadrite molarnu hmotnost’ a pociatocny objem plynu, ktory sme izotermicky
stlacili, ak na konci stlacenia bol tlak » — nasobny vzhl'adom na p&vodny tlak py. Plyn
ma hmotnost’ m ateplotu 7p. Praca, ktoru je potrebné pri stlaCani vykonat, ma

hodnotu 4.
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RieSenie:
Neznamy pociato¢ny objem plynu oznaéme V, . Pretoze sa jedna o izotermicky dej,
kone¢ny objem V; ur¢ime pomocou Boyleovho — Mariottovho zakona

PV =pV = pnV,

V
N=—"
n

Pracu, ktori vykonaju vonkajsie sily, vyjadrime vzt'ahom

0 40

" "
‘ ] v,
A= pav = pOVoj;dV =p V] = ¥ n k= piyy LY ——p v, nn
n
v Vo

Pre pociato¢ny objem ¥} odtial’ dostaneme

Ll
poInn

Nezndmu molarnu hmotnost’ M vyjadrime pomocou stavovej rovnice

Priklad 4:
Valcovy zotrvacnik s hmotnostou m = 2 kg a s polomerom » = 10 cm rozto¢eny na
frekvenciu /= 2 Hz bol zabrzdeny ponorenim do olejového kupel'a. Vypocitajte, ako
sa zmenila entropia oleja, ked’ jeho hmotnost’ je m; = 10 kg a Specifickd tepelna
kapacita ¢ = 2800 J-kg"-K™'. Teplota oleja pred ponorenim zotrvaénika mala hodnotu
11 =20 °C. Prispevok zotrva¢nika ku zmene entropie zanedbajte.

RieSenie:
Pred ponorenim do oleja mal zotrvacnik kineticka energiu

E =—Jo’ = %mr247r2f2 =7 fmr’

Zabrzdenim sa celd jeho kinetické energia premenila na teplo, ktor¢ prijal olej. Plati

0 =mc(T,~T)=7f*mr’
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Olej sa zohrial na teplotu

2 2
7" f mr
T, :TI+#
m,c
T 7 mr?
_2:1+f—
T, m,cTy

Zmenu entropie ur¢ime z definicie

mcdT T,
=mycln—=
T T,

T,
AS=S2—S1=I%:J.
T

Po dosadeni predtym vyjadrenych vztahov plati

7Z'2f2mr2

m,cT,

7°.50%.2.0,1°
+

AS =mcln/ 1+
10.2800.293,15

}: 10.2800.ln[1 }: 1,684 J-K™

Priklad 5:
Vo valci s piestom a s vySkou 2 = 50 cm je vzduch s teplotou 20 °C a s tlakom p; =
10° Pa. Ako sa zmeni tlak a teplota vzduchu, ak pri adiabatickom stladeni vzduchu sa
piest vo valci posunie o Az =20 cm. Poissonova konstanta vzduchu = 1,4.

RieSenie:
Adiabaticky dej prebieha v tepelne izolovanej sustave, pricom plati rovnica

pV = p.Vy"
Objemy vzduchu pred a po stlaceni su

Vi=m’h  V,=m(h-Ah)

Tlak vzduchu po stlaceni vyjadrime a vypocitame

(v wh | ( h j"_los 05 "
U N7 B e (T | B Yy 10,5-0.2

p, =2,1.10°Pa

Pre adiabaticky dej plati medzi objemom a teplotou vzt'ah
K-1
L_(h
L \n
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Pre teplotu po stlaceni potom dostaneme

K-1 1,4-1
Vv ,
T, = TI(V_]] - 293,15( 8’5 j =360,15 K =87,15 °C.

2 s

Priklad 6:
Hélium s objemom ¥, = 3.10° m® zvagsilo pri stalom tlaku po = 2,026.10° Pa svoj
objem na dvojndsobny. Vypocitajte teplo potrebné na tito zmenu, ked’ Poissonova
konStanta hélia k= 1,67.

RieSenie:
Plati 1. termodynamicka veta v tvare

m
dQ =—"-C,dT + pdV

Pre kone¢nu stavovi zmenu, pri ktorej ostdva konStantny tlak p = p, a objem sa zvicsi na

dvojnasobny V =2V, po integracii dostaneme

Q=%CV(T—7;)+poVO

Podl’a stavovej rovnice mozeme vSak vyjadrit, ze

m..m._ P2V, _poVo _ oV
T T, = =
M M R R R

Po dosadeni potom potrebné teplo

C,+R

C
Q=P+ by = pVy
Potom s vyuzitim Mayerovho vztahu C,—C, = R a definicie Poissonovho koeficientu

C,/C, =x dostavame

C K 1,67
=L pV, =——pV, =——-2,026.10°3.10" J=1515 7
0 R Po¥o K_lpo 0 1.67—1

ULOHY

1. Vo valci s pohyblivym piestom je 36 g vodika s teplotou 27 °C a tlakom 4,04.105 Pa.
Stlacenim na 1/3 povodného objemu sa vynalozila praca 1,5.105 J a sucasne chladenim
sa odviedlo teplo 5,95.104 J. Urcte teplotu a tlak vodika po stlaceni, ked’ Specificka
tepelna kapacita vodika je 1,013. 10° kg K

42



10.

11.

12.

13.

14.

[548 K; 2,226.10° Pa ]

Pri izotermickom deji klesol tlak 1 molu plynu z hodnoty 10,01.105 Pa na 0,01.105 Pa.
Akt pracu vykonal plyn pri teplote 200 °C?

[5200 J]

V uzatvorenej nadobe s objemom 20 1 je 4 kg stlacené¢ho kyslika pri teplote 15 °C.
Vypogitajte jeho tlak. Plynové konstanta R = 8314 J-kmol "K'

[15 MPa]

Vypocitajte, pri akej teplote zaujima plyn pri konstantnom tlaku 2/3 objemu, aky mal
pri teplote 0 °C.

[-91,05° C]

. Vo valci s piestom je kyslik, ktorého po&iatoény stav je uréeny veli¢inami p = 10° Pa,

V=0,6 m’, =27 °C . Vypotitajte hmotnost’ plynu a pocet kilomoélov plynu.

[0,77 kg; 0,024]

Bomba obsahuje pri teplote 27 °C a tlaku 4,12.10° Pa stladeny plyn. Vypoditajte, aky
tlak bude mat’ plyn, ak polovi¢né mnozstvo plynu vypustime a teplota pritom klesne o
15 °C.

[196 kPa]

Ak ohrejeme o 150 °C plyn v uzatvorenej nadobe, zvysi sa jeho tlak o 40 %.
Vypocitajte pociatocnu a konecnu teplotu plynu.

[102 °C; 252 °C ]

Vzduchu s hmotnostou 0,5 kg a s teplotou 35 °C sme dodali pri stalom tlaku 9,8.10% J
tepla. Vypogitajte, na aka teplotu sa vzduch ohrial. Specificka tepelna kapacita
vzduchu je 716 J-)kg'-K', molarna hmotnost’ 28,6 kg-kmol™.

[231 °C]

Kolko pary s teplotou 100 °C treba priviest’ do 800 I vody s teplotou 12 °C , aby sa
voda dostala do varu? Specificka tepelna kapacita pary je 4186 J.kg'-K™', skupenské
teplo vyparovania je 2,25. 10° J.kg™.

[6 kg]

Vypocitajte, aké mnoZzstvo l'adu steplotou 0 °C musime zmieSat so 6 kg vody
s teplotou 90 °C, aby vysledna teplota vody v kalorimetri bola 5 °C. Tepelnu kapacitu
kalorimetra zanedbame. Specificka tepelnd kapacita vody je 4186 J-kg™-K™', skupenské
teplo topenia je 3,3.10° J-kg™.

[6 kg]

Do pece sme vlozili platinovli gul'u o hmotnosti 100 g. Hned’ po vybrati z pece sme
gul'u vlozili do mosadzného kalorimetra o hmotnosti 200 g, ktory obsahuje 1 kg vody
teploty 10 °C . Uréte teplotu pece, ak sa teplota vody ustalila na 14 °C. Specificka
tepelna kapacita platiny je 133,9 J-kg'-K™', mosadze 0,4.10° J-kg™ K.

[1288,4 °C]

Vypocitajte, akou rychlostou musi narazit olovend gul6cka na prekdzku, aby sa
ohriala o 100 °C. Predpokladame, ze pri néaraze sa polovica kinetickej energie
zmenenej na teplo spotrebuje na ohriatie gul'd¢ky. Specificka tepelna kapacita olova je
0,1.10° T kg K.

[200 m-s™]

Jeden mol plynu pri izotermickej expanzii pri teplote 27 °C vykonal pracu 2,5 kJ.
Kolkokrat sa zvacsil jeho objem?

[1000-krat]

Pomocou kinetickej teorie plynov urcte Specificku tepelnu kapacitu pri stalom objeme

43



pre dusik '*N. Plynova konstanta R = 8314 J-kg-K".
[742,32 J-kg K]

15. Pri akej teplote je stredna kvadraticka rychlost molektl dusika poloviénd, ako je pri

teplote 20 °C?
[-200 °C]

16. Vypocitajte pracu plynu pri izobarickom ohriati 1,6 kg kyslika o 10 °C.
[4,157 kJ]

17. Vypocitajte, akd je strednd kvadratickd rychlost’ a strednd kinetickd energia molekul
dusika pri teplote — 200 °C. Avogadrova konstanta Ny = 6,02.10% kmol_l, plynova
konstanta R = 8314 J.kg' K.

[329,2 m-s™;2,5.107" J]

18. Hustota vzduchu pri teplote 27 °C a tlaku 202,65 kPa je 2,35 g/l. Aka je hustota
vzduchu pri tlaku 101,32 kPa a teplote 0 °C?
[1,29 g/l]

19. Teplota vzduchu klesne na polovicu, ked sa vzduch adiabaticky rozpina na
dvojnasobnu hodnotu svojho pociatocného objemu. Aka je pociato¢na teplota
vzduchu? (Poissonova konstanta k= 1,4).

[256,36 °C]

20. 1 kg vzduchu pri teplote 30 °C a tlaku 1,52.10° Pa adiabaticky expanduje a jeho tlak
klesne na 1,013.105 Pa. Uréte vyslednu teplotu vzduchu a velkost prace, ktora sa
vykond v priebehu expanzie. Poissonova konstanta x = 1,4; Specificka tepelna kapacita
je 20930 J-kg'-K™'; molarna hmotnost’ 28,96 kg/kmol.

[-4,2°C; 2,47 .10* J]

21. Teplota pary, ktora prichadza z parného kotla do valca tepelného motora, je 210 °C a
teplota chladica je 40 °C. Akt maximalnu pracu vykond motor pri jednom obehu, ak
privadzané teplo je 4186 J?

[1473,47 J]

22. 1 kg kyslika s po&iato&nou teplotou 20 °C a tlakom 10’ Pa je stladeny na tlak 2.10° Pa.
Vypocitajte pracu vykonant pri izotermickej a adiabatickej kompresii.

[-2,28.10° J; —2,58.10° J]

23. Vypocitajte, ako sa izobaricky aizochoricky zmeni entropia 2 g dusika, ked ho
ohrejeme z teploty 0 °C na 30 °C (3pecificka tepelna kapacita je 742 Jkg''K',
Poissonova konstanta x = 1,4).

[0,154 J.K'; 0,2165 J-. K]
24. Dokazte, ze celkova zmena entropie idedlneho plynu v Carnotovom cykle je nulova.

MECHANIKA IDEALNYCH TEKUTIN

Idedlna kvapalina je nestlaciteI'na a nevzniké v nej vnutorné trenie.
Zakladna rovnica hydrostatiky — sucet hydrostatického tlaku a potencidlnej energie
jednotkového objemu kvapaliny je konstantny

p + pV =konst.

p je hustota kvapaliny a ¥ je potencial silového pola.
Hydrostaticky tlak p v kvapaline je sila, ktora posobi na plochu kvapaliny
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Pascalov zakon — tlak v kvapaline posobi vo vSetkych smeroch rovnako
p = konst.
Tlak p v hibke # pod povrchom kvapaliny (g je tiazové zrychlenie)
p = pgh

Torricelliho vztah uréuje vytokova rychlost’ kvapaliny v otvorom z nadoby v hibke # pod
povrchom kvapaliny vplyvom vlastnej tiaze kvapaliny

v=.2gh

Rozdiel tlakov v dvoch réznych miestach kvapaliny (¥, a V5 st potencialy silového pola
v tychto miestach kvapaliny)

P, — P =p(V2 _Vl)

Rozdiel tlakov v dvoch réznych miestach rotujucej kvapaliny (7, , s vzdialenosti tychto
miest od osi rotacie, @ je uhlova rychlost’ rotacie)

Py, =D :%wzp(rzz _’”12)

Ak kvapalina rotuje v gravitatnom poli, je celkovy potencidl vo vzdialenosti » od osi
) " , 1 : . : L.
rotacie a vo vyske A rovny V = hg — Erza)2 . Rovnica rota¢ného paraboloidu, ktory zaujme

hladina rotujtcej kvapaliny je (4 je vySka hladiny kvapaliny v osi rotacie)
1 2 2
h=h(r)=h,+—r o
2g

Bernoulliho rovnica vyjadruje, ze pri ustalenom nevirivom pradeni idealnej kvapaliny je
stcet kinetickej a potencialnej energie objemovej jednotky kvapaliny a tlaku rovnaky

%p\)z + pV + p = konit.

Rovnica kontinuity

S, =v,8,
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S1 a8, st dva rézne prierezy trubice, v; a v, su rychlosti pradenia kvapaliny v tychto
prierezoch.
Stokesov zakon

F =6nxnry

F je odpor, ktory kladie kvapalina pohybu telesa,  je polomer telesa gulového tvaru, 7 je
viskozita a v je rychlost’ pohybujuceho sa telesa.
Hydrostaticka vztlakova sila F),

Fy, = phygS — phgS = ,OgS(h2 _hl): PgSh

h je vyska kvadra ponoren¢ho do kvapaliny, V' = Sh je objem kvadra, m = pSh = pV je
hmotnost’ kvapaliny rovnakého objemu, ako je objem ponoreného telesa, pShg = pVg = mg
je tiaz kvapaliny tohto objemu.

Archimedov zakon

Na teleso ponorené¢ do kvapaliny posobi hydrostaticka vztlakova sila, ktorej velkost’ sa
rovna tiazi kvapaliny rovnakého objemu, ako je objem ponorenej Casti telesa.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Ocelova kocka s hustotou p; = 7,7.10° kg-m™ a dizkou hrany / = 0,3 m je zavesend na
silomere a cela je ponorena do vody s hustotou p = 10’ kg-m™. Silomer je napinany
silou F'=400 N. Urcte, ¢i je kocka plna, alebo mé dutinu.

RieSenie:

Sila F =Fg— Fy; je sila, ktorou by bol napinany silomer. Tiaz Fg = mg = piVg = plljg
a vztlakova sila Fy; = pVg = pl3 g. Potom

F =plg-plg="Fg(pi-p)
a Ciselne
F'=0,032.9,81(7,7.10°- 10 )= 1770 N

Pretove F > F. , musi mat’ ocel'ova kocka dutinu.

46



Priklad 2:
Akou rychlostou pridi voda shustotou p = 10° kg:m™ vodorovnou trubicou
s plosnym obsahom prierezu S; = 15 cm?, ked’ v zizenom mieste s plo§nym obsahom
prierezu S, = 5 cm” sa tlak zniZi o Ap = 5 kPa?

RieSenie:
Pri pradeni vody trubicou plati Bernoulliho rovnica a rovnica kontinuity

1 1 5
D +Epvl =D +5,DV2

Sy =8,
Zmenu tlaku vyjadrime ako Ap = p, — p,, z ¢oho pre tlak v SirSej Casti trubice plati

P =Ap+p,

Uplatnenim Bernoulliho rovnice a rovnice kontinuity dostaneme

1 > 1 5, 1 (8>,
Ap+—pvi=—pv’=—pl 2y
\p 2;0V1 vaz 2P(S221
Z toho
3
= S 2:5.10 - O 25 =112 m-s”
L el (1510 8
5107
Priklad 3:

Za aky cas vytecie polovica kvapaliny z valcovej nadoby s prierezom S malym
kruhovym otvorom na dne s prierezom S, ked’ vytokovy koeficient &= 0,6 a hladina
kvapaliny vo valci je vo vyske A?

RieSenie:
Podrla Torricelliho vztahu je vytokova rychlost’ v v ¢ase, ked’ hladina klesla o hodnotu x

v =12g(h-x)

Objemovy element kvapaliny, ktord v tomto okamziku vytecie za elementarny cas dt, je
dV = &S,vdt asucasne plati dV = Sdx.
Potom

g Syvdt =& S,12g(h—x) = Sdx
Sdx

dt =
e S,2glh—x
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Hl'adany ¢as dostaneme integraciou

B2

— 2 h
gS,/ J-\/h x gS,/ -] - lg,/zg{_z\gu\/ﬂ
s af, 1) s [h
= el e e e

Priklad 4:
Vo vyske /; nad zemskym povrchom je tlak p; = 50,6 kPa. Uréte vysku A4;, ked’ pri
zemskom povrchu je tlak po = 101,3 kPa ahustota vzduchu py = 1,293 kg:m™.
Predpokladame, Ze teplota vzduchu je v kazdej vyske rovnakd. Zmenu tiazového
zrychlenia so zmenou vysky nad zemskym povrchom zanedbajte.

RieSenie:

Cielom ulohy je odvodit’ funkciu pre vyjadrenie zavislosti medzi vyskou nad povrchom
a velkostou atmosferického tlaku.

Vychadzame zo zdkona zachovania energie. Z neho vyjadrime, Ze stcCet potencidlnej
energie objemovej jednotky plynu a atmosferického tlaku je v kazdej vysSke nad zemskym
povrchom rovnaky

pgh+ p =konst.

Derivovanim tejto rovnice podl'a premennej /# dostaneme

dp
+—=0
PET
dp
an %

Zavislost’ hustoty plynu od tlaku pri konStantnej teplote uréime z Boyleovho -
Mariottovho zékona

P
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, : d, . . . A
Dosadenim do rovnice d_p = —pg dostaneme diferencidlnu rovnicu, ktor rieSime

separéaciou premennych a integraciou

d d
L =gt P _gLogy

dh Do p Po

Py 1 ,0 hy ,0
[~dp=-g=>[an Inp, —Inp, =—g~>h,
»P Po % Po

3
= - Po 1 Pr_ Po P _ 101,3.10 ln101,3 554352 m
g, Py &P, p; 981.1,293 50,6

ULOHY

1. 'V prichradnom mure je vypustny otvor tvaru paraboly, ktorej zakladiia je v hibke 4; =
7 m a vrchol v hlbke 4, = 3 m. Urcte celkovu silu, ktora tlaci na uzaver otvoru, ked’

Sirka zakladne parabolického otvoru je xp =2 m.

X0
Y

J

»le
v
=

7

[282,53.10° N ]

2. Do akej vyiky treba naplnit’ trubicu ortutou za atmosferického tlaku 10° Pa, aby na jej
dne bol tlak 9,81 MPa? Hustota ortuti 13,6. 10° kg/m3.
[72,8 m]

3. Zvisle postavena trubica tvaru U ma obidva ramend s rovnakym prierezom s obsahom
5 cm® Giastodne naplnené ortutou s hustotou 13,6 g/em’. Uréte, aky objem vody
s hustotou 1 g/cm’ musime naliat do jedného ramena, aby volna hladina ortuti v
druhom ramene bola 2 cm nad spolo¢nym rozhranim.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

[108,8 cm’]

Polomer kruhovej podstavy mens$ieho piesta hydraulického lisu je 4 cm. Aky polomer
ma kruhova podstava véacsieho piestu, ak sila 80 N vyvola tlakovu silu 11520 N?

[0,48 m]

. Ploné obsahy prierezov valcov hydraulického lisu sa 0,0012 m® a 108 cm’. Akou

tlakovou silou pdsobi vacsi piest, ak na mensi piest posobi sila 100 N? O kolko sa
posunie vacsi piest, ak na maly piest posobi sila po drahe 126 mm?

[900 N; 0,014 m]

Nédoba tvaru valca s plo§nym obsahom prierezu 35 cm” a vyskou 15 cm bola naplnena
vodou, prikryta papierom a obratend dnom nahor do zvislej polohy. Vypocitajte, akou
silou je pritladany papier k nadobe pri atmosferickom tlaku 1,013.10° Pa. Hustota vody
je 10° kg/m’.

[349 N]

Vodorovnou trubicou v mieste s plo§nym obsahom prierezu 20 cm” pradi voda
rychlostou 8 m/s. Tlak vody je 1,08.10° Pa. Aku rychlost’ a tlak ma voda v rozsirenom
mieste trubice s plo§nym obsahom prierezu 50 cm”? Hustota vody 10° kg/m’.

[4 m/s; 1,32.10° Pa]

Vypocitajte, akou rychlostou pridi voda vodorovnou trubicou v mieste s ploSnym
obsahom prierezu 15 cm?’, ked’ v ziizenom mieste, kde tlak sa zniZi o 5 kPa, je plosny
obsah prierezu trubice 5 cm”. Hustota vody 10° kg/m’.

[1,12 m/s]

Do nadoby pritekd voda tak, ze za 1 s pritecie 0,2 1 vody. Aky musi byt priemer otvoru
na dne nadoby, aby sa vyska vol'nej hladiny vody v nadobe udrzala na stalej hodnote
8,3 cm?

[1,4.10° m]

V stene nadoby naplnenej vodou je otvor v hibke 45 cm pod volnou hladinou. Nadoba
stoji na okraji stola, takze otvor je vo vyske 80 cm nad podlahou. V ktorom mieste
dopadne vodny 14¢ na podlahu?

[1,2 m]

Voda pretekd potrubim s priemerom d = 12 cm rychlostou v = 6 m/s. Ako sa zmeni
rychlost’ vody v potrubi, ak sa priemer

a) zvicsinad; =24 cm,

b) zmenSinad, =6 cm?

[1,5 m/s; 12 m/s]

Vodny prud s rychlostou v = 2 m/s v potrubi sposobi, ze voda v manometricke;j trubici
vystapi do vysky 4 = 60 cm. Aka je celkova energia 1 m’ pridiacej vody?

[7,866.10° J/m’]

Voda pretekd vodorovnou trubicou s priemerom d; = 4 cm rychlostou v; = 1,41 m/s. V
jednom mieste sa trubica zuZuje na priemer d, = 1,5 cm. Aky je tlak v zdzenom mieste,
ak v §irSej trubici je tlak 1,212.10° Pa?

[71,9.10° Pa]

Tiaz bronzovej kocky vo vzduchu je 6300 N avo vode 5540 N. Vypocitajte
percentualne zastGpenie medi a cinu v kocke. Hustota medi je 8,8.10° kg-m™, hustota
cinu 7,3.10° kg-m™, hustota vody 10’ kg-m™.

[70 % medi, 30 % cinu]

Balén s hmotnostou 600 kg a objemom 800 m’ stipa nahor. Do akej vysky balon
vystipi za prvych 10 s pohybu? Hustota vzduchu je 1,29 kg-m™.

[353 m]
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FYZIKALNE POLIA

GRAVITACNE POLE

Keplerove zakony popisuju planetarny pohyb:
1. Planéty sa pohybuju okolo Slnka po eliptickych drahach, v ktorych spolo¢nom ohnisku
F; je Slnko.

| S — stred elipsy
Fi, F» — ohniska
e — linearna vystrednost’ elipsy

e . ’ ,
&=—  (numerickd) vystrednost’
a

elipsy

a - dizka hlavnej poloosi
P — perihélium

A - afélium

2. Plochy opisané sprievodi¢om (spojnica planéta — Slnko ) za ten isty ¢as st rovnaké.

3. Druhé mocniny obeznych dob planét sit imerné tretim mocninam ich hlavnych poloosi.
Newtonov gravita¢ny zakon vyjadruje pritazlivé silové ucinky hmotnych objektov. Pre
hmotné body s hmotnost'ami m, m' plati

mm' _.

F=-x 7,

r

7, je jednotkovy vektor v smere vektora F, k je gravitatna konstanta, r je vzdialenost’

hmotnych bodov, ktoré posobia na seba silou F .
Intenzita gravitaéného pola E sa &iselne rovna sile pdsobiacej na teleso s jednotkovou
hmotnostou

- F m .
F="2o My

m r

Intenzita gravitaéného pol’a prislichajuca ststave hmotnych bodov, resp. telesu spojite
vyplnenému hmotou

E(r)=-«x d—T 7, =—K'J‘L2,O dVv'r,
r r

p je hustota telesa a dm (dV') je hmotnostny (objemovy) element telesa.
Potencial gravitaéného pol’a V' predstavuje pracu, ktor vykondme, ked prenesieme
jednotkovi hmotnost’ z nekone¢na na dané miesto (V(oo) =0)
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V(r)=—2=-x—
m r
dv
V(r):—/c d_m:_ij
r r

Vzt'ah medzi intenzitou E a potencialom ¥ gravitaéného pola

E =—gradV = - a—Vf+a—Vj+a—V/€
ox oy oz

Gravitacné zrychlenie a, vkazdom bode gravitacného pola sa rovnd intenzite

gravitaéného pol'a v tomto mieste

M

ag :E:_KFFO

M je hmotnost’ Zeme, R je polomer Zeme a 7, je jednotkovy vektor v smere polomeru R.
Intenzita gravitaéného pol’a Zeme vo vysSke / nad jej povrchom

M .
ST, =a

4

Tiaz G = mg je vyslednica gravitaénej a zotrvaénej odstredivej sily, g je tiazové
zrychlenie, ktoré zavisi od zemepisnej Sirky.

Prva kozmicka rychlost’ je pociatocna rychlost’ telesa pri vodorovnom vrhu zo Zeme,
ktora zabezpeci, Ze teleso sa uz na Zem nevrati a zostane jeho obeznicou

12
v, =R g
R+h

v, R (Rg)l/ ? 7,912 km/s na povrchu Zeme.

Druha kozmicka rychlost’ (inikova rychlost) je pociatocna rychlost’ telesa vystreleného
zo Zeme, ktord mu umozni vymanit’ sa z gravitatné¢ho pol'a Zeme

1v\/2
v, = (2_) ~ 11,2 km/s
R

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Planéta obieha okolo Slnka po eliptickej drahe s vystrednostou &= 0,1. Urcte rychlost’
planéty v aféliu, ak pozname jej rychlost v perihéliu v; = 10 km-s™.
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RieSenie:

Ak povazujeme planétu za hmotny bod obiehajuci okolo pevného bodu (Slnka), vplyvom
centralnej pritazlivej sily je jej moment hybnosti dany b =mvr. Ak moment hybnosti
planéty v perihéliu je b; a v aféliu b, potom plati

b, =mv,(a—e) b, = mv,(a+e)

pricom e je linearna vystrednost’ (vzdialenost’ ohniska eliptickej drahy od stredu elipsy)
a a je hlavna poloos elipsy.
Z rovnosti momentov hybnosti planéty v obidvoch stavoch vyplyva

b =b,

v(a—e)=v,(a+e)

v2=v1(a_e)= 1= 1012001099 g5 km.s!
(a+e) '1+e 140, 1,1

Priklad 2:
Gulicka s hmotnost'ou m lezi vo vzdialenosti a od vzdialenejSieho a vo vzdialenosti b
od blizsieho konca tenkej homogénnej tyée dizky / a hmotnosti M. Stred guli¢ky lezi
na predizenej osi tyée. Uréte silu, ktorou sa obe telesa navzajom pritahuju.

RieSenie: . /
[}
) > .
|
| Z — *
[} [} [} [} I
| . "—b’l
| —> e >
! dx X !
< g
a

Celkovu pritazliva silu F' dostaneme integraciou elementarnych sil dF, pricom podla
gravitatného zakona plati

m—dx
dF =k 12 =KmMczix
X [ x

Mdx . . ) ) s
kde 5 je hmotnost’ elementu tyCe dx ax je vzdialenost’ tohto elementu od stredu

gulicky. Integraciou dostaneme hl'adanu silu F = I dF

F=J~Kdex mM I"zdx K_{_l} =KM[_l+lj=KmM(a—b)
b b X b l a b lab
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Pretoze a — b = [, dostavame vysledok

F=x
ab

Priklad 3:
Vypocitajte potencidl a intenzitu gravitacného pol'a kruhovej dosky (so zanedbatel'nou
hrubkou) s hmotnostou m a polomerom R v bode P na osi kolmej na dosku, ktorad
prechadza jej stredom, vo vzdialenosti a od stredu dosky.

RieSenie:

Prispevok elementu dm dosky, ktory ma tvar medzikruzia so Sirkou dx, k celkovému
potencialu v bode P je dany

dm
dV =—xk—=-Kx"—-——
r x> +a’

% 2mxdx

Potencial cez celil dosku dostaneme integraciou
2mt  xdx 2m 2m
V= —K—j— = —KF Nx +a’ ]j = —KF\/R2 +a’ —a

Pre intenzitu gravitacného pol'a v bode P m6Zzeme potom napisat’

— dv . 2m a - 2m a -
E=—-gradV =—p=-¥Kx—| —-1|lp=x—| | - ———
@’ R{ }p R{ R? 2}

VR?* +a? +a

Priklad 4:
Vypocitajte, akou rychlostou vnikne do atmosféry, t.j. do vzdialenosti R = 6400 km
od stredu Zeme, meteor, ktory priletel z vel'mi velkej vzdialenosti » — o, v ktorej
mal rychlost vy = 5 km-s'. Gravitané polia ostatnych telies slnetnej stistavy
zanedbajte.
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RieSenie:
Podl'a zakona zachovania energie plati pre vzdialenosti »a R

apre r — o

v=1/v02 +2K‘%

v 4 M AN b 4
PretoZe plati K‘? = gR , mézeme vztah upravit

v =4y, +2gR =+/25+2.9,81.10°.6400 =12,3 km-s”'

ULOHY

1.

Planéta obiehajica okolo Slnka s dobou obehu 365 dni je vzdialend od Slnka v
perihéliu 1,47.10° km. Uréte vzdialenost’ planéty od Slnka v aféliu, ak hmotnost’ Slnka
je Ms=1,96.10"" kg.

[1,5.10% km]

Overte, Ze dostrediva sila kruhového pohybu Mesiaca je rovna pritazlivej sile Zeme.
Hmotnost’ Zeme je M = 6.10* kg, vzdialenost Zeme a Mesiaca je 3,84.10° m a obezna
doba Mesiaca 2,36.106 S.

[a,=g=2,72.10" m-s?]

V ktorom mieste na spojnici Zem - Mesiac sa intenzita spolo¢ného gravita¢ného pol'a
rovnd nule, ked hmotnost Mesiaca je 1/81 hmotnosti Zeme? Vzdialenost Zem —
Mesiac je d = 3,84.10° m.

[0,9d od Zeme]

V kovovej guli s polomerom R je vytvorena dutina gulového tvaru s polomerom r =
R/2. Urcte, akou silou bude posobit’ takto vzniknuty Gtvar na gul'6¢ku s hmotnostou m,
ktora je vo vzdialenosti d od stredu povodnej kovovej gule s hmotnost'ou M.
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10.

11.

1 1
[mM(? 8(d-R/2) ] ]

Aku rychlost treba udelit’ telesu v rovnikovej rovine a vo vyske 500 km nad zemskym
povrchom, aby sa pohybovalo ako umelda druzica Zeme po kruhovej dréhe, ked’
polomer Zeme R = 6378 km?
[7,6.10° m/s]
Teleso bolo vrhnuté zo zemského povrchu zvisle nahor. Do akej vysky vystapi a aka
by musela byt’ pociatocna rychlost’ vy, aby teleso nespadlo spét’ na Zem?

2
[—R; 11,2.10° m/s]
2gR-v;
Aku vySku nad povrchom Zeme musi mat’ v rovnikovej rovine televizny stacionarny
satelit, aby bol stale v rovnakej vzdialenosti od povrchu Zeme? Akou rychlostou sa
musi pohybovat? Polomer Zeme R = 6378 km.
[3,6.10" km; 3,07 km/s]
Gul'ocka s hmotnost'ou m; lezi vo vzdialenosti a od konca tenkej priamej homogénnej
tyée s hmotnostou m; a s dizkou /. Stred gul'dcky lezi na pozdiznej osi tyde. Uréte silu,
ktorou na seba telesé pdsobia.

my

3

&

A
A\ 4
3

m,nt,
K
ala+1)
Aka by musela byt rotacia Zeme okolo svojej osi, aby sa ¢lovek stojaci na rovniku
vznasal? Polomer Zeme R = 6378 km, hmotnost’ Zeme M = 6.10** kg.
[1,4h]
Cierna diera je definovana ako astronomicky ttvar s inikovou rychlostou v, > ¢, kde

¢ = 3.10° m/s je rychlost’ svetla vo vakuu. Dokéazte, Ze priestor s hmotnostou ~ 10°* kg
a polomerom ~ 10'° m dostupny naim astronomickym pozorovaniam sa navonok
chova ako Cierna diera.

Vypoctitajte hmotnost’ Slnka, ak viete, Ze Zem s hmotnostou 6.10** kg obieha okolo
SInka po priblizne kruhovej drahe s polomerom 1,5.10'' m. Zem a Slnko povazujte za
hmotné body.

[2.10°° kg]

POHYB TELIES V GRAVITACNOM POLI

Uvazujme pohyb telies v gravitatnom poli bez odporu prostredia.

VoPny pad je rovnomerne zrychleny pohyb, ktory vykonavaju vSetky telesa vol'ne pustené
v gravitatnom poli.

Rychlost’ v a draha s vol’'ného padu (g je tiazové zrychlenie)

v=gr+v,
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1 2
S:Egt +v,t+s,

Sikmy vrh je pohyb, ktory vznika v gravitaénom poli pri nenulovej po&iatoénej rychlosti
v, odliSnej ¢o do smeru od gravitacnej sily. Vektor v, zviera s osou x elevacny uhol .
Kartezianske zlozky rychlosti a prislusné suradnice drahy Sikmého vrhu su

V., =V,Cc0sx v, =V,sma—gt

. 1
X = v tcosa yzvotsmoz—Egt2
Cas potrebny na dosiahnutie maximalnej vysky / pri Sikmom vrhu

Vo .
t, =—sina
g

Cas dopadu telesa na Zem pri $ikmom vrhu

2v, .
t, =—"sina=2t,

g

Vyska, ktorti dosiahne teleso pri Sikmom vrhu

2
. T : L ., , %
Pre elevaény uhol o = By je dosiahnuté vyska maximalna a plati y = 2L .

Dolet telesa pri Sikmom vrhu
v 2
X, =——sin2a

g

2
Pre elevaény uhol o =% je dolet telesa maximalny a plati x =Y Dolet telesa je

rovnaky pre eleva¢ny uhol « a uhol (90 — «).
Vodorovny vrh je Specidlny pripad Sikmého vrhu pre o =0. Kartezianske stradnice
a zlozky rychlosti su
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Pre pripad, ked’ y = 0 je na povrchu zeme a vodorovny vrh za¢ina vo vyske % (napr. vytok
kvapaliny z nddoby cez otvor v stene vo vyske % od jej dna)

1
= h——gt?
y=h-—g

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Z veze vysokej 25 m bol vrhnuty kamen s po¢iatoénou rychlostou vy = 15 m-s" pod
uhlom 30 ° k vodorovnej hladine. Urcte
a) za aky Cas a v akej vzdialenosti od veze padne na zem,
b) aka bude rychlost’ dopadu,
c¢) aky uhol ¢ zviera drdha kamena s vodorovnou rovinou v bode dopadu.

y
A
‘70
a
'y > X
y=-25m
NV
N _ I
L I\ |
o D Y i
|
- |
5
RieSenie: yo¥e—-
Pre Sikmy vrh plati
. 1,
X =v,cosa y:votsma—zgt

Stradnicovu ststavu xy zvolime tak, Ze vrchol veze je v pociatku. Potom stiradnice miesta

dopadu st (D,-25 m).

a) Kamen pri dopade bude mat suradnicu y = — 25 m. Po dosadeni do vSeobecne platne;j
rovnice dostaneme kvadratickd rovnicu

4,905 —7,5t—25=0
Riesenim kvadratickej rovnice dostaneme ¢ = 3,15 s, £, = —1,62 s, z ¢oho ma fyzikalny

zmysel len koreil ¢, = 3,15 s.
Stradnicu x = D v mieste dopadu dostaneme
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D=v cosa = 15.3,15.? =40,1 m

b) Rychlost telesa pri Sikmom vrhu urc¢ime

2 2
v=4v,

y = =V,c08a = 152213 m.s"
d 2

X

dr
y = v, sina — gt = 15.1—9,81.3,15 =-234 m-s”
dt 2

y

Potom celkova rychlost sa rovna v =+/13> +23,4> =268 m-s™

¢) Uhol, ktory zviera dradha kamena s vodorovnou rovinou, je uhol, ktory zvieraju vektory

v.av
cos @ =Y =£ =0,485
v 268
p=61°
Priklad 2:

Svah ma dizku /=250 m a uhol sklonu = 30 °. Akou rychlostou treba vrhnut teleso
z horného konca svahu vodorovne, aby dopadlo na dolny koniec?

RieSenie:

v

XM

Pre suradnice zlozené¢ho pohybu telesa plati
Xy =Vlcosa

: 1
Yy = h+v0tsma—5gt2

Zaroven z obrazku vyplyvah =Isina, x =/cosc .
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[cosa

Pri dopade telesa do bodu M plati y,, =0, a=0. Ak ¢ = , potom plati

. 1 (7*cos’
0=Isina——g w
2 Vv,
Z tejto rovnice dostaneme

2 2
» gl cos"a
VO =

2lsina
Vv, = ’ ‘?Z cosa:‘}wcos30°:42,9 m-s”
2sino 2sin 30°
ULOHY

1. Objekt A v priamej vzdusnej vzdialenosti d pozorujeme pod zornym uhlom ¢ = 60 °.
Aky ma byt elevacny uhol « vystrelu s pociato¢nou rychlostou v, aby sme zasiahli
objekt, ktory za¢ne padat’ sucasne s vystrelom? Odpor vzduchu zanedbajte.

A

Y

A

v
=

[a= @=160 °]

2. Ostep bol vrhnuty do vzdialenosti 58,86 m, pri¢om jeho let trval 3 s. Akou rychlostou
a pod akym uhlom bol ostep vrhnuty? Odpor vzduchu zanedbame.

[24,5 m/s; 36 © 52']

3. Delova gula optita hlavei dela rychlostou 1000 m-s”' pod elevaénym uhlom 55 °.
Uréte teoretickt dizku dostrelu a dosiahnuttl vysku, keby neexistoval odpor vzduchu.
[34,1 km; 95,7 km]

4. Lietadlo leti vo vySke 4000 m nad zemou a ma rychlost’ 500 km/h vo vodorovnom
smere. V akej vzdialenosti od ciel'a musi lietadlo pustit’ bombu, aby zasiahla ciel?
[3958 m]

5. Néaboj zo samopalu bol vystreleny rychlostou 705 m/s. Smer hlavne zviera s
vodorovnou rovinou elevaény uhol 45 °. Vypocitajte dostrel naboja v prostredi bez
odporu vzduchu. Skuto¢ny dostrel je 2800 m.

[50,665.10° m]
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6. Kamen bol vodorovne vrhnuty prakom s pociato¢nou rychlostou 30 m/s. Urcte jeho
doty¢nicové a normalové zrychlenie na konci 4. sekundy od pociatku pohybu. Odpor
prostredia zanedbame.

[7,79 m-s” ;5,95 m~s'2]

7. Aky sklon musi mat’ strecha domu voci vodorovnej rovine, aby voda po nej stekala ¢o
najrychlejsie? Odpor prostredia zanedbajte.
[45 °]

8. Akou pociatocnou rychlostou je potrebné vodorovne vrhnut’ teleso vo vyske 1 m nad
horizontalnou rovinou, aby dizka vrhu bola 2 m? Odpor vzduchu zanedbajte.
[4,43 m/s]

9. Vypocitajte, pod akym elevaénym uhlom musime vrhnut kamen v zemskom
gravitatnom poli bez odporu prostredia, aby sa vyska jeho vystupu nad horizontalnu
rovinu rovnala dizke doletu.

[76 °]

10. Naboj s hmotnost'ou 15 g bol vodorovne vystreleny vo vyske 4 m nad vodorovnou
rovinou rychlost'ou 200 m/s. Vypocitajte, akou rychlostou dopadne naboj na zem a aka
pracu vykonali gravita¢né sily. Odpor vzduchu zanedbajte.

[200,2 m/s; 0,6 J]

ELEKTROSTATICKE POLE

Elektrostatické pole je priestor silovych ucinkov v okoli nepohyblivych elektrickych
nabojov.
Coulombov zikon

a1 00

dre, 1’

o

g, je permitivita vakua, Q,Q" su velkosti bodovych nabojov vo vzdialenosti r, 7, je

jednotkovy vektor medzi elektrickymi nabojmi orientovany v smere vektora sily F .
Intenzita E elektrostatického pol'a bodového elektrického naboja

O 4zg, 1’

Br)-Lf -1 2

Elektricky potencial J pol'a bodového elektrického ndboja QO v mieste vo vzdialenosti

rir)-——2

dre, r

Napiitie U elektrostatického pol'a bodového elektrického naboja O

2
U=V,~V,=|E-dF = 0 [l—ij
1

dre,\ 1, 1y
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Vzt'ah medzi intenzitou elektrického pol'a E a elektrickym potencialom ¥V

Gaussova veta urcuje tok intenzity elektrického pol'a cez uzavreta plochu

N=§E-d§=gg
S 0

Gaussova veta v diferencidlnom tvare pre spojite rozlozeny elektricky naboj

divE = p/e,
. . . e g « ..
Objemov4 hustota elektrického naboja je p = W Dalej

- - OE
divE=V~E=aEx+ y+aEZ
ox o0y Oz

Intenzita elektrického pola v okoli homogénne nabitej nekonecnej roviny s ploSnou

dQ

hustotou elektrického naboja o = T

gp_lo
2 ¢,

Intenzita elektrického pol'a medzi dvoma nekone¢nymi rovinami nabitymi opacnymi
nabojmi s ploSnou hustotou o

=2
&y

Elektricka indukcia D vo vakuu
D= SOE

Elektricka indukcia D v realnom prostredi

D =50E+13=50E+50KE=50(1+K)E = ¢E
P= 50KE je vektor elektrickej polarizacie, ¢ = g, (1 + K) = g,&, Je permitivita prostredia,

¢, je relativna permitivita, x je elektricka susceptibilita.
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Elektricka kapacita vodi¢a C je definovana podielom elektrického naboja na vodici
a potencialom na jeho povrchu

CQ

=
Elektricka kapacita gulového vodica (R je polomer gul'ového vodica)
C=4re,R

Elektricka kapacita sistavy dvoch vodifov (kondenzétora) je definovana podielom
naboja na jednom vodici a rozdielom potencialov oboch vodicov

)
U

Elektricka kapacita doskového kondenzatora (S je plocha dosky, d je vzdialenost’ dosak)
C:%QE
d

Elektricka kapacita valcového kondenzatora (71, 72 su polomery valcov a 4 je ich vyska)

2z h

Inr, —Inr,

Vysledna elektrickd kapacita kondenzatorov zapojenych

paralelne:  C =) C, sériovo: % = ZCL

Energia W elektrického pol'a a objemova hustota energie w elektrického pol'a

CU? = lQU = lQ_z
2 2 C

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Dve elektricky rovnako nabité gulocky, kazda stiazou G = 4,905.10* N, boli vo
vakuu zavesené v jednom bode na dvoch nitiach / = Im dlhych a odpudzovanim sa od
seba vzdialili na vzdialenost’ » = 4 cm. Urcte velkost' elektrickych ndbojov QO na
gul’6¢ckach.
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RieSenie:

Podl'a obrazka plati F +G =FV pre vyslednicu elektrickej sily F a tiaze G, ktora je

. ., = , ) , F
kompenzovana silou reakcie zavesu F,. Za tychto podmienok plati tga = c

. 4 r AV 4 b 1 r
Pri malom vychyleni mézeme pisat’ tga = sina = TR Potom

_r 11 0’

21 Gang, 1’

r
G

Odtial’ pre velkost’ naboja jednej gul'6¢ky dostaneme

4 3.4.3,14.8,859.1072.4,905.10 ™
Q_\/r ﬁgoG:\/0,04 4314.8859.10 P4905.10° o

a 21 2.1

Priklad 2:
N4jdite v mieste A vo véakuu intenzitu elektrostatického pol'a budeného bodovymi

nabojmi Q, =- 4.107C a Q, =5.10"" C, ktorych vzdjomna poloha je » = 50 cm
a vzdialenosti 01A =40 cm, 0,A =30 cm.

RieSenie:

O

Pre celkovu intenzitu elektrostatického pol'a v mieste A plati

E=E +E,
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kde E; a E; st velkosti intenzit elektrického pol'a od jednotlivych elektrickych nabojov.
Velkost celkovej intenzity elektrického pola E je potom

E=\E +E,’ ~2E,E,cos (180 °~a)

pricom
rlen’—r 407 +30°-50°
2nr, 2.40.30

Cosax =

Za podmienky @ =90 ° pre vyslednu intenzitu elektrického pol’a plati

E=\E'+E,

Vypocitame intenzity elektrickych poli od jednotlivych elektrickych nabojov

-7
E = ! %1= ! — 4'102 =22457 V-m"'
dre, - 47.8859.107° 04
-7
E, = ! Q—gz ! — 5‘102 =49905 V-m™
drey r,”  47.8859.107° 03
a vyslednd intenzita elektrického pola je
E =~/22457* +49905> = 54725 V-m""
Priklad 3:
Vypocitajte potencial elektrostatického pola v kolmej vzdialenosti a = 20 c¢cm od
stredu vodivej kruhovej dosky s polomerom R = 10 cm umiestnenej vo vdkuu a

nabitej elektrickym nabojom O =1 uC.

RieSenie:
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Ide o pripad elektrického pol'a v okoli elektrického néboja, ktory je spojite rozlozeny na
povrchu vodica. Elektricky potencial je uréeny rovnicou

o dS
V=] 1
dre, r
kde o je plosna hustota elektrického naboja a v naSom pripade o = Q2 .
R

Plosny element dS vySrafovany na obrazku predstavuje medzikruzie so Sirkou dx, takze
dS =2mxdx .
Pre elektricky potencial v mieste A moZeme potom pisat’

va +x]:

V= IﬁRz

dre,r 27[80 J.Ja +x? _27T6‘ R’

Po dosadeni prislusnych ¢iselnych hodnot dostaneme

(\/a2 +R? —a)

27[80

107¢

= s 10T oT ( 0,2% +0,12 —0,2):4,252 \Y%
7.8,85. .0,

Priklad 4:
Uréte elektricka kapacitu doskového kondenzatora s plochou polepov S = 200 cm®.
Medzi polepmi je sklo s hrubkou d;= 1 mm z oboch stran pokryté vrstvou parafinu.
Hrubka kazdej vrstvy parafinu je d> = 0,2 mm. Sklo ma relativnu permitivitu ¢, =7 a

parafin ¢, =2.

RieSenie:
£, & &,
A — |
o—|| j— ——e
d di d»

Elektricka indukcia je vo vSetkych dielektrikach rovnaka, takze

D=D, =D,
D=¢ge, E=¢¢ E =66, E,
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Pre rozdiel potencialov (napétie) medzi jednotlivymi vrstvami plati

¢,
Uy = Ezdz =E,

d,
n

U, = Eldl

¢,
Uy = Ezdz =E, g_dz

a pre vysledné napitie elektrického pol'a potom mozeme pisat’

&y

u=U,+U,+U,,=Ed, +2E,d, =Ed, +2E,—d,
g, D g,
U=El(dl+2—‘dzj= (d1+2 ‘ dZ]
£, £0E, £,
Elektrickt kapacitu doskového kondenzatora dostaneme
c 0 SD B £0€,.€,. 8 ~ S
U e | 2&dqed d d
D d1 +2 i dz o o - +2 :
&8, g, S8y Eo&,

Ked’ze predchadzajuci vzt'ah mézeme pisat’ aj v tvare

1 1
C: =
9 +2 9, Lol

£¢&.8  &¢,S C C,

potom elektrickt kapacitu takého kondenzatora mézeme vypocitat’ ako celkovu elektricku
kapacitu troch doskovych kondenzatorov s elektrickymi kapacitami C,, C;, C, zapojenych
v sérii.

£¢,€,S  8859.107%.7.2.200.107

= =516,77.10"* F
2¢,d+e,d,  27.0,2.107 +2.1.107°

ULOHY

1. Dve rovnako vel'ké gul'6¢ky maju elektrické naboje Q) = 2,4.10'5 CagQ,= —1,8.10_5 C.
Akou silou sa pritahuju na vzdialenosti » = 6 cm vo vakuu a akou silou sa budu z tejto
istej vzdialenosti odpudzovat’, ked’ sme ich predtym uviedli do vzédjomného styku?
[1,078.10° N; 22,46 N]

2. Vo vzdialenosti / od seba su pevne ulozené dva kladné elektrické naboje O a 4Q. Kde
na spojnici medzi ndbojmi treba umiestnit’ treti naboj Q’, aby nan nepdsobila sila?
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10.

11.

12.

13.

[1/3]

Styri vol'né, rovnako velké kladné bodové naboje e s vo vakuu vo vrcholoch $tvorca
so stranou a. Aky elektricky naboj O méame umiestnit’ v strede Stvorca, aby sustava
nabojov bola v rovnovahe?

[%(1+2\/5)]

Aké4 je intenzita elektrického pola v bode, ktory lezi uprostred medzi dvoma
elektrickymi nabojmi 50 uC, 70 uC, ktoré st od seba vzdialené 20 cm? Néboje su v
prostredi petroleja s permitivitou &= 2¢.

[8,983. 10° V/m]

Medzi dvoma rovnobeznymi doskami nabitymi na napitie 400 V vzdialenymi od seba
0,5 cm vol'ne pada elektricky nabitd kvapka s hmotnostou 10" g pod uhlom 7 © 25’
voci smeru tiazovej sily. Urcte elektricky naboj kvapky.

[1,596.107"7 C]

S akym zrychlenim sa bude pohybovat gul6cka s hmotnostou 10 g a elektrickym

nabojom 2.10'9 C v homogénnom elektrickom poli s intenzitou 300 V/cm?

[5.10° m-s™]

Dva bodové elektrické naboje 8 uC a 5 pC su vo vakuu vo vzdialenosti 20 cm.

a) V ktorom mieste na ich spojnici sa intenzita elektrostatického pol'a rovna nule?

b) V ktorom mieste na ich spojnici su potencialy budené oboma nébojmi rovnaké?
[11,17 cm; 12,38 cm)]

Aké velké elektrické naboje Q treba umiestnit’ na dve rovnaké gul’6cky s hmotnost'ou
10 g, aby elektrostatické sily, ktorymi budi na seba posobit, kompenzovali sily
gravitacné?

[0,852.10™2 C]

Aké vel'ké je napitie medzi dvoma bodmi A, B, ktoré su vo vakuu v elektrostatickom
poli elektrického naboja Q = 5.107 C tak, Ze bod A je od naboja O vo vzdialenosti 7| =
2 ¢cm a bod B od ndboja Q vo vzdialenosti 7, = 10 cm v tom istom smere?

[1,79.10° V]

Aka je intenzita elektrostatického pola v blizkosti dvoch nekonecne velkych vodivych,
navzajom kolmych rovinnych stien, ked’ jedna z nich je nabita plosnou hustotou néboja
o a druhd 2 6? Elektrostatické pole je vytvarané vo vakuu.

[V50/2z, ]

AKk4 je tiaz vodivej gule s priemerom 1 m, ktora je nabita na potencial 10° V a ktora sa
v uréitom mieste elektrického pola s intenzitou 10* V/m prave vznasa vo vakuu?

[0,555 N]
Vzduchovy doskovy kondenzator je nabity na napitie 10000 V. Vzdialenost’ dosiek je
5 mm a ich plocha je 2 m’. Medzi dosky vlozime dielektrikum s relativnou
permitivitou & = 5. Vypocitajte:

a) elektricka indukciu v dielektriku,

b) intenzitu elektrostatického pol’a kondenzatora,

c) napdtie na kondenzatore,

d) elektricku kapacitu doskového kondenzatora.

[1,77.10° C-m™; 4.10° V-m™; 2000 V; 1,77.10® F]
Vzduchovy kondenzator s rovinnymi doskami mé kapacitu 10 pF a vzdialenost’ dosiek
1 cm. Do stredu medzi dosky vlozime plech s hrabkou 1 mm. Aka bude nova
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14.

15.

16.

17.

18.

elektricka kapacita celého zariadenia?

[11,11 pF]

Vypocitajte elektricka kapacitu valcového kondenzatora s vyskou 20 cm a s polomermi
elektrod 3 cm, 4 cm, ked’ dielektrikum je vakuum.

[38,721.10? F]

Urcte elektricktl kapacitu gulového kondenzétora, vytvoreného dvoma sustrednymi
vodivymi plochami s polomermi 7y, r», ked’ dielektrikum medzi nimi mé permitivitu ¢ .

[47e—1"2

n=n

Dve dosky rovinného kondenzatora s plosnym obsahom 500 cm?, ktoré su vzdialené od
seba 1 cm, su nabité na napétie 5000 V. Aku pracu treba vykonat’, ak chceme dosky
oddialit’ od seba na vzdialenost’ 4 cm?

[1,661.107 J]

Kondenzatory s elektrickymi kapacitami C; = 1 pF, C; = 10 pF st napojené v sérii na
svorky zdroja s napatim U =200 V. Aka je energia kazdého kondenzatora?
[1,653.107J; 1,653.10° ]

Rovinny kondenzator s elektrickou kapacitou 500 pF je nabity na napitie 5.10° V.
Dielektrikum kondenzatora tvori doska z materidlu s relativnou permitivitou &, = 5.

Aké praca je potrebna na odstranenie tejto dosky? Ako sa zmeni napétie na doskéach
kondenzatora po odstraneni izolacnej dosky z kondenzatora?
[2,5.107 J; 25.10° V]

ELEKTRICKY PRUD

Elektricky prud / je mnozstvo elektrického naboja, ktoré prejde prierezom vodica za
jednotku Casu

=%
dt

Vektor hustoty elektrického pridu J predstavuje mnoZstvo elektrického pridu te¢ticeho

v smere jednotkového vektora jo, ktoré prejde elementarnou plochou vodica dS

orientovanou kolmo na smer elektrického prudu

j-j

S|

Ohmov zakon v diferencialnom tvare (o je konduktivita, £ intenzita elektrického pol’a)

J =oE

Ohmov zikon v integralnom tvare (U je napitie elektrického pol'a, I elektricky prad, R
elektricky odpor)

U=RI
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Elektricky odpor R zavisi od geometrickych rozmerov vodi¢a ajeho rezistivity. Pre
homogénny vodi¢ s konStantnym prierezom S, dlZzkou / a rezistivitou p plati

R=pt
Pg

Zakon kontinuity elektrického prudu je priamym dosledkom zakona zachovania

elektrického naboja. Hustota elektrického pradu J a objemova hustota elektrického naboja
o spliiaji rovnicu kontinuity

mﬁ+ﬂhm
ot

Pri ustalenom pradeni plati divJ/ =0.
Elektricky prud pretekajuci obvodom s elektrickym odporom R, a so zdrojom elektro-

motorického napitia U, s vnitornym odporom R,

Svorkové napitie zdroja U je rozdiel potencialov na svorkach zdroja udévajici napétie
vo vonkajSom obvode

U=U.-R]I

1. Kirchhoffov zakon — v ustadlenom stave sa algebraicky sucet pradov vstupujucich do
uzla rovna nule

> 1,=0

i

2. Kirchhoffov zakon — stcet elektromotorickych napiti vo zvolenom elektrickom
okruhu sa rovna su¢tu ohmickych ubytkov v jednotlivych vetvach

Z_ U, = Z R;I;
! J
Praca A elektrického prudu

A= j Ul dt (Jouleov — Lenzov zékon v integralnom tvare)

Vykon P elektrického prudu

2
—MzwzzcﬁR

p="=
dt R
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Vysledny elektricky odpor pri zapojeni vodicov

1 1 .
paralelne: e ZRT sériovo: R= ZRI.

i

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Elektricky obvod sa skladd ztroch vodicov z rovnakého materidlu a s rovnakou
dizkou, ktoré st zapojené za sebou, a zprivodov so zanedbatelnym elektrickym
odporom. Prierezy vodicov su S| = 1.10° mz, S, = 2.10°m? a S = 3.10° m®. Rozdiel
potencialov na koncoch obvodu je U = 12 V. Urcte napitie na kazdom vodici.

RieSenie:

A
__Y___¥Y

Urc¢ime najprv elektricky odpor jednotlivych vodic¢ov

d d d
! pSl 2 pS2 3 'DS3

kde p je rezistivita vodi¢ov. Celkovy elektricky odpor vodi¢ov zapojenych v sérii je dany

S,S, +5,8,+8,8;
SlS2S3

1 1 1
R=R +R,+R,=pd|—+—+—|=pd
1 2 3= P (Sl s, SsJ P

Kazdym vodi¢om preteka elektricky prad

;U US,S, S,
R

pd(SISZ +S1S3 +S2S3)
Ubytky napitia na jednotlivych vodi¢och budi dané Ohmovym zakonom. Napr.

UssSs,S
U1=Rll=ﬁ 1~1~2%3 —

S, pd(S,S,+S,S,+85,S,)

1 USS,S,
S, S,S,+8,8; +8,8,
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Ciselné vyjadrenie je

12123 72

U=——"—=-"=6545V
1.2+13+23 11
U2=l7—2:ﬁ=3,273v
211 11
U3212:ﬁ:2,182V
311 11

Priklad 2:

Na doskach rovinného kondenzatora bol po odpojeni napatového zdroja elektricky
naboj Q. Za 10 minat poklesol tento naboj na desatinu povodnej hodnoty.
Dielektrikum tvoril parafinovy papier s & = 2. Urcte rezistivitu parafinového papiera
za predpokladu, ze sa kondenzator vybijal len cez vlastné dielektrikum.

RieSenie:
Elektricky prad, ktory prechadza dielektrikom kondenzéatora, mézeme vyjadrit’ vztahom

_v_9
R RC

kde R je elektricky odpor dielektrika, C je elektrickd kapacita kondenzatora a QO je

elektricky ndboj, ktory sa s casom meni. Za Cas df poklesne ndboj na kondenzatore
o hodnotu

0
dQ = —Idt = ——=—t
¢ RC

Integrovanim a Uipravou dostaneme
t

0
.[Q:_ Ldt
9 Q ORC

Po integracii plati

0 t

In< ="

0, RC

Ak uplatnime vzt'ahy pre rezistanciu a elektricka kapacitu kondenzatora

[

R=p—

pS
Cz%qg

kde / je hrubka dielektrika a S plocha dielektrika, dostaneme
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RC = pg,e,
Po dosadeni a vyjadreni rezistivity
t 600

£,E, ln% 8,859.107"%.2.In

p= =1,472.10" Q-m

9

10

Priklad 3:
Vodicom s elektrickym odporom R =5 Q presiel celkovy elektricky naboj O = 40 C.
Vypocitajte, aka vel'ka praca bola vykonanda, ked’ pretekajuci elektricky prad klesal
tak, ze za kazdy Casovy interval A¢= 16 s sa zmensSil na polovicu.

RieSenie:
Pracu elektrického pradu uré¢ime vztahom

A= jU[dz = jR]zdz

Zo zadania vyplyva, ze Casova zavislost’ elektrického pradu je
I = 1I,exp(-bt)

Po dosadeni do vzt'ahu pre pracu elektrického pradu dostaneme

© RIZ
A=R|1°exp(—2bt)dt = =2
z')‘oeXp( t)t b

Konstanty [y a b uréime z podmienky, ze za ¢as At = 16 s klesne povodny prad Iy na 1y /2.
Po dosadeni tejto podmienky dostdvame

% = I, exp(— bAt)
b =

Pociato¢ny elektricky prad Iy ur¢ime z celkového elektrického naboja Q, ktory presiel
vodicom

K K I
=|ldt=1 —bt)=-"2
0= Jiar=1, o)~
10:Q1n2
b

Potom vykonana praca elektrického pradu
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_RQ’In2 _5.40%In2
2At 2.16

A =17331J

Priklad 4:
Vypocitajte elektrické prudy v jednotlivych vetvach elektrického obvodu podla
obrazku pre E] =12 V, E2 =4 V, E3 =6 V, R1 =20 Q, R2 =12 Q, R3 =10 Q.

RieSenie:

Zvolime kladny smer obehu elektrického pradu v sluc¢kach 1. a II. podl'a obrazku. Tym je
dany smer elektrickych pradov [;, I, al; aich znamienko vzhl'adom na smer
elektromotorickych napéiti v slu¢kach. Podl'a 2. Kirchhoffovho zdkona pre 1. a Il. slucku
plati

L. E —E,=RI +R], (1)
.  E+E =-RI+R], )

Pre uzol A podrla 1. Kirchhoffovho zékona plati

I-1,-1,=0 3)
Rovnice(1), (2) a (3) st sustavou rovnic pre tri nezname /;, I, a 5. Je mozné rieSenie dvomi
spOsobmi:

1. Dosadime ¢iselné hodnoty do rovnic (1) a (2) a dostaneme

I. 124 =201, +121,
1L 4+6=101,—121,

Z rovnice pre I. slu¢ku vyjadrime prad /; pomocou 7, a z rovnice pre II. slucku vyjadrime
I; pomocou />

8—121,

I, = =0,4—0,61,
20

=042y oy
10

a dosadenim do rovnice (3) pre uzol A dostaneme
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04-061,-1,-(1+121,)=0
I,=-0214 A

Zaporné znamienko znamena, ze prud /> mé v skuto€nosti opa¢ny smer, ako sme urcili na
zaCiatku. Prady /; a 5 vypocitame

1= 0,4-0,6 (-0,214) = 0,529 A
L=1+1,2(-0,214) = 0,743 A

2. Zostavime determinanty sustavy rovnic
1 -1 -1

D=120 12 0]=120+240+200 =560

0 —12 10
0 -1 -1
Di=|8 12 0|=96+120+80 =296
10 —12 10
10 -1
D,=[20 8 0|=80—200 = —120
0 10 10
1 0
b [0 12 8|=120+200+96= 416
0 —12 10
Potom
=D 26 5p9a
D 560
=222 120 o140
D 560
R R 1 B FERUN
D 560
ULOHY

1. Ako treba zapojit’ dva ¢lanky, z ktorych kazdy ma elektromotorické napitie 1,5 V a
vnutorny odpor 1,4 Q, aby obvodom, ktorého elektricky odpor je 0,2 Q, pretekal co

najvacsi elektricky prad? Vypocitajte jeho hodnotu.

[paralelne; 1,66 A]

Na elektricku siet’ s napéatim 220 V je pripojeny odpor 100 Q. Aky je potrebny vykon a

kolko litrov vody s teplotou 18 °C by sa teoreticky priviedlo do varu za 1Thodinu?

[484 W; 5,076 1]

3. Aky velky elektricky odpor R; musime nastavit kontaktom na odpore R = 10 Q
vobvode na obrazku a), aby galvanometrom neprechadzal -elektricky prud?
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Elektromotorické napétia su £, =20V, E; =12 V.

R R,

R — ‘
= L .

T i it 3R,

: —/1[l

a) b)

6Q
4. I[\Iéjd]ite elektrické prudy vo vetvach podla obrazku b), ak elektromotorické napétie
jedného Clanku £, = 1,5 V a v sérii st zapojené tri Clanky. Vnutorny odpor jedného
Clanku R;=0,5QaR =4 Q, R, =12 Q.
3 1
[Z A; 2 Al
5. Vypocitajte elektrické prudy vo vetvach podla obrazku, ak E, =2,1 V, E, =19V, R =
10Q,R,=10Q, R, =45 Q.

ElJ_ - J_Ez

R
Rl ’ R2

[0,03 A; 0,01 A;0,04 A]
6. Tri galvanické Clanky s elektromotorickym napdtim £, = 1,3 V, E, = 1,5V, E, =2V

maj vnutorne odpory R, = R,,= R ;= 0,2 Q a st zapojené podl'a nasledujucej schémy.

E; Ri

Ez Ri2 "_[I

|———' £

Ri3

Urcte elektrické prudy v jednotlivych vetvach a ubytok napétia na elektrickom odpore
R=10,55Q.

[1,5A;2,5A;4A;22V]
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7. Meraci pristroj s otocnou cievkou s vntutornym odporom 3 €, ktory ma pri elektrickom
prude 30 mA plnua vychylku, sa ma pouzit’ ako voltmeter pre rozsahy 3 V, 10 V, 100 V.
Ak hodnotu musi mat’ v tychto pripadoch predradny elektricky odpor?

[97 Q; 330 Q; 3320 Q]

8. Sustava dvoch paralelne zapojenych clankov s elektromotorickymi napétiami 1,6 V a
1,3 V svnutornymi odpormi 1 Q a 0,5 Q je paralelne pripojena k odporu 0,6 Q.
Vypocitajte elektrické prady vo vSetkych vetvach obvodu.

[0,7 A; 0,8 A; 1,5 A]

9. Elektricky prud vo vodici sa meni v zavislosti na ¢ase podla vztahu [ =1 +kt, kde
I, =4 A, k=2 A" Vypocitajte
a) aky naboj prejde prierezom vodica v ¢asovom intervale od 2 s do 6 s,

b) aky by musel byt staly elektricky prad vo vodici, aby nim za rovnaky ¢as presiel
rovnako vel’ky elektricky naboj.
[48 C; 12 A]
10. Casovy priebeh elektrického pradu vo vodiéi je uréeny rovnicou I =1, sinz?ﬂt, kde

I, =1 A aperidda T= (1/50) s. Vypocitajte
a) aky elektricky naboj prejde vodi¢om za ¢as rovny T/2,
b) stredna hodnotu elektrického pridu za &as od 0 po 7/2.
[6,37.107 C; 0,637 A]
11. Cievka z medeného drotu s rezistivitou 1,72.10° Q-m ma stredny priemer 6 cm a 1000

zavitov. Vypocitajte, aké napitie mozno pripojit’ na konce cievky, ak cievkou moze
prechadzat’ elektricky prad s maximalnou pridovou hustotou 2 A-mm™.

[6,48 V]

MAGNETICKE POLE

Magnetické pole vznika nasledkom pohybu elektrického naboja (elektrického pradu vo
vodici).
Magneticka (Lorentzova) sila F

m

vyjadruje silové pdsobenie magnetického pola

s indukciou B na elektricky naboj Q pohybujuci sa rychlostou ¥

F, =0l x B)

F
Velkost” vektora magnetickej indukcie je B = QLu, kde F, je velkost magnetickej sily
A

m

v pripade v1B.
Biotov — Savartov — Laplaceov zakon urluje prispevok dB k magnetickej indukcii

budenej tsekom vodica dl's elektrickym pradom / v mieste s polohovym vektorom 7 vo
vakuu

wod di xF

dB = 8
4 r
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Magneticka indukcia v strede kruhového vodi¢a vo vakuu s polomerom »
Mol
2r

B=

Magneticka indukcia nekone¢ného priameho vodic¢a vo vakuu vo vzdialenosti a od neho

B= Mol

_27za

Magneticka indukcia na osi solenoidu vo vakuu s dlzkou / a s potom zavitov Z

17
B:,uol

Ampérov zakon umoziuje kvantitativny popis silovych uc¢inkov magnetického pol'a na
vodi¢, ktorym preteka elektricky prad

dF = I(dl x B)

Magnetické silové posobenie medzi dvomi pradovodi¢mi s elektrickymi pradmi /,,7,

- U Fxdl -
Flzzﬁ]llz_“- 1Xdlz

3
Ly T

M, je permeabilita vakua, dil , dlq2 st elementy dizky pradovodiéov, 7 je polohovy vektor
prvého vodica vzhl'adom na element dizky druhého vodica .
Intenzita magnetického pol'a H vo vakuu

B
Hy

H =

Moment sily M pdsobiaci na uzavrety pradovodi& v magnetickom poli s indukciou B

— —

M=ISxB=mxB

m je magneticky moment pradovodica, S je vektor plochy S ohranicenej pradovodi¢om.
Ziakon celkového pridu

§H-d1=1

Vektor magnetizacie prostredia M uréuje hustotu magnetickych momentov
v jednotkovom objeme a v prostredi s magnetickou susceptibilitou x plati
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i =yl
I:I:B—M
Hy

B =yofl+yoxfl =,uFI =,uo(1+1<)ﬁ

Permeabilita prostredia ( «, je relativna permeabilita prostredia)
H=HoH,

Magneticky tok @
& =[B-dS

Energia 7/, ahustota energie w, magnetického pola (dVje elementirny objem
magnetického pola)

W, :%J.(E-ﬁ)ﬂ/
w, =~ B0
2

Faradayov zakon elektromagnetickej indukcie — pre indukované elektromotorické
napitie U, = fﬁi -dI plati

U, _ A pa5=--92
dt dt

U, = §(xB)-di = §ldl <7) B = —%I(ﬁdtxdf)-l?

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Vypocitajte velkost a smer magnetickej indukcie v strede kruhového vodica s
polomerom » = 5 cm, ktorym preteké elektricky prud /=5 A. Vodi¢ sa nachadza vo

vékuu s permeabilitou z, =47 -107 Al kgms?.

RieSenie:

dl
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Podra Biotovho-Savartovho-Laplaceovho zékona je prispevok dB k magnetickej indukcii

budenej elektrickym pradom 7 iseku vodica dl v mieste A s polohovym vektorom 7 vo
vakuu

JB = Ul dl >3<r

dr r

Pre magnetickt indukciu od celého vodica plati
,uOI J' di XF

B =
4 3

r

Ked’ze vektor dl a polohovy vektor 7 zvieraju vzdy uhol 900, mézeme pisat’ pre velkost’
magnetickej indukcie

2mr
leuol Idlzluol 2727,_/’[01

4m? 3 4wt 2r

Smer magnetickej indukcie ur¢ime na zaklade vlastnosti vektorového sucinu alebo
pravidlom pravej ruky a podl'a neho v naSom pripade magnetickd indukcia v strede

kruhového zavitu smeruje kolmo pred nakresiu.
Po dosadeni ¢iselnych hodnot

-7
410 S 6 or 10 = 6283107 T
2.0,05
Priklad 2:
Vypocitajte indukciu magnetického pol'a budeného dvoma priamymi rovnobeznymi
vodi¢mi s elektrickymi pradmi 7, = I, = I = 2 A. Vodice s pradmi rovnakého smeru su
vo vakuu vo vzdialenosti d = 10 cm. Magnetickll indukciu vypocitajte v mieste vo
vzdialenosti a =4 cm od prvého vodica na kolmej spojnici oboch vodic¢ov.
RieSenie:

- -

— -

-S4
/
/
!
|
\

A

-

A
A 4

AW
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Magneticku indukciu vo vadkuu v okoli prvého priameho vodica, ktorym preteka elektricky
prad 7, vo vzdialenosti a od vodi¢a ur¢ime pomocou Biotovho — Savartovho - Laplaceovho
zakona. Plati

1
Bl:'u_o

2ma

Pre magneticku indukciu od druhého vodica s elektrickym pradom 7 vo vzdialenosti d —a
plati

=ﬂ—0]
> " 2r(d—a)

Vyslednd magnetickd indukcia v mieste A je EV =B, + Ez, a ked’Ze vektory El a B, st
v tomto mieste opacne orientované, plati

1 1 I I d-
BV:BI_BZZ/’IO _ /’l() _/’l() (1 1 j_/’lo d 2(1

2ma  27(d - a) " 27\a d-a) 2x ald - a)
Po dosadeni ¢iselnych hodnot

471072 0,2-2.0.04

=333.10° T
27 0,04(0,1-0,04)

B,

Priklad 3:
Stvorcovy ram z medeného drotu je v magnetickom poli s indukciou B = 0,2 T.
Prierez drétu je S; = 2 mm?, plocha §tvorcového ramu S, = 25 cm®. Normala k ploche
rdmu je rovnobezna s vektorom magnetickej indukcie. Aké mnozstvo elektrického
naboja prejde vodicom ramu pri vypnuti pol'a?

RieSenie:
Pouzijeme vzt'ah pre indukované elektromotorické napétie E;, ktory vyjadruje vSeobecne
zakon elektromagnetickej indukcie

__42
Y dt
>t . . —_ E, 1 do
Ked’ tato rovnicu vydelime elektrickym odporom R, dostaneme ?’ = R

E.
Podiel ?’ je elektricky prud [ prechadzajuci vodi€¢om

_ 1do

R dt
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Pre element elektrického naboja dQ, ktory prejde okruhom pri zmene magnetického toku o
d® , dostaneme

dd
dQ = Idt = - <=
© R

a celkovy naboj, ktory pri zmene magnetického toku z hodnoty & = BS, na hodnotu

@ =0 prejde vodiCom, bude

“( d®\ BS
sz(_sz R

Pre elektricky odpor vodi¢a s dizkou 4a a's prierezom S, (a je dizka strany $tvorcového
vodica) plati

— pCul — pCu4a — pCu4'\/S—r
Sd Sd Sd

a potom pre hl'adany elektricky naboj ¢iselne dostaneme

0B, _ BS,lS, _022.10°4/25.10°
PaS,  4p, 4.0.017.10°
S

d

=0,294 C

ULOHY

1.

Elektron vletel do magnetického pola s magnetickou indukciou 10 T rychlostou 3.107

m/s kolmo na smer vektora B. Vypocitajte silu, ktorou posobi pole na elektron, a jeho
dréhu.

[4,8.10"2 N; kruznica s polomerom 1,706.10° m]

Dva dlhé, priame, rovnobezné vodice su od seba vzdialené 10 cm. Vodi¢mi pretekaja
elektrické prady 10 A a 20 A opacného smeru. Vypocitajte vel'kost’ a smer magneticke;j
indukcie a intenzitu magnetického pol'a v rovine vodicov v strede medzi nimi.
[1,2.10° T]

Kruhové vodice s polomermi 10 cm a 15 cm, ktoré s vo vakuu a maju spolo¢ny stred,
su v jednej rovine a pretekaji nimi elektrické prady 2 A a 5 A sthlasnym smerom.
Vypocitajte magneticku indukciu v strede tychto vodicov.

[3,34.10° T]

Na obvode kotGa je rovnomerne rozlozeny elektricky naboj 10® C. Kotu¢ s
polomerom 10 cm sa otd¢a s frekvenciou 100 s okolo osi, ktord prechadza jeho
stredom. Vypocitajte magnetick indukciu v strede kotuca.

[27.107% T]

Vypoéitajte magneticku indukciu v strede a na konci solenoidu s dizkou 1 m, s poétom
zavitov 2000 a s polomerom 2 c¢m, ak nim preteka elektricky prad 5 A.
[27.10° T; 47.10° T]
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10.

11.

12.

13.

Urc¢te hodnotu magnetickej indukcie v strede Stvorcového zéavitu so stranou 10 cm,
ktorym preteka elektricky prad 5 A.

[5,6.10° T]

Vodi¢ tvaru kruhového zavitu s polomerom 5 cm je ulozeny v magnetickom poli
s magnetickou indukciou 0,6 T kolmo na smer vektora magnetickej indukcie. Aké je
elektromotorické napitie, ktoré sa v tomto vodici indukuje, ked’ magnetické pole za Cas
0,5 s rovhomerne vymizne?

[0,01884 V]

Uréte, aké elektromotorické napitie sa indukuje za polovicu otadky v obdiznikovom

zavite s rozmermi a = 25 cm, b = 30 cm. Zavit sa otaca s frekvenciou 1200 min™ okolo
0° _
Am’.

strany a kolmej na vektor intenzity magnetického pol'a s velkostou 2
Vs

[3,6 V]

Aka je energia magnetického pola elektrického pradu 2 mA, ked’ preteka cievkou s
dizkou 50 cm, s 10000 zavitmi a s priemerom 6 cm?

[1,42.10° ]

Urcte magneticky odpor magnetického obvodu z liatiny s polomerom 15 cm as
prierezom 5 cm, ak cievkou s 200 zavitmi tecie elektricky prad 3 A. Intenzite
magnetického pol'a na magnetizacnej krivke liatiny zodpovedd magnetickd indukcia
0,46 T.

[2,6089.10° A/Wb]

Obdiznikova cievka s dizkou 40 cm, $irkou 30 cm a s 50 zavitmi sa otada s frekvenciou

3000 min’ v homogénnom magnetickom poli s indukciou 1 T. Akd velka je
maximalna hodnota elektromotorického napitia?

[1884 V]

Vypocitajte elektricky prud pretekajici prstencovou cievkou bez zelezného jadra so
strednym priemerom 10 cm. Cievka ma 450 zavitov s priemerom 2 cm. Magneticky
tok vo vnutri cievky je 200.10% V-s.

[3,54 A]

Na solenoide s dizkou 1 m, s prierezom 10 cmz, ktord ma 1000 zavitov, je navinutd
uprostred kratka cievka s 20 zavitmi. Vypocitajte koeficient vzajomnej indukcnosti
tychto dvoch cievok vo vakuu.

[2,513.10° H]

ELEKTROMAGNETICKE POLE

Lorentzova sila F elektromagnetického pol’a je vysledna sila, ktora posobi na elektricky
naboj v elektromagnetickom poli

F=0(E+vxB)

Energia /7 a hustota energie w elektromagnetického pol'a

W= [(E-B+ By
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w=(E-D+5-1)

Maxwellove rovnice (hlavné)

divD = p divB =0
rotE=—a—B rotﬁ=j+a—D
ot Ot

VedrlajSie Maxwellove rovnice pre izotropné prostredia

Samoindukované elektromotorické napitie U,

v, =14
dt

Vlastna indukénost® L = @/1 je podiel magnetického toku @ a elektrického pridu /.

Vlastna indukénost cievky s poétom zavitov Z, s dizkou I, s polomerom zavitov r
v prostredi s permeabilitou u

7Z*r?
/

L=u

Elektromotorické napitie U, vznikajice vzajomnou indukciou

dl
U, = -M—
dt

D, . . .
Vzajomna indukénost M =—% je dana podielom magnetického toku @,,, ktory

1
v dosledku pradu 7, v prvom vodic¢i prechadza plochou ohrani¢enou druhym vodi¢om,

a elektrického pradu 7, .

V pripade dvoch cievok s rovnakou dizkou a priblizne rovnakym polomerom zavitov je
o L o LU Z
pomer napéti na sekunddrnej a primarnej cievke dany U—l = Z—l .
2 2
Striedavé elektromotorické napitie u; vznika otacanim zavitu (cievky) v konstantnom
magnetickom poli

u; =u,sinwt

kde u, = @®w = BS®» je maximalna hodnota elektromotorického napétia (amplitida), @ je
uhlova rychlost’ otacajuceho sa vodi¢a v magnetickom poli.
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Striedavy elektricky prud i
i =1i,sinwt

kde i, =u,/R je maximalna hodnota striedavého pradu, R je ohmické zat'az obvodu.
Efektivne hodnoty /., U, striedavého elektrického prudu a napétia

1 =" 0707, U, =2 = 0,707u,

2 2

Skuto¢ny vykon P striedavého pridu (cos¢ je ucinnik, ¢ je fazovy posun prudu
a napétia)

P=U,, cosp

Impedancia Z je celkovy odpor obvodu RLC

2
Z =\/R2 +(wL—Lj
oC

Fazovy posun ¢ elektrického pradu za napatim v obvode RLC

a)L—lc

tgp =—9

4 R

Ak plati
Vd .Uy .

2. p==, Z=oL, (R=0,C— o), i =—2sin(wt — @)
2 oL

3. (p=_£, Z:L, (R:O,L:O), i=uoa)Csin(a)t+(p)
2 woC

Rezonanéna frekvencia RLC obvodu — Thomsonov vzt’ah

1 1

/: 27+ LC " VLC
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Perioda T elektrickych kmitov v oscilaénom obvode RLC

2
1R’
LC 417

T =

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Vypocitajte vzadjomny pomer energii magnetického pola oscilacného obvodu a

. o N .. T : ., S
energie jeho elektrického pol'a v ¢asovom okamziku ¢ = S s, ak T je peridda oscilacii.
RieSenie:
Napitie na kondenzatore vyjadrime rovnicou
U=U,coswt
Pomocou veli¢in O, C a U vyjadrime elektricky prad / na kondenzatore

I= Cd—U: Ci(U0 cosat) = —CU jwsin ot
dt dt

Pre energiu magnetického a elektrického pol'a plati

1 1
E, =§L12 E, :ECUz

Potom vzajomny pomer tychto energii vyjadrime

E, _ LCzUozzco2 sin” @t _ Lo tgor
E. CU,” coswt
tgor = tg 2L — g% —
8 8 T 8 8 4
TY 1
Pretoze pre oscilacny obvod plati 7 = 27+/LC , dostaneme LC = (2—j =—
V4 @
Po dosadeni
i = sz =1
E. &’
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Priklad 2:
Uréte vlastna indukénost’ na jednotku dizky dvoch dlhych rovnobeznych vodicov,
ktorymi prechadza rovnako velky elektricky prad opac¢ného smeru. Vodice su
umiestnené vo vakuu, maju kruhovy prierez rovnakého polomeru a ich vzdjomna
vzdialenost’ je d.

A
A4

RieSenie:
_» 2R
| J;L o -
ds
] ® ® 1l |
Bl BZ
L | I \ !_
———

V priestore medzi vodicmi vznikd magnetické pole vplyvom elektrickych pradov
I prechadzajucich vodi¢émi. Magnetickd indukcia B; budena prudom 7 v prvom vodici vo
vzdialenosti » je

V tom istom mieste je magnetickd indukcia B, budend pradom / v druhom vodici

_ Ml
> 2x(d-r)

Z Biotovho-Savartovho-Laplaceovho zakona vyplyva, Ze obidva vektory El a l§2 su kolmé

na nékresiiu a smeruju za ndkresiu, takze pre vel'kost’ vyslednej magnetickej indukcie B
plati

1
oLl

Magnetické pole je nehomogénne, takze ked zvolime vo vzdialenosti » plosku dS = ldr,

ktorej vektor je suhlasne orientovany s vektorom vyslednej magnetickej indukcie B,
magneticky tok d@ cez tito plosku je

d® =B-dS
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Celkovy indukény tok @ potom vyjadrime

I 14R 11/ —
@Z/Jo I (l_’_ 1 ]a’rzluo lnd R
2 w \F d—-r T R

D . ;
Po dosadeni do vztahu L :73 prepocitani na jednotku dlzky dostaneme pre vlastnu

induk¢énost’ dvoch rovnobeznych vodicov

L:ﬂlnd__R

1 R

Priklad 3:
Odvod'te vztah pre vzajomni indukénost dvoch cievok navinutych na jadro s
obdlZznikovym prierezom, ak na jadre je jedna cievka s poCtom zavitov Z, a tesne na nej

druhé cievka s poctom zavitov Z,.

RieSenie:

Vychadzame zo zdkona celkového pradu pre pripad, Ze cievkou so Z; zavitmi prechadza
elektricky prad I,

[ Hdl = 7,1,
!

Integrovanim pozdiZ celej strednej magnetickej indukénej &iary, ktora mé tvar kruZnice,
dostavame

[Hdl = Homr = 7,1,
1



lel
27

H =

Indukény tok, ktory prechddza elementarnou ploskou prierezu jadra dS = hdr, mozeme
povazovat’ za homogénny, takze

Z1
d® = BdS = py,u, Hhdr = p, 11, #hdr
mr

@ = [Lol 21 n 9 Hb g g 2
T

2 r 2r 7

Celkovy indukény tok pretina zavity druhej cievky Zs, takZe celkovy tok cez druhu cievku
je

b,=0 7, = %hZIZZII In’2
T n

Hrladana vzajomna induk¢nost’ oboch cievok v zmysle definicie je

o, @
M=o Bl g 7 i
I, I, 27 7

Priklad 4:
Kruhové cievka C; s podtom zavitov Z; = 50 ma prierez S; = 4 cm” a je umiestnend v
strede kruhovej cievky C, s dizkou 20 cm a's poétom zavitov Z, = 100. Osi oboch
cievok splyvaji. Uréte vzdjomnu indukcnost’ cievok a indukované elektromotorické
napitie v cievke Cy, ked’ elektricky prud v cievke C, klesne o / =40 A za 1 sekundu.

RieSenie:
Ak prechadza zavitmi cievky C, elektricky prad /, je magneticka indukcia na osi cievky

B — ll’lOlZZI

Magnetické pole v cievke C; je takmer homogénne, potom magneticky tok @, cez prierez
cievky Cj je

o, = s, = ol g
[

Je zrejmé, ze magneticky tok stenami cievky C; je nulovy, takze celkovy magneticky tok
@ cez vsetky jej zavity vyjadrime
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YA

P =20 ==

S,

Potom vzajomna induk¢énost’

Z,7,8, 125710 50.100.4.107*
l T

M= - —1,257.10°H

Priklad 5:
Dosky kondenzatora s elektrickou kapacitou C = 0,1.10° F st nabité na urity
potencidlovy rozdiel. Za aky cas sa kondenzator vybije na polovicu, ked dosky
spojime vodi¢om s elektrickym odporom R =2.10°Q ?

RieSenie:
Pre elektricky obvod RC plati

g IR=0
C
o, do ey ) , dQ 1
Elektricky prad I = ——=, preto mdZeme rovnicu prepisat’ do tvaru — =———0.
yp P prep i CR 0
d_Q — —Ldt
0 CR

, . 1
Integrovanim rovnice dostaneme InQ = —at +InQ,.

Pre Casovu zavislost elektrického naboja na elektrédach kondenzatora vyplyva

t

0= Qoe_a

kde Qo je maximalny elektricky naboj, t.j. elektricky naboj na kondenzatore v case ¢ = 0.
Pre hl'adany cas ¢*, za ktory sa kondenzator vybije na polovicu, plati

_ 9
0= 2
%:Qoe_éR

t* =CRIn2=0,1.10°2.10°1n2=0,14s

Priklad 6:
Urcte vykon elektrického obvodu, ktory obsahuje zdroj striedavého elektrického
prudu s frekvenciou f'= 50 Hz a s efektivnym napédtim U = 120 V. Elektricka kapacita
kondenzatora C; = 0,5.10°F, C> = 0,2.10°°F a rezistivita R = 10 kQ.
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RieSenie:

=

Ci

O O

Vykon elektrického obvodu je dany vztahom
P=Ulcos¢p
Admitancia Y, kondenzatora s elektrickou kapacitou C; je dana
Y, = joC, =0,628.107j Q'
Pre admitanciu Y3 rezistancie R plati
Y,=1/R=10" Q"
Celkovu admitanciu obvodu RC, vypocitame
Y,, =Y, +Y, =107*(1+0,628j) Q'
Impedancia obvodu RC,

1 1 10*(1-0,628j) :
2y, 107°(1+0,628)) 1> +0,628° ( o

Impedancia kondenzatora C) je

] j :
Z, =—t=— = (-6370j) Q
' wC, 3145107 ( )

Celkovu impedanciu Z elektrického obvodu
Z =7, +27, =(7040-10793j) Q
Pre elektricky prud v obvode plati

;U 120 - 120(70;10+107923]):(5’09”’8].).10_3 A
Z 7040-10793j  7040° +10793

1] =+/5,09% +7.82.107 =0,0093 A
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Fazovy posun vyjadrime

78
top=—° 153
9 =509

’

¢ =-56° 50’

Vykon P elektrického obvodu potom urcime

P =120.0,0093.cos56° 50" = 0,6106 W

ULOHY

1.

Stanovte vlastni induk¢nost’ dlhého kabla skladajuceho sa z centradlneho valcového
vodi¢a s polomerom a a vonkajSiecho dutého valca s polomerom b. Predpokladame, Ze
(b — a)>>a, takze mdzeme zanedbat’ magneticky tok vo vnutri vodica.

Il i
< I e
b—al!ll2a
; 1
e
b r o dr
[IUOIUI‘ ln—]
27 a

Uréte vlastna indukénost’ toroidu s jadrom s prierezom 25 cm” a strednym priemerom
30 cm. Toroid ma 1000 zavitov a te&ie nim elektricky prad 1 A (1 = 12,57.107 H/m;
L= 1200).

[4 H]

Najdite vlastnt induk¢énost’ uzavretej cievky prstencového tvaru s 1000 zavitmi, ktoré
su navinuté¢ na zelezné jadro s prierezom 25 cm’. Stredny priemer jadra je 20 cm,
elektricky prad tecuci cievkou jel A a permeabilita prostredia g = 7004, .

[3,5 H]

Vypocitajte elektromotorické napétie, ktoré sa indukuje v cievke s vlastnou
indukénost'ou L = 0,06 H, ked’ v nej elektricky prud rovnomerne rastie tak, ze za kazda
sekundu sa zvacsi o AI=10 A.

[660 V]

Dokazte, ze vzajomna indukénost' M ~ /L,L, , kde L, L, st vlastné indukénosti dvoch

obvodov (1) a (2) v tesnej vdzbe. Obvod (1) ma zdroj elektrického prudu a obvod (2) je
uzavrety, pricom predpokladame, ze elektricky odpor je zanedbatelne maly, a teda
nevznika Jouleovo teplo.

[navod: odvod’te zdanlivé zmensenie induk¢nosti L a uvazte, ze je vzdy > 0]

Urcte, aka je maximalna hodnota vysledného striedavého napitia v obvode, kde su za
sebou zapojené dva zdroje striedavého napédtia s maximalnymi hodnotami U; = 30 V,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

U, =40V, ak U, predbicha U, o fazovy posun 60°. Aka je hodnota napétia v okamihu,
ked’ je U; maximalne?
[61 V; 50 V]
Urcte fazovy posun a amplitudu elektrického pradu, ktory dodava zdroj do obvodu
dvoch paralelnych vetiev, ak jednotlivé elektrické prady maju amplitady 7, =3 A, I, =
4 A a prislusné fazové posuny su ¢; = 30 °, @, = 60 °.
[12/11;6,8 A]
V kratkej cievke s plognym obsahom prierezu 0,5 m” a so 60 zavitmi sa v premenlivom
magnetickom poli s frekvenciou 10° s' indukuje elektromotorické napitie
s maximalnou hodnotou 30 mV. Aka je maximalna hodnota magnetickej indukcie
v cievke?
[1,59.10"° T]
Vypocitajte maximalnu hodnotu striedavého magnetického toku v jadre transformatora
pri frekvencii 50 Hz, ak viete, Ze sa jeho zmenou v jednom zévite sekundarnej cievky
transformatora indukuje elektromotorické napdtie s efektivnou hodnotou 0,35 V.
[1,57.107 Wb]
Kondenzator s elektrickou kapacitou C ma v ¢ase ¢t = 0 potencial V). Vybijame ho cez
rezistanciu R. Aky je ¢asovy priebeh elektrického prudu?
t

— 7, RC. W
[1=1e ;s 1y R ]
Elektrickym obvodom so zdrojom napétia 100 V pretekd jednosmerny elektricky prud
5 A. Aky elektricky prad bude prechddzat obvodom pri striedavom napiti
s frekvenciou 50 Hz, ak vlastnd induk¢nost’ obvodu je 0,1 H? Aky velky je fazovy
posun napitia a pradu?
[2,8 A; 57°31']
Vypocitajte velkost' elektrického prudu v obvode s kondenzatorom s elektrickou
kapacitou C= 1F,akR=1Q,f=50Hz, U=220 V.
[6,9.10°A]
V obvode striedavého elektrického priudu s napitim 220V/50Hz je rezistancia 50 €,
cievka s vlastnou induk¢nostou 1 H a kondenzator s elektrickou kapacitou 1 pF. Urcte
napétie na cievke v rezonancii.
[4400 V]
Na zdroj striedavého napitia je pripojeny otvoreny kdbel, ktory predstavuje valcovy

. . . 2
kondenzator s elektrickou kapacitou 1,5 pF. Generator predstavuje indukénost’ 3 H,

frekvencia elektrického pradu je 50 Hz a celkova rezistancia vedenia je 2 Q. Urcte
napétie pri rezonancii.

[2.10° V]

V elektrickom obvode so striedavym napétim U = 500 V/50 Hz st zaradené za sebou
rezistancia R = 300 Q a reaktancie X; = 400 Q, X¢c = 500 Q. Urcte indukcénost’ L,
elektrickt kapacitu C a impedanciu obvodu, elektricky prud v obvode, fazovy posun
medzi napétim a elektrickym pradom. Akéa velkd musi byt elektrickd kapacita, aby
nastala rezonancia? Aky elektricky prad prechadza v tomto pripade obvodom?

[1,257 H, 6,35 uF; 948 Q; 0,526 A; 71° 35"; 7,96 uF; 1,66 A]]

Solenoid s dizkou 50 cm, s prierezom 10 cm® , s poétom zavitov 3000 a rezistanciou
20 Q je napojeny na striedavé napéatie 100 V. Vypocitajte hodnotu elektrického pradu
pre frekvencie 50 Hz, 250 Hz, 500 Hz.

4,8 A;2,4 A; 1,3 A]
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KMITY A VLNY

KMITAVY POHYB

Kmitavy pohyb je periodicky pohyb castic alebo telies okolo rovnovéaznej polohy.
Pohybova rovnica netimeného harmonického pohybu

2—
d°r o

m —
dt?

7 je okamzitd vychylka hmotného bodu (telesa) zrovnovaznej polohy, kje konStanta
charakterizujuca vlastnosti kmitajuceho systému, ktoré nuti konat’ hmotny bod alebo teleso
harmonicky pohyb. Pre kmitajlci systém teleso zavesené na pruZzine je k tuhost’ pruziny.

V jednorozmernom pripade je cCasova zavislost okamzitej vychylky netlmeného

harmonického pohybu napr.
x = Acos(wt + go) Y=Y, sin(a)t + (o) QP =0, cos(a)t + qo)

@ je uhlova frekvencia netlmeného harmonického pohybu, 4, yo, ¢ st amplitady
(maximalne okamzité vychylky) harmonického pohybu, ¢ je fdzovy posun, (a)t+(p) je

faza pohybu, m je hmotnost’ telesa.
Periéda 7 netlmeného harmonického pohybu 7 = 27/ a pre teleso na pruZine

T:2—7[:27r\/E
w k

Celkova energia E.netlmeného harmonického pohybu
1 2 .2 2 1 2 2 1 2 1 2 42
E =E, +E, :EmA ®" sin (a)t+¢))+5kA cos (a)t+go):5kA :Ema) A

Pohybova rovnica tlmeného kmitavého pohybu (7 je koeficient odporu prostredia)

d*x dx
m =—kx—r—

dt? dt

Casova zavislost okamzitej vychylky x tlmeného kmitavého pohybu (/5 :2L je
m
koeficient utlmu)

-p

x=Ae"" cos(wt + @)

W= w/a)oz — % je uhlova frekvencia timenych kmitov a @, = \/% je uhlova frekvencia

netlmenych kmitov
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Amplituda vynutenych kmitov
FO
1
m[(a)02 -~ a)vz)2 + 4,82a)v2]é

F, je amplitida vonkajSej sily, m hmotnost’ kmitajiceho telesa, @, vlastnd frekvencia

A=

netlmenych kmitov, @, uhlové frekvencia vonkajsej sily, £ koeficient itlmu.

Fazovy posun ¢, medzi vonkajSou silou a vynutenymi kmitmi

20,
tgp, =——""—
w, —o

v

Vysledna amplitida 4, dvoch jednosmernych harmonickych pohybov s rovnakou
frekvenciou a r6znou amplitidou

A= A"+ 4, +24,4, cos(p, —¢,)

Vysledna amplitida A4, dvoch jednosmernych harmonickych pohybov s rdznou
frekvenciou a rovnakou amplitidou — tzv. razy uhlovou frekvenciou @, = |a)2 - a)1|

A, =‘2Acos D ;a)' t

Periéda 7 kmitov matematického kyvadla (/ je dizka zavesu, g je gravitaéné zrychlenie)

T:27z\/z
g

Periéda 7 kmitov fyzikdlneho kyvadla (J je moment zotrvacnosti kyvadla, a je
vzdialenost’ osi rotacie od taziska kyvadla)

J
mga

T=2xm

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Amplitada kmitov netlmeného harmonického oscilatora s hmotnostou m = 10 g je yo =
5 cm a jeho celkova energia £ =3,1.107J.
a) Vyjadrite vychylku oscilatora ako funkciu ¢asu.
b) Urcte rychlost’ oscilatora v Case ¢ = 0, ak pociatocna faza ¢ = /3.
c) VysSetrite, v ktorych okamzikoch bude kinetickd energia oscildtora rovnaka ako
jeho potencialna energia.
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Riesenie:
a) Casova zavislost’ vychylky netlmeného harmonického pohybu oscilatora je

Y=Y, sin(a)t + (p)

Pre jeho kinetickl energiu plati
1
E = E ma)2y02
Ked’ z tohto vzt'ahu vyjadrime uhlovu frekvenciu
2F 2.31.107°
o= — = 3. 02=1,57 s
my, 0,01.0,05

a dosadime do vztahu pre casovu zavislost’ okamzitej vychylky, dostaneme

3 =0,05 sin[1,57t + %j

b) Pre rychlost’ harmonického netlmeného oscilatora plati

V= 4 _ y,@cos(wt + @)

dt

Rychlost’ v ¢ase ¢t = 0 sa rovna
v=0,05.1,57.c0s60° = 0,039 m-s™'

¢) Vyjadrime kinetickt a potencialnu energiu netlmeného harmonického oscilatora
2 1 2 2 2
Ey =—my :Ema) Y, cos (a)t+¢))
E 1 2.2 1 2 2 -2
p=—mwy = Ema) y,” sin® (ot + @)
Porovnanim tychto vztahov dostaneme
1 5 2 1 5 2.2
Ema) Yo COs (a)t+§0):5ma) Y, sin (a)t+¢))
Tato rovnost’ je splnena len vtedy, ak plati

(0t + )= %(21{ +1), kde k=0,1,2,3,..
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1
Potom t:—[%(2k+1)—(o} aciselnepre k=1ak=2
1)

t =—F—”—ﬁ} =0834 s
4 3

Priklad 2:
Teleso s hmotnost'ou m = 10 g kona tlmené kmity s amplitidou yy = 7 cm, poc¢iatocnou
fazou rovnou nule a s koeficientom utlmu A= 1,6 s Psobenim vonkajiej periodickej
sily zacne teleso konat vynutené kmity, v ustalenom stave popisané rovnicou
y=35 sin(l Ont + 0,757r). Vyjadrite ¢asovl zavislost’
a) vychylky tlmenych kmitov,
b) vonkajsej periodickej sily pdsobiacej na teleso.

RieSenie:
Casova zavislost’ vychylky telesa konajuceho tlmené kmity je uréena

y=y.e” sinot

Vonkajsia periodicka sila s uhlovou frekvenciou @, zapri€ini, Ze v ustalenom stave bude
teleso konat’ vynutené kmity s uhlovou frekvenciou @, podl'a rovnice

y, = Asin(w, - ¢,)

kde A je amplitida vynutenych kmitov a ¢, je fdzovy posun

F
A= 0 1
2
m[(a)o2 —a)vz) +4,6’a)vz]/2
20,
gy, =—F——
o — W,

Zo zadanych rovnic a ich Gpravou vyjadrime frekvenciu vlastnych kmitov

W, =y o,” +2p0, =3298 s

Uhlové frekvencia timenych kmitov telesa

o=y, - B =3295s"
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Casovi zavislost' vychylky tlmenych kmitov po dosadeni &iselnych hodndt vyjadrime
y=0,07¢""°"sin32,95 ¢
Vonkajsia periodicka sila a jej amplituda su dané vztahmi

F=F,sinwt

Fy= Am(0, — o, f +40, 6> =738 N
Casova zavislost’ vonkajsej periodicke;j sily bude mat’ potom tvar
F =738sin(107¢)
Priklad 3:
Néboj s hmotnost'ou m; = 1 g narazil do gule s hmotnostou m, = 1,25 kg zavesenej na
vlakne s dlzkou / = 3,4 m. Narazom sa gula vychylila zrovnovaznej polohy do

vzdialenosti xo = 0,21 m. Vypocitajte, aka je rychlost’ naboja.

RieSenie:
Podrla zakona zachovania hybnosti sa hybnost’ pred narazom rovna hybnosti po naraze

my, +m,v, = (ml +m2)"

Pretoze gula sa pred narazom nepohybuje, jej rychlost v, = 0. Potom plati zédkon
zachovania hybnosti v tvare

my, = (ml +m, )V
Z tejto rovnice vyjadrime rychlost’ ndboja

ml +m2
Vv, =———=V
m

Gul'u na vldkne povazujeme za matematické kyvadlo s periddou T =27,/l/g a uhlovou

. 2 :
frekvenciou @ = 7” Porovnanim pre uhlovu frekvenciu kyvadla dostaneme w =./g/! .

Okam?zita vychylku a rychlost” harmonického pohybu kyvadla vyjadruja rovnice

X =X, sinwt

V = X, COS Wt

V okamziku ndrazu ma rychlost’ maximalnu hodnotu, ktort vyjadrime
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Uplatnenim prislusnych vzt'ahov pre rychlost’ naboja plati

-3
v, :mxo\/g:w_o’ﬂ. &:446 m-s”
m, [ 10 3,4

ULOHY

1.

10.

Teleso kmita harmonicky s amplitidou vychylky 0,12 m a frekvenciou 4 Hz. Urcte:

a) maximalnu rychlost’ a zrychlenie kmitavého pohybu,

b) rychlost’ a zrychlenie pri vychylke 0,06 m,

c) cas potrebny k tomu, aby sa teleso dostalo z rovnovaznej polohy do bodu so
suradnicou 0,06 m.

[3,02 m-s"l; 75.8 m-s"z; 2,6 m-s'l; 379 m-s'z; 4i8 s]

Teleso kmitd na pruzine s periddou 0,5 s. O kolko sa pruzina skrati, ak teleso
odstranime?
[0,0633 m]

. Pruzina ma tuhost’ 0,3 N/cm. Akd je hmotnost’ zavesen¢ho telesa, ktoré vykonava

kmity s amplitidou 5 cm a rovnovaznou polohou prechadza rychlostou 80 cm/s?
[0,117 kg]

Doska kmita harmonicky vo vertikdlnom smere s amplitidou 0,05 m. Aka méze byt
najvicsia frekvencia harmonického pohybu, pri ktorej teleso eSte od dosky neodskoci?
[2,24 Hz]

Pri tlmenom kmitavom pohybe s periodou 0,5 s sa zistilo, Ze po dvoch po sebe
nasledujucich vychylkéach na ta istu stranu sa amplitida kmitov zmensila o 6/10. Urcte
konStantu Utlmu auhlova frekvenciu netlmenych kmitov, ktoré by prebiehali pri
rovnakych podmienkach.

[1,83;12,7s]

Dva jednosmerné kmitavé harmonické pohyby s rovnakou frekvenciou a amplitidami
A= 0,05 m, 4, = 0,06 m sa skladaju do vysledného harmonického pohybu o amplitide
A, = 0,08 m. Urcte fazovy posun ¢ skladajucich sa pohybov.

[87° 02']

Pruzina sa prediZi zavazim s tiazou 0,2 N o 4 cm. Aké zavaZie je potrebné, aby pri
kmitani s amplitidou 15 cm prechadzalo rovnovaznou polohou rychlostou 1 m/s?
[1,125 kg]

N4gjdite v Case ¢ ng rychlost’ a zrychlenie harmonického pohybu, ktory popisuje

rovnica y = Asinwt .

[0; Aw®]

Aké je frekvencia netlmeného pohybu hmotného bodu s hmotnostou 2 g, ak je
amplitida pohybu 10 cm a celkové energia 1 J?

[50,33 5]

Zavazie s hmotnostou m = 15 g zavesené na pruzine vykondva kmitavy pohyb dany

rovnicou y = Asin[%zt+§j, kde 4 = 1 m. Uréte maximalnu silu, ktora pdsobi na

teleso a celkovu energiu kmitajiceho zévazia.
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[0,0533 N; 0,027 J]

11. Pruzina, na ktorej je zavesené teleso s hmotnostou 1500 g, vykonava vplyvom sily
1,96 N harmonicky pohyb s amplitidou 3 cm. Akt dizku by muselo mat’ matematické
kyvadlo, aby kmitalo s rovnakou periédou?

[0,226 m]

12. Aké je peridda harmonického pohybu telesa s hmotnostou 10 g, ak nan pdsobi sila
0,05 N pri vychylke 3 cm?

[0,48 s]

13. Pociatocna amplitida tlmeného kmitavého pohybu kyvadla je ug =4 cm. Za ¢as ¢, = 10
s sa zmens$i na hodnotu u; = 1 cm. Za aky ¢as bude jej hodnota u; = 0,4 cm?

[16,61 s]

14. Tri po sebe nasledujuce vychylky ru¢i¢ky galvanometra boli u;= 20 d, u, = 5,6 d, uz =
12,8 d. Predpokladame, Ze ruci¢ka vykonava tlmené kmity. Urcte dielik ug, ktory
zodpovedd rovnovaznej polohe rucicky.

[1,04]

15. Dva kmitavé pohyby s rovnakymi amplitidami a periodami 77 = 3 s, 7> = 3,1 s sa
skladaju do vysledného pohybu. Ngjdite periodu vysledného kmitavého pohybu a
periddu razov.

[3,05 s; 93 s]

16. Homogénny koti¢ s polomerom 30 cm sa kyva okolo osi, ktora prechadza jeho
okrajom a je kolma na rovinu kotu¢a. Uréte dobu kyvu a redukovanu dizku tohto
kyvadla.

[0,673 s; 0,45 m]

VLNENIE

Vlnenie je Sirenie rozruchu hmotnym prostredim alebo fyzikalny periodicky dej, v ktorom
sa kazdému bodu spojitého prostredia jednoznacne priradi zmena skiimanej veliiny ako
funkcia Casu.

Rychlost’ v Sirenia vinenia (fazova rychlost))

_a)/i_g

_ =9t
v=/, 2k

£ je frekvencia udavajuca pocet period za jednotku &asu, A je vlnovéa dizka, ktora udava

vzdialenost’ dvoch susednych miest, kde prebieha rovnaky proces, k = 277[ je vlnové ¢islo,

resp. vektor k , ktory urCuje smer Sirenia viny.
Jednorozmerna vlnova rovnica (y je okamzita vychylka a v je rychlost’ Sirenia vinenia)

o’y  ,0%
=V
ot’ Ox?*

Grupova rychlost’ vlnenia v, charakterizuje rychlost’ Sirenia amplitady vin a rychlost
prenosu energie vinenim
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_do
& dk

\%

Rovnica vlny, ktora sa §iri v smere osi x (fazovy posun ¢ =0)
r X X
= Asin2rn| ——— |=Asin2zx| ft ——
g (T zj (f zj

Rychlost’ v §irenia pozdiznej viny v pevnych latkach (M je modul pruznosti latky a p je jej
hustota)

M
v=_[—
P

Rychlost’ v §irenia pozdiznej viny v kvapalinach a plynoch (K je koeficient stla¢itelnosti
latky, x je Poissonova konstanta a p je tlak plynu)

P \ p

Snelliov zakon - zdkon lomu (« je uhol dopadu vilnenia na rozhranie dvoch prostredi, S je
uhol lomu, v; a v, su rychlosti $irenia vinenia v oboch prostrediach)

sina v,

sinff v,

Rovnica stojatého vinenia
27mx
y=24 COSTCOS 2nft = A, cos2naft
Suradnica vzniku kmitne x; a uzla x,

x, =kZ, k=0,1,2,..

X, :(2k+1)%, k=0,1,2,.

Dopplerov jav vznikd, ked’ nastdva zmena frekvencie registrovanad pozorovatelom pri

relativnom pohybe zdroja vinenia voci pozorovatel'ovi.

1. Frekvencia f prijimand pozorovatel'om pri jeho pohybe rychlostou u ku (od) zdroja
vinenia s frekvenciou fy, v je rychlost’ vinenia (zvuku)

v+u V—u
f:fo

14 \%

f:fb
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2. Frekvencia fprijimand pozorovatel'om pri pohybe zdroja vinenia (zvuku) rychlostou w
a s frekvenciou f) ku(od) pozorovatela, v je fazova rychlost’ vlnenia (zvuku)

v 14

f:fo

vV—w v+w

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Overte, ze vSeobecna ~ rovnica  postupnej viny dand  rovnicou
. t x . ot . .. 0’y  ,0%
=y, sin 27| — —— |vyhovuje diferencialnej vlnovej rovnici ——=v~ —=-.
y yO (T /1) Vy J J J atz axz
Riesenie:

Ur¢ime druhé parcidlne derivacie funkcie y podl'a ¢ a podla x

0%y 4r’ . t x
e )|
0%y 4’ ) t X
srn 5|

Vynasobenim prvej rovnice 7° a druhej rovnice (-4%) dostaneme

ot* )
oy 2 5 . (t xj

A=y 4 sin2x| ———
6x2( )= rodnsi 777

N , . . . . , A
S¢itanim rovnic dostaneme diferencialnu vlnovu rovnicu, lebo plati v = T

O’y Oy X _dy
orr  ox* T o’

Priklad 2:
Fazova rychlost’ vinenia s vinovou dizkou A $iriaceho sa po vodnej hladine je dana

vztahom v, = ‘/ g%, kde g = 9,81 m-s™. Ukézte, Ze grupova rychlost’ vlny je rovna

polovi¢nej hodnote fizovej rychlosti. Dalej vypoéitajte fazovii a grupova rychlost
vInenia s vlnovou dizkou 4= 1000 m.

RieSenie:
Féazova rychlost’ vinenia je definovand vzt'ahom
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o
Vit

2r . s , o, > Ay (o

kde k = = je vlnové ¢islo. Potom vztah pre fazovu rychlost’ mézeme prepisat

V, ==
/ k

a uhlovt rychlost’ vyjadrime

a):vfk:\/g

Grupovu rychlost’ vinenia uréime z definicie

_do _1]g 1

Vv, =— =—v
¢ gk 2\k 27

Pre vinenie s vinovou dizkou 4= 1000 m bude fazova a grupova rychlost’

v, = /9,81.1000 ~395 m.s"
: 27

v, = %39,5 =19,7 m-s™

Priklad 3:
Uréte frekvenciu zakladného tonu a prvych troch harmonickych ténov pistaly s dizkou
[=1,2 m, ak je pistala
a) na oboch koncoch otvorena,
b) na jednom konci uzavreta.

RieSenie:

1. 'V pistale na oboch koncoch otvorenej vznikne stojaté vlnenie, pri ktorom na oboch
koncoch pistaly vznikni kmitne a pre dovolené hodnoty frekvencie plati

f= n% n=1273,..

Pre frekvenciu zékladného ténu (n = 1, v = 340m/s je rychlost zvuku vo vzduchu)
dostaneme

=2 3% 46 Hy
20 2.12

Pre vyssie harmonické tony (n = 2,3,4) plati
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f, = n% = 2.% =2833 Hz f,=4252 Hz f, =5664 Hz

2. 'V pistale na jednom konci uzavretej vznikne stojaté vlnenie, pri ktorom na uzavretom
konci vznikne uzol a na otvorenom konci kmitiia. Dovolené hodnoty frekvencie st

)
=(2n-1)2~ =1.23....
f (n )41 n =9~

Pre frekvenciu zdkladného ténu (n = 1) a pre vyssie harmonické (n = 2,3,4) dostaneme

fi :%:%:70,8 Hz f,=2125 Hz f,=3542 Hz f, =4958 Hz

L]

Priklad 4:
Akou rychlostou sa musi pohybovat pozorovatel' od jednej ladicky k druhej, aby
pocul razy s frekvenciou f; = 2 Hz, ked’ ladi¢ky maju frekvenciu f, = 435 Hz?

RieSenie:

Pri pohybe pozorovatela medzi dvoma ladi¢kami sa pozorovatel' vzdy od jednej ladicky
vzd’aluje a k druhej sa priblizuje. Vznikd Dopplerov jav, pri ktorom prijimané frekvencie
pozorovatel'om pri jeho pohybe vyjadrime

. v+u

fi= /o (priblizovanie)
v
v—u

fo= f, (vzdalovanie)
v

Rozdiel tychto frekvencii urcuje frekvenciu razov

R R e RV

1%

Potom pre rychlost’ pohybu pozorovatel'a medzi dvoma ladickami plati

yoJry 2340 e
2f, 2.435
ULOHY

1. Uréte vzdialenost dvoch susednych uzlov stojattho vlnenia, ktor¢ vzniklo
interferenciou dvoch vin s periédou 2,1.107 s a fazovou rychlostou vinenia 1425 ms.
[1,5 m]

2. Akou rychlostou sa pohybuje zdroj zvuku ku pozorovatelovi, ak pocuje tén s
frekvenciou 522 Hz? Zdroj zvuku vysiela ton s frekvenciou 500 Hz a fazova rychlost’
zvuku vo vzduchu je 340 m/s.
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10.

11.

12.

[14,33 m]

Akou rychlost'ou sa pohybuje pozorovatel’ ku zdroju zvuku, ktory sa k pozorovatel'ovi
priblizuje rychlostou 5 m/s a pocuje ton s frekvenciou 522 Hz? Zdroj zvuku vysiela ton
s frekvenciou 500 Hz.

[9,74 m-s']

Postupna vlna sa $iri idedlnym hmotnym prostredim rychlost'ou 3 km/s tak, Ze v mieste
rozruchu mé hmotny bod amplitudu vychylky 2 cm pri frekvencii 30 Hz. Urcte rovnicu
pre tito vlnu ako funkciu y = f(x,), vinova dizku a periédu.

|
=210 sin 27| 30t ——— |:10* m; —s
Ly o ( 102j 30]

. Vypocitajte, pod akym najvacSsim uhlom moéze dopadat’ zvukova vlna na rozhranie

vzduchu a vody, aby este vnikla do vody, ak rychlost’ zvuku vo vode 1450 m/s a
rychlost’ zvuku vo vzduchu 340 m/s.

[13°33']

Rychlost’ zvuku v kysliku je za normalnych podmienok 317,2 m/s. Vypocitajte, aky je
pomer Specifickych tepelnych kapacit cp/cy, kyslika, ked’ jeho hustota je 1,428 kg/m’.
[1,42]

V ty&i z materialu, ktorého hustota je 8,6.10° kg/m?, sa §iri pozdiZne vinenie v smere jej
dizky rychlostou 3400 m/s. Uréte modul pruznosti v tahu pre materil, z ktorého je ty&
zhotovena.

[9,04.10"° N-m™]

Uréte vlnovii dizku stojatého vlnenia na strune dizky 30 cm, ktorej frekvencia
zakladného tonu je 435 Hz, a vypocitajte frekvenciu d’alSich troch tonov, ktoré struna
mdze vydavat.

[0,6m; 870 Hz; 1305 Hz; 1740 Hz]

Stojaté vinenie, ktoré vznikd na strune, je popisané rovnicou y =0,5 cos%sin 407 ,

kde x, y je vyjadrené v centimetroch, ¢ v sekundach. Vypocitajte:

a)amplitidu a rychlost postupnych vin, zloZzenim ktorych vznika stojaté vinenie na
strune,

b) vzdialenost’ medzi uzlami vlnenia na strune,

, )y s : 3 9
c) rychlost’ Castice struny v mieste x =3 cm v Case ¢ = 3 S.

[0,25 cm; 120 cm/s; 3 cm; 62,83 cm/s]

Bod, ktory je vo vzdialenosti 4 ¢cm od zdroja vlnenia, méa v ¢ase T/6 okamzita hodnotu
vychylky rovnt polovici amplitidy. Vinenie je popisané rovnicou y = Acos(wt — kx) .
Aka je vinova dizka viny?

[48 cm]

Ur¢te amplitidu A4 a fazovy posun ¢ harmonickej viny y = A4 cos(a)t —kx + (p), ak

v Case t = 0 je okamzitd vychylka bodu vo vzdialenosti x, =0 od zdroja y, =10 mm,
bodu vo vzdialenosti x, =4/6 od zdroja y, =20mm abodu vo vzdialenosti
x; =54/12 od zdroja y, =0.

[2.10° m; 57/6]

Vypocitajte rozdiel faz dvoch kmitajucich bodov, ktoré st vo vzdialenostiach 10 m a
16 m od zdroja kmitov s periddou 0,04 s. Fazova rychlost vinenia je 300 m-s™.

[7]
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ELEKTROMAGNETICKE VLNENIE

Maxwellove rovnice

rotf = e 2F rotE:—,ua—H
ot ot

adivE =0 udivH =0

Vztah medzi elektrickou indukciou D a intenzitou elektrického pola E v nevodivom
izotropnom prostredi (&=¢g,e, je permitivita prostredia, &, permitivita vakua, &,

relativna permitivita)

—

D=c¢E

Vztah medzi magnetickou indukciou B a intenzitou magnetického pol'a H v nevodivom
izotropnom prostredi (g = p,p, permeabilita prostredia, g, permeabilita vakua, g,

relativna permeabilita)

B =uH
VlInové rovnice pre vektor intenzity elektrického pol'a E a vektor intenzity magnetického
pola H

1 (6’E 0E &°E) 1 .- &

ol A2 2 r |= AR =

gu\ ox oy oz &l o

A(oH o'H *H)_ 1,5  0H

i\ o o o ) e are

Rychlost’ Sirenia v elektromagnetického vinenia

1 1

Vv = =

Ve \Jee mom,

Rychlost’ §irenia elektromagnetického vilnenia vo vakuu (g, =1, u, =1)

1

poe=—t - =3.10"ms™
Jeokty  /8,859.102.47.107

V nevodivych prostrediach (dielektrikach) plati 4 =1, &>1, o = 0. Potom

1 c
Vv = =

VE 0y \/Z '
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Transverzalnost’ elektromagnetického vlnenia - vektory £, H st kolmé na smer Sirenia
vlnenia. V homogénnom izotropnom a nevodivom prostredi tvoria spolu s jednotkovym

vektorom i urcujicim smer Sirenia vlnenia v poradi (i ,E,H ) pravotociva sustavu a plati

_ixE \/Eﬁzfle
7,

Poyntingov vektor P wurCuje energiu prenaSani elektromagnetickym vlnenim
jednotkovym prierezom za jednotku casu

.
1

< H
5= (E-D+1-5)

~
Il
oS!

i
Il
S

i

Jon

w je hustota energie elektromagnetického pol'a, v je rychlost’ Sirenia elektromagnetického
vinenia.
Intenzita vlnenia / je strednd hodnota vel'kosti Poyntingovho vektora

1=<\13\>=%I\13\ dtz%i‘(ﬁxfl}dt

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Vektor intenzity elektrického pola rovinnej elektromagnetickej viny Siriacej sa vo

vakuu je dany rovnicouF = E, cos(a)t—ki 17)] Predpokladajte, ze hodnotu
amplitudy E, a vinového vektora lgﬂ poznate. Uréte vektor intenzity magnetického

pola H ako funkciu asu v bode s polohovym vektorom 7 = xi .
Rieste pre hodnoty £y = 160 mV-m’ ,k;=0,51 m'l, x=10m.

RieSenie:

Vzajomna kolmost’ vektorov intenzity elektrického pola E a magnetickej indukcie B
a ich kolmost’ na smer Sirenia viny vyplyva z Maxwellovych rovnic. Plati

Plati B = ,uOFI a rychlost’ Sirenia elektromagnetickej viny vo vakuu ¢ =

H = /&fxE: /&EO cos(a)t—xlgﬂ -f)fx]
Hy Hy
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¢ xr , A fx s w ,
Po dosadeni ¢iselnych hodndt s uvaZzenim vztahu ¢ = — plati
A

-12
H= /ﬂ_o,ldcos(o,ﬁ.&logt— 0,51.10) A-m’
47.10

H()=0,425-cos(1,53-10°4 =5,1) 7 x

Priklad 2:
Rovinna elektromagneticka vlna, ktord sa §iri vo vakuu v kladnom smere osi x,
v danom mieste je uréena rovnicami E = (E, cosot)j a H = (H, cosat )k .
a) Vyjadrite Poyntingov vektor a urcte jeho smer.

b) Vypocitajte strednti hodnotu Poyntingovho vektora za ¢as jednej periody v pripade,
7e Eg=100 V-m™" a Hy=0,39 A-m™.

RieSenie:
a) Poyntingov vektor je definovany vztahom

P=ExH

Po dosadeni

P=(E,cost)j x(H,coswt)k = (EOH0 cos’ cot)f

Smer vektora P je totozny so smerom §irenia elektromagnetickej viny.
b) Okamzitd hodnota Poyntingovho vektora sa v elektromagnetickej vine s ¢asom meni
a jej strednt hodnotu ur¢ime

— T — —
<‘P‘> - % ! |E x Har

T
(P)= leOHO cos’ ot =~ E,H, = +.100.039 =195 J-m™ 5"
Ty 2 2

Priklad 3:
Vodi¢om s kruhovym prierezom S = m* preteka elektricky prad, ktory sa s asom
meni. Vypocitajte vel'kost’ Poyntingovho vektora na povrchu vodica a urcte jeho smer.
I’l

2 b
onr

Dokazte, ze energia elektromagnetického pol'a te€ie do vodica s vykonom P’ =

ktory sa vo vodi¢i meni na teplo.

RieSenie:
Hustota elektrického pradu vo vodici je ur€end vztahom
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- I -
J=—2JO
r

kde jo je jednotkovy vektor v smere osi vodi¢a. Podla Ohmovho zékona J =oE (o je
konduktivita) je intenzita elektrického pol'a vo vodici a na jeho povrchu dané vzt'ahom

E=

Q |~
N~
I

2 JO
onr

Zo zakona celkového prudu

§§F1-di=1
!

vypocitame intenzitu magnetického pol’a tesne pri povrchu vodica, ak za integracnu cestu
zvolime kruznicu tesne obopinajicu vodi¢. Dostaneme

a-_—L%
27r
kde IEO je jednotkovy vektor kolmy na os vodica.

Poyntingov vektor urCujici mnozstvo energie prenasanej elektromagnetickou vinou za
jednotku Casu jednotkovou plochou vyjadrime vztahom

oL I - I - I’ (= =
P:EXH:(O-WZ JOJX(zkaJZW(JOXkO)

Poyntingov vektor smeruje z povrchu vodic¢a do jeho vnutra, takze tok elektromagnetickej
energie za jednotku casu useku dlzky / s plochou plasta S =2/ je dany

2 2
P'=P27zrl=21—32727’l= Il
2ror orr

Z vysledku vyplyva, Ze sa rovna vznikajucemu teplu za jednotku ¢asu vo vodici.

ULOHY

1. V homogénnom a izotropnom prostredi s & = 3 a x = 1 sa §iri rovinna

elektromagneticka vlna. Amplitada intenzity elektrického pol'a Ey = 10 V-m™. Uréte
amplitudu intenzity magnetického pol'a Hj a fazovu rychlost’ elektromagnetickej viny.
[0,046 A-m™; 1,73.10° m-s™']

2. Vo vékuu sa S§iri rovinnd elektromagnetickd vlna. Amplitida vektora intenzity
magnetického pol’a je 0,05 A-m™. Uréte amplitadu vektora intenzity elektrického pora.
[18,8 V-m™]
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10.

11

V urcitom prostredi sa $iri elektromagneticka vina s uhlovou rychlostou @. Relativna
permitivita prostredia je &, = 2 arelativna permeabilita g = 1. Urcte Poyntingov
vektor v bode, kde vektor intenzity elektrického pol'a sa meni podla vztahu
E= 10cos(a)t + (p)/g .

[P =0,38cos’ (a)t + (p)] W-m™]

Radarovy vysiela¢ vysiela rovnomerny zvédzok energie. Priestorovy uhol kuzel'ového
zvizku je 0,01 sr. Maximdlna intenzita elektrického pol'a vo vzdialenosti 1 km od
vysielaca je 10 V/m. Akd je maximalna intenzita magnetického pol'a a vykon zvizku

elektromagnetického vinenia?
[2,65.107 A/m; 2,65.10° W ]

. Vypocitajte amplitady vektorov EaH elektromagnetického pol'a slne¢ného ziarenia

na povrchu Zeme, ak hustota toku energie ziarenia je 1327 W/m®. Atmosféru povazujte
za homogénne izotropné dielektrikums € =¢,, ¢ =y, .

[10° V-m™; 2,6 Am™]

Intenzita elektrického pola elektromagnetickej vlny je dand vztahom
E(x,t)=10’ sin[;r(9 102 -3- 106x)] V-m'. Uréte amplitadu, frekvenciu, rychlost,
vinova dizku, periodu a vel'kost’ vinového vektora.

[10° V-m™; 4,5.10" Hz; 3.10° m-s™; 0,66.107 m, 0,22.10"* s; 1,43.10° m™']

Vypocitajte amplitidy intenzit elektrického a magnetického pola elektromagnetického
vilnenia Siriaceho sa vo vzduchu, ktoré v danom mieste moézeme popisat rovnicami
E= iE,cosat , H=jH ,cosat, vo vzdialenosti 100 km od vysielaca. Stredny
vyziareny vykon vysielaca je 100 kW.

[2,45.107 V/m; 6,5.10”° A/m]

Zlozky vektora elektrickej intenzity rovinnej elektromagnetickej viny Siriacej sa vo

vakuu st dané rovnicami E, =0, E, =0, E , =05 cos{27r.108(t—£ﬂ. Uréte vlnova
c

dizku vlny, vyjadrite vektor magnetickej indukcie vlny a vypogitajte strednti hodnotu

energie prendsanej vlnou za jednotku ¢asu jednotkovou plochou.
[3 m; 1,6.107° cos[2ﬁ.108(t —fﬂ/E :3,32.10" Jm™>s]
c

Elektromagneticka vina ma frekvenciu 4.10'* Hz a vlnova dizku 5.107 m. Aka je
rychlost’ Sirenia tejto viny? Aka je permitivita prostredia, v ktorom sa vina S§iri a jeho
index lomu? Aka je vlnovd dlzka tejto vlny vo vakuu? Permeabilita prostredia je

1=ty =47.10"7 H/m.

[2.10° m/s; 1,99.10™"" F/m; 1,5; 7,5.107 m]

Dokazte, ze vlna E =E, cos(wt—kx+¢,)+ E, sin(wt —kx+¢,) vyhovuje vlnovej
rovnici.

. Rovinna vlna popisand rovnicou E = E(¢) cos(2zvt — kx) ma od Casu zavisla amplitidu

E, =a(l+cos2nvt), kde a = konst., v,v' st prislusné frekvencie. Dokazte, ze takato

vlna vznikd superpoziciou niekol’kych monochromatickych vin, anajdite ich
frekvencie.
[vivi—viv i+v]
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GEOMETRICKA OPTIKA

Geometricka optika sa zaoberd zobrazovanim predmetov. Opiera sa o pojem svetelného
luca, pricom netreba prihliadat’ na vinova podstatu svetla. V homogénnom a izotropnom
prostredi su svetelné luce priamky.

Absolitny index lomu prostredia N (¢ je rychlost’ svetla vo vakuu a v je rychlost’ svetla
v prostredi)

N=5<
.

Zakon odrazu — uhol dopadu o sa rovna uhlu odrazu o' a zostava v rovine dopadu

!

a=a
Zakon lomu -« je uhol dopadu, £ je uhol lomu

sina v, N,
= — = ]121 =

sinf v, N,

v,,v, st rychlosti Sirenia svetelnych lu¢ov v prvom a druhom prostredi, n,, je relativny
index lomu prostredi, N,, N, su absolutne indexy lomu prostredi.
Gulové zrkadlo - zobrazovacia rovnica vo vrcholovych suradniciach

1
a b r f
a je vzdialenost’ predmetu k vrcholu zrkadla, b je vzdialenost’ obrazu k vrcholu zrkadla,
je polomer krivosti zrkadla, f je ohniskova vzdialenost’ zrkadla (vzdialenost’ ohniska F
k vrcholu zrkadla). Pre duté zrkadlo plati » > 0 a pre vypuklé zrkadlo » < 0.
Zobrazovacia rovnica gul'ového zrkadla v ohniskovych stradniciach
xxr — f2
x je vzdialenost’ predmetu k ohnisku F a x' je vzdialenost’ obrazu k ohnisku F’. Plati

a=x+f b=x"+f

Prie¢ne zvidSenie m, kde y je velkost predmetua y' je velkost’ obrazu
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Tenka SoSovka - zobrazovacie rovnice vo vrcholovych a ohniskovych suradniciach

1 1 1
Y — =

a b f
xxr — f2
Opticka mohutnost’ M

M=—
f

Spojna SoSovka: f >0 , M >0, rozptylna SoSovka: f <0 , M <0
Priecne zvicSenie m SoSoviek

y_  f _ b-f_ b X

y  a-f f a4 f

Uhlové zvicSenie Z optickej ststavy (u je zorny uhol, pod ktorym vidime predmet
optickou sustavou, u, je zorny uhol, pod ktorym vidime predmet voI'nym okom)

u
7=
U

ZvicSenie Z lupy (/ je konvencna zrakova vzdialenost, fje ohniskova vzdialenost’ lupy)

Z = % (oko akomodované na nekonec¢no)
Z = % +1 (oko akomodované na konvenénu zrakovu vzdialenost))

ZvicSenie Z mikroskopu a d’alekohPadu (hvezdarsky d’alekohl’ad) v absolutnej hodnote

Al
mikroskop: Z=—+=277,
N

d’alekohl’ad: Z = A

2

A je opticky interval sustavy, f, je ohniskova vzdialenost’ objektivu, f, je ohniskova
vzdialenost’ okuldru, Z, je zvdcSenie objektivu a Z, je zvdcSenie okularu.
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RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Predmet velkosti y = 2 cm sa nachiddza pred dutym gulovym zrkadlom vo
vzdialenosti @ = 8 cm. Urcte polohu obrazu a priecCne zvicsenie, ak polomer krivosti
zrkadla » =6 cm.

RieSenie:
Zo zobrazovacej rovnice vo vrcholovych suradniciach pre gul'ové zrkadlo

uréime vzdialenost’ obrazu od vrcholu zrkadla b

ar 8.6
2a—r 2.8-6

b= =48 cm

Pre prie¢ne zvicSenie plati

Z vysledkov vidime, Ze obraz je skutocny (b>0), prevrateny (Z<0) a zmenseny (Z<1).
Vypocet mozeme urobit’ aj s pouzitim zobrazovacej rovnice v ohniskovych suradniciach

xxr — fZ

kde x je poloha predmetu vzh'adom na predmetové ohnisko, x” je poloha obrazu vzhI'adom
na obrazové ohnisko.
Pritom plati

r 6
x=a—-f=a—-——=8——=5 cm
f 2 2

Polohu obrazu uréime zo vzt'ahu

fZ 32

X :—:—:2:1,8 cm
5

Obraz je skuto¢ny (x” > 0), prevrateny (m < 0) a zmenSeny (m < 1).
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Priklad 2:
Zdroj svetla je v konstantnej vzdialenosti L od tienidla. Vypocitajte do akej
vzdialenosti a od zdroja musime umiestnit’ spojku s ohniskovou vzdialenost'ou £, aby
sa na tienidle vytvoril redlny obraz zdroja.

RieSenie:
Pre SoSovky plati zobrazovacia rovnica vo vrcholovych suradniciach preb =L —a

1 1

1
a L-a f
Upravou dostaneme kvadratick( rovnicu a® — La + fL = 0, ktorej korene st

Ly’ -ALf

a =
1,2
2

Ak L* > 4Lf, existuju dve realne polohy obrazu zdroja.
Ak L? = 4Lf, potom existuje jedna realna poloha obrazu a = L/2.
Ak L? < 4Lf, neexistuje ani jedna realna poloha obrazu zdroja.

Priklad 3:
Predmet je pozorovany lupou s ohniskovou vzdialenostou /= 100 mm. Urcte zviacSenie
lupy v pripadoch, ked’
a) obraz je vo vzdialenosti 250 mm od oka, ktoré je 10 mm od lupy (akomodované
oko),
b) predmet je v predmetovej ohniskovej rovine lupy (neakomodované oko).
Urcte teoreticktl hodnotu maximalneho zvacSenia lupy pri akomodovanom oku.

RieSenie:
a) V tomto pripade plati, Ze vzdialenost’ predmetu od lupy je a < f. ZvicSenie lupy je

A

A
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X' b, _l-d ,_025-001
57 / 0.1

+1=34

,_V_0b
y a

Opticka mohutnost’ lupy je

mM=2-1_10p
fool

b) V pripade neakomodovaného oka plati pri zobrazovani lupou, ze vzdialenost’ predmetu
od lupy a = f. Potom pre zvicsenie lupy plati

_ L m=02510=25

Z = tgu _
S

tgu,

~I<|~<

Najvécsiu teoretickl hodnotu zvac¢Senia pri pozorovani lupou v konvencnej zrakovej
vzdialenosti by sme dosiahli, keby mohlo oko splynut’ s lupou (d = 0). Potom

[

Z,==+1=02510+1=35
/

Priklad 4:
Ohniskova vzdialenost’ objektivu mikroskopu £ = 3 mm, okularu f = 3 cm, dizka
celého mikroskopu s = 16 cm. Urcte, do akej vzdialenosti pred objektiv musime
umiestnit’ predmet, aby oko mohlo obraz v mikroskope jasne pozorovat’ v konvencnej
zrakovej vzdialenosti / =25 cm.

RieSenie:

Objektiv vytvori obraz predmetu, ktory je pred nim vo vzdialenosti d a vo vzdialenosti b;
od objektivu. Podla zobrazovacej rovnice je splneny vztah
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111
d b f

Objektivom vytvoreny obraz, ktory je vo vzdialenosti a; = s — b; od okulara, zobrazi
okular tak, Ze ho oko prilozené tesne k okuldru vidi ostro v konvencnej zrakovej
vzdialenosti /. Tento obraz je virtudlny a od okulara je vo vzdialenosti b, = —/. Potom
zobrazovacia rovnica pre okuldr ma tvar

1 1 1

a, b, _fz

Po tprave a dosadeni do zobrazovacej rovnice dostaneme

b, =s—lf—2=13,32 cm
I+ £,

Pre hl'adanti vzdialenost’ predmetu od objektivu dostdvame vztah

bf,  1332.03

d: =
b—f, 1332-03

=1,307 cm

ULOHY

1. Dve rézne optické prostredia s indexami lomu 7, a n, su oddelené rovinnym rozhranim.
Urcte, ktorym smerom ma postupovat’ svetelny luc, aby z daného bodu A v prvom
prostredi dospel do bodu B v druhom prostredi v o najkratSom case.

sina_ n, ]

2. Na rovinné zrkadlo dopada zo svetelného zdroja kolmo svetelny Iuc tak, ze po odraze
vytvori na tienidle, ktoré je vzdialené od zrkadla o 5 m a je rovnobezné so zrkadlom,
svetelnu stopu. Zrkadlo uvedieme do rovnomerného otacavého pohybu okolo zvislej
osi tak, Ze za kazdu sekundu vykona 10 otacok. Vypocitajte, akou rychlostou sa bude
pohybovat’ svetelna stopa na tienidle a akd bude tato rychlost’ v tom mieste tienidla,
ktoré je k zrkadlu najblizsie?

[ved—22 . 628 mis]

cos’ 2amt

3. Sviecka stoji 60 cm pred dutym zrkadlom. Ked’ ju priblizime k zrkadlu o 10 cm, zvacsi
sa vzdialenost’ obrazu od zrkadla o 80 cm. Ak4 je ohniskova vzdialenost’ zrkadla?
[dve rieSenia 40 cm; 85,7 cm]

4. Bodovy predmet umiestneny na optickej osi spojnej SoSovky sa priblizuje k SoSovke
stalou rychlost'ou v;. Akou rychlost’ou sa bude pritom pohybovat jeho obraz?

sin - n,

[v, = __,Vl]
X

5. Lupa s ohniskovou vzdialenostou 5 cm vytvori obraz predmetu vo vzdialenosti 40 cm
od lupy. Aké zvicsenie lupa poskytuje, ked’ oko je od nej vo vzdialenosti 2 cm?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

[5,36]

Predmet sa zobrazi dutym zrkadlom s polomerom krivosti 60 cm. Akd je ohniskova

vzdialenost’ zrkadla a vzdialenost’ predmetu a obrazu od zrkadla, ak priecne zvécSenie

je rovné —3?

[30 cm; 40 cm; 120 cm]

Spojka vytvori m-krat vacsi skutocny obraz na tienidle. Vzdialenost obrazu od

predmetu je d. Vypocitajte ohniskovll vzdialenost’ spojky. Aka je optickd mohutnost’

pre pripad, ze d = 53 %cm am= —%?

[0,1 m; 10 D]

Vypuklé¢ zrkadlo mé polomer krivosti 16 cm. Predmet vysoky 2 cm stoji kolmo na

optickej osi vo vzdialenosti 12 cm od vrcholu zrkadla. Urcte polohu a vlastnosti

obrazu.

[-4,8 cm; zdanlivy, priamy, zmenSeny |

Valcova nadoba tUplne naplnend vodou ma vysSku 75 mm. Uprostred dna je maly

bodovy predmet. Uréte minimalny polomer kruhového disku plavajaceho na hladine,

ktory by zabranil tomu, aby bolo predmet na dne vidiet’. Index lomu vody je 1,33.

[8,6 cm]

Dalekohl'ad, ktory sa sklada z objektivu s ohniskovou vzdialenostou 250 mm a z

okuldru s ohniskovou vzdialenostou 25 mm, sa pouzije k pozorovaniu predmetu

vzdialeného 30 m od objektivu. Urcte zvédcSenie pristroja, ak obraz predmetu vidime

v nekonecne.

[10,08]

Urcte, aké okuliare potrebuje ¢lovek

a) kratkozraky so zrakovou vzdialenost'ou 15 cm,

b) dalekozraky so zrakovou vzdialenostou 30 cm, ked konvencna zrakova
vzdialenost’ 25 cm.

[f=-37.5cm; M= —2§D;f= I,Secm; M= %D]

Aké okuliare treba zvolit’ pre oko so zrakovou vzdialenost'ou 16 cm, aby mohlo ¢itat’

napis vo vzdialenosti 2,4 m?

[f=17,14 cm; M = 5,83D]

Urcte zvdcSenie lupy s =2 cm

a) pre normalne oko s konven¢nou zrakovou vzdialenostou 25 cm,

b) pre kratkozraké oko so zrakovou vzdialenostou 15 cm.

[12,5;7,5]

Aky vysoky je smrek, ktorého obraz vytvoreny fotografickym objektivom s

ohniskovou vzdialenostou 10,5 cm vo vzdialenosti 10,53 ¢cm od objektivu ma vysku

4,5 cm? V akej vzdialenosti je smrek od pristroja?

[15,75 m; 36,9 m]

Objektiv a okular mikroskopu tvoria centrovanu sustavu dvoch tenkych SoSoviek s

ohniskovymi vzdialenostami f; = 10 mm, f, = 50 mm. Vzdialenost’ objektivu a okulara

je d = 200 mm. Urcte zvacSenie mikroskopu a vzdialenost’ predmetu od objektivu v

pripade, ze pozorovanie sa deje neakomodovanym okom.

[70; 10,7 mm]

Vo vzdialenosti @ = 60 cm od rozptylky s optickou mohutnostou M = -3 D je predmet

vysoky y =7 cm. Kde vznikne jeho obraz a aké ma vlastnosti?

[-21,4 cm; m = 0,35; )" =2.,5 cm]
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VLNOVA OPTIKA

Vlnové optika skiima optické javy z hl'adiska vinového charakteru svetla.
Opticka draha 6 (s je geometricka draha svetla, N je absolutny index lomu)

0 =Ns
Interferencia svetla - podmienky vzniku interferenc¢nych maxim a minim (k=0, 1, 2, ....)
A=kA maximum

A =2k + 1)% minimum

A je rozdiel optickych drah svetla (vinenia), A je vlnova dizka vinenia, k je rad spektra
Interferencia svetla na tenkej vrstve (v odrazenom smere)

A =2d\N? —sinzai%:kﬁ maximum
A =2d\N? —sinzai%:(2k+l)g minimum

d je hrubka tenkej vrstvy, N je absolitny index lomu prostredia, & je uhol dopadu svetla
na rozhranie dvoch prostredi.
Interferencia svetla na tenkej vrstve (v prejdenom smere)

A=2d\N?*—sin*a =kA maximum
A=2d\N? —sin’ a = 2k + 1)% minimum

Interferencia z dvoch koherentnych zdrojov (Youngov pokus)

A= ? =kA maximum
xs A -
A= 7" (2k + 1)5 minimum

s je vzdialenost” dvoch $trbin, / je vzdialenost tienidla od $trbin, x je vzdialenost’ polohy
interferenéného maxima (minima) od roviny sumernosti oboch Strbin.
Difrakcia svetla (ohyb svetla) na jednej Strbine

A=bsina =kA minimum

A =bsina = (2k + 1)% maximum (priblizny vzt'ah)

b je §irka §trbiny, & je uhol ohybu, k=1, 2, 3,...je rad spektra a A je vinova diZka svetla.
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Difrakcia svetla na optickej mriezke

A=dsina =kA maximum

A=dsina =2k + 1)% minimum

d je mriezkova konstanta, ktord udava vzdialenost’ stredov susednych Strbin a rovna sa
prevratenej hodnote hustoty vrypov na Imm (k =1, 2, 3,...je rad spektra).
RozliSovacia schopnost’ S optickej mriezky

S=i=2Nk
AL

AA je rozdiel vlnovych dizok, ktorych interferenéné ohybové maxima mozeme este
rozlisit’, N je pocet Strbin a & je rad spektra.

Polarizacia svetla odrazom - odrazené svetlo (s oh'adom na vektor elektrickej intenzity)
je polarizované kolmo na rovinu dopadu.

Brewsterov zakon — urcuje podmienku uplnej polarizacie odrazom

tga =n,,

« je uhol dopadu a nazyva sa Brewsterov uhol, n,, = N, /N, je relativny index lomu.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Infrad’alekohl'ad je vybaveny optikou zo skla sindexom lomu 1,52. Pre zniZenie
odrazivosti sa pouziva antireflexné vrstva s indexom lomu 1,38. Aké& musi byt hriibka
vrstvy, aby Ziarenie s vlnovou dizkou A = 900 nm nebolo zoslabené? Predpokladame,
ze ziarenie dopada na vrstvu kolmo.

RieSenie:

Ak na rozhranie dvoch optickych prostredi sindexami lomu N; a N, dopada vlnenie
aodrazi sa od opticky hustejSicho prostredia (N,>N;), zmeni sa jeho fdza o 7, Co je
ekvivalentné optickej drahe A/2.

V nasom pripade plati podmienka maxima pre interferenciu na tenkej vrstve

Zd\/Nz—sinza—%:kxl k=0,1,2,...

Ak uvazime, ze pre kolmy dopad je uhol dopadu o =0 °, potom plati pre k=0

2arN=i
2
-9
d= A _900.10 =173,07.10° m
AN 4.13
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Priklad 2:
Dve vybrusené rovinné dosticky st poloZené na seba tak, ze na jednom konci sa okraje
dotykaju, kym na druhom konci vo vzdialenosti @ = 10 cm od miesta ich dotyku je
medzi ne vlozeny staniolovy listok s hrabkou # = 0,02 mm. Urcte vzdialenost” dvoch
susednych interferencnych maxim, ak na vrstvu dopadd monochromatické svetlo
s vinovou dizkou A =589 nm
a) kolmo,
b) pod uhlom dopadu o = 60°.

RieSenie:

dl dz

:

X1

A
\ 4

X2

A
A 4

Jedna sa interferenciu na tenkej vrstve, ktorej hrubka sa meni. V naSom pripade tenku
vrstvu tvori vrstva vzduchu medzi oboma rovinnymi dostickami. Keby vzduchova vrstva
bola dokonale planparalelnd, odrazala by svetlo najintenzivnejSie pri podmienke

2d\N? —sin” a = (2k + 1)%
Pre N=1 (vzduch) plati
2d cosa = (2k + l)g

Ak hrubka vrstvy v tych miestach, v ktorych sa vytvoria dva susedné svetlé interferencné
pasy, je d a d,, potom su splnené vztahy

2d, cosa = (2k + 1)%

2d, cosa = [2(k +1)+ 1]%

Z obrazku vyplyva, Ze d, = x,tgp a d, = x,tge , pricom tge = ﬁ
a

Pre vzdialenost’ dvoch susednych pasov vychadza z rovnic

A a

Xy, =X =(d2 _dl)COtg¢ = 2 cosa h

Po dosadeni ¢iselnych hodnot
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a) a=0

-9
DY — - 8910 147107 m
h2 0,002.10 2
b) a=60°
-9
X, —x, = A = 0l - 589.10 —=294.10"m
h 2.cos60 0,002.107" 2.cos 60
Priklad 3:

Na optickt mriezku, ktord ma na 1mm 100 vrypov, dopada kolmo rovnobezny zvizok
bieleho svetla. Pomocou spojky s ohniskovou vzdialenostou /= 30 cm, umiestnenou
tesne za mriezkou, sa vytvori na tienidle spektrum. Vypocitajte, v akej vzdialenosti od
seba na tienidle je
a) cCervend a fialova farba v spektre druhého radu,
b) koniec spektra prvého radu a zaliatok spektra druhého radu, ked vlnova dizka
éerveného svetla A = 760 nm a fialového svetla As = 400 nm.

RieSenie:

a) Ostry ohybovy jav sa vytvori v ohniskovej rovine SoSovky vo vzdialenosti / =30 cm od
mriezky. Pre uhol ohybu v podmienke maxima v spektre druhého raddu cervenej
a fialovej farby plati

sin e, =2j sina; =2%
Mriezkova konstanta d = 1/100 mm. Po dosadeni ¢iselnych hodnét dostaneme
o = 8°45° a op = 4°35’
Vzdialenost’ ¢ervenej, resp. fialovej farby od maxima nultého radu uré¢ime
x, =ltga, =46,2 mm x; =ltga, =24 mm

b) odchylku ¢ervenej farby v spektre prvého radu uréime z rovnice
A
sina, = j = a; =4°22

Pre vzdialenost’ ¢ervenej farby od maxima nultého radu dostaneme
x, =ltgar) =23-10°m

Zaciatok spektra druhého radu, ktory tvori fialovéa farba je vzdialeny od konca spektra
prvého radu Cervenej farby o
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Ax =xr—x¢ =24.10°-23.10°=1.10°m

Priklad 4:
Vypocitajte pod akym uhlom musi dopadnut’ svetelny 10¢ na rovinné rozhranie medzi
sklom a vodou, aby do skla odrazeny lu¢ bol uplne polarizovany. Index lomu vody je
1,33 a index lomu skla je 1,52.

RieSenie:

Ak na rozhranie dvoch prostredi sindexami lomu N, a N, dopadd svetelny 1a¢ pod
Brewsterovym uhlom e, ktory vyhovuje rovnici

tgar =N, /N,
odraza sa ako uplne polarizovany v rovine dopadu. Lomeny Iu¢ je ¢iastocne polarizovany
v rovine kolmej na rovinu dopadu a s odrazenym luom zviera uhol 90°.

V nasom pripade

tea =1,33/1,52

o = arctg L33 _ 41 °11
1,52

2

ULOHY

1. Aka je vinova dizka pouzitého svetla pri Youngovom pokuse, ked’ vzdialenost’ §trbin, z
ktorych vychéadzaju koherentné interferujuce luce, je 0,6 mm a ked’ interferencné pasy
na tienidle vzdialenom od Strbin 1 m st od seba vzdialené 1 mm?

[600 nm]

2. Dva velmi malé otvory clony od seba vzdialené 1 mm st umiestnené pred
monochromatickym zdrojom svetla s vinovou dizkou 500 nm. Ak4 je vzajomné poloha
tmavych interferen¢nych prazkov na tienidle vzdialenom 2,5 m od clony s otvormi?
[1,25 mm]

3. Mydlova rovinna blana ma pri pozorovani v odrazenom svetle jasne zelenu farbu.
Svetelné luce vstupujii do oka pod uhlom «a =35 ° meranym od normdly. Vypocitajte:
a) aka je hrubka blany,

b) aku farbu blany by sme pozorovali, ak by uhol = 0 °. Index lomu mydlovej blany
je 1,33 a vlnova dizka zeleného svetla je 500 nm.
[1,04.107 m; ZItozeleni]

4. Sklenena dosticka s hrabkou 0,3 pm a indexom lomu 1,52 je osvetlend rovnobeZnym
zvizkom lucov bieleho svetla, ktoré na dostitku dopada kolmo. Uréte vinova dizku
monochromatického svetla vo viditel'nej oblasti spektra, ktoré je v odrazenom svetle
najviac
a) zosilneng,

b) zoslabené.
[600 nm; 450 nm]

5. Tenké vrstva SiO; s indexom lomu 1,45 bola osvetlend zvdzkom svetla sodikovej

vybojky s vlnovou dizkou 589 nm pod uhlom dopadu «. Odrazené lu¢e su spojkou
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

sustredené na tienidle, ktoré lezi v ohniskovej rovine spojky.

a) Napiste podmienky pre interferenéné maximum a minimum,

b) Vypocitajte hrubku vrstvy SiO,, ked minimum nastalo pri uhle dopadu 37 ° a
nasledujuce pri 52,5 °,

¢) Vypocitajte, kol’ko polovin A /2 predstavuje rozdiel optickych drah svetelnych
lucov pri zadanych uhloch dopadu.

(A, =kA; A, =(2k+1)A/2;279 nm; 25;23]

Urcte mriezkovu konStantu optickej mriezky, ak vzdialenost’ maxima nultého a treticho

radu je 40 cm a mriezka bola osvetlena Eervenym svetlom s vlnovou dizkou 0,7 pm.

Vzdialenost’ tienidla od mriezky je 1,6 m.

[8,5.10° m]

Optickéd mriezka vytvara spektralnu Ciaru v spektre tretieho radu pod uhlom 10 ° 11’ pri

dopade svetla s vinovou dizkou 589 nm. Uréte vinovii dizku svetla, ktorému prislicha

v spektre druhého radu tej istej mriezky uhol 6 © 16'.

[545,2 nm]

Na opticki mriezku, ktora ma 500 vrypov na 1 mm, dopadd kolmo zvizok

rovnobeznych lucov bieleho svetla. Vypocitajte rozdiel medzi uhlovymi odchylkami

pre koniec prvého a zadiatok druhého spektra, ked’ vinova dizka krajného &erveného

svetla je 760 nm a vlnové dizka krajného fialového svetla 400 nm.

[75]

Ak na Strbinu dopadd kolmo rovnobezny zvdzok lacov modrého svetla s vlnovou

dizkou 450 nm, vytvara sa na tienidle stred druhého tmavého pasu pod uhlom 10 © 11’

meranym od normdly k rovine Strbiny. Pod akym uhlom vznikne stred Stvrtého

tmavého pésu, ak §trbinu osvetl'ujeme ¢ervenym svetlom s vinovou dizkou 700 nm?

[16°29']

Strbina so §irkou 0,57 nm je postavend pred tienidlo vo vzdialenosti 1,5 m aje

osvetlena zelenym svetlom. Uréte jeho vinova dizku, ak na tej istej strane od hlavného

maxima st stredy dvoch tmavych pasov vzdialené o 1,5 m.

[570 nm]

Dalekohl'ad mé4 priemer objektivu 20 mm a uhlové zviésenie 10. V akej vzdialenosti

od dalekohl'adu musia byt predné svetld bliziaceho sa auta, aby ich bolo mozné

rozliZit'? Vlnova dizka svetla je 550 nm a svetl4 na aute su od seba vzdialené 1,5 m.

[44 709 m]

Kolkokrat sa zvysi rozliSovacia schopnost mikroskopu pri pozorovani obrazu v

ultrafialovom svetle s vlnovou diZkou 270 nm v porovnani s pozorovanim v zelenom

svetle?

[priblizne 2-krat]

Sklenena dosti¢ka bola pouzita ako polarizator. Pod akym uhlom dopadé svetlo a aky

je uhol lomu? Index lomu skla je 1,5.

[56 °20'; 33 © 40']

Na planparalelnu sklenenu dosticku dopada ¢ zo vzduchu pod takym uhlom, ze do

vzduchu odrazeny 1G¢ je Uplne polarizovany. Dokézte, Ze je celkom polarizovany aj

lu¢, ktory sa po lome v dosticke na spodnom rovinnom rozhrani odréza do skla.

n

min

[tgf =cotga =L=
tga n,

Na dostic¢ku z flintového skla dopadé svetlo pod uhlom = 56 ° 12" a odrdza sa Gplne

polarizované. Urcte index lomu skla.
[1,494]
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RELATIVISTICKA FYZIKA

Lorentzove transformacie

L x"+vt' yy L .
1—\/2/02 1—"2/02

Vsetky Ciarkované veliCiny su k inercialnej ststave S, ktora sa voci ststave S pohybuje
konstantnou rychlostou v vsmere osix=x". Ak v/c — 0, Lorentzove transformacie
prechadzaju na Galileove transformécie a pokial’ v > ¢, straca transformécia zmysel.

Relativitické skladanie rychlosti — teleso sa pohybuje v ststave S rychlostou
u=(u,,u,u,),pozorovatel v sustave S', ktora sa voci S pohybuje rychlostou v, registruje

rychlost telesa u' = (u_,u’,,u_)

’ 2 2 '
u +v u,1-v /e ul[1-v?/c?
= v "y v = v
' ' '
1+—2ux 1+72ux 1+—2ux
C C C

Kontrakcia diZky - v suradnicovom systéme, vzhladom ku ktorému sa ty¢ pohybuje
rychlostou v, bude dlzka tyce kratsia

[=1,41-v*/c?

Dilaticia ¢asu - Casovy interval deja v pohybujucej sa sustave je pre pozorovatela,
vzhl'adom ku ktorému sa sustava pohybuje, dlhsi

At

At = ———
1—\/2/02

Relativisticka hmotnost’ m je hmotnost’ Castice urcend v systéme, vzhl'adom ku ktorému
sa Castica pohybuje rychlostou v porovnatelnou s rychlostou svetla vo vakuu ¢ (my je
kl'udova hmotnost’ Castice)

mg

m=———
1-v?/c?

Pohybova rovnica ( p je vektor relativistickej hybnosti)

Fodl_mv_|_dp
dt| J1-v?/c? dt
- myv
p:
l—vz/c2
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Ekvivalencia relativistickej hmotnosti a energie
E=mc’ = E, + AE = m,c’ + Amc’

E je celkova energia cCastice, m je relativistickd hmotnost, E; je kludovd energia
zodpovedajuca kl'udovej hmotnosti m, Castice a AE je prirastok energie zodpovedajuci
prirastku hmotnosti Am Castice.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Intenzita elektrického pola urychlujuceho elektron ma hodnotu E = 10° V/m.
Vypocitajte zrychlenie elektronu a jeho kineticka energiu v ¢ase, ked’ mal rychlost’ v =
10° my/s.

RieSenie:
. d
Plati pohybova rovnica v tvare F' = Z (mv).

Uvézime, ze hmotnost” pohybujuceho sa elektronu m = m, je funkciou jeho rychlosti

m
m, = .

’ (l—vz/cz)%

Po prislusnych matematickych upravach je relativistické vyjadrenie sily posobiacej na
Casticu

m, dv

) (l—vz/cz)% E
dv :F(l—vz/cz)%

=a
dt m,

F

Castica sa pohybuje v elektrickom poli pdsobenim jeho sily F = eE . Potom pre zrychlenie
elektronu plati

_eE(I=v/e?)? 16.10™.10° {1_ 10°)°

%
a= =1,473.10"m-s*
m, 9,1.107 (3.108)2}

Kineticku energiu urychleného elektronu vypocitame zo vztahu
_ 2 2
E=m,c" =myc” +E,

a pouzitim vzt'ahu zavislosti hmotnosti od rychlosti dostaneme
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) 1
(1_‘)2/02)%

Urychleny elektrén bude mat’ v uvazovanom case kinetickl energiu

E, =myc -1

1

——1[=4,97.10"J =31 keV
(1-(10/3.10%)?) >

E, =91.107(3.10°f

Priklad 2:
Vo vrchnych vrstvach atmosféry vznika nestabilnad Castica p-mezén pohybujuca sa
rychlostou v = 0,99¢, kde ¢ = 3.10° m/s je rychlost svetla. Pokial’ sa tato &astica
rozpadne na elektrén a dve neutrina, stihne preletiet’ k Zemi drdhu s = 5 km. Urcte
dobu zivota tejto Castice vzhladom na ststavu spojenu so Zemou a vzhladom na
sustavu spojenu s pohybujucou sa Casticou. Vypocitajte drahu, ktora preleti vzhl’'adom
na jej vlastnu sustavu.

RieSenie:
Z hladiska pozorovatel'a na Zemi je doba Zivota p-mezonu taka, Ze pocas nej prejde drahu
s rychlostou v. Plati

s 5.10°
v 099.3.10°

=1,67.10"s

Dobu zivota 7 vzhl'adom na sustavu spojenu s ¢asticou vypocitame zo vzt'ahu pre dilataciu
Casu

, 2
r:t(l—vz/cz)l/z=1,67.10‘{1—%:| ~0.23.107s
N

Draha s’, ktora Castica preleti vzh’'adom na stistavu s niou spojenou, bude dana vztahom
1/2
s'=1v :S(l—vz/cz)/ =0,7 km

Dilataciou ¢asu je teda mozné vysvetlit’ detekcie mezonov na zemskom povrchu.

Priklad 3:
V nepohyblivej vztaznej sustave S sa nachadza ty¢ sdizkou / = 1 m, ktord je
orientovana pod uhlom o = 45 ° k osi x. Uréte jej dizku /" a zodpovedajuci uhol o v
suradnicovej stistave S’, ktora sa pohybuje konstantnou rychlostou v = ¢/2 pozdiz osi
x vzhl'adom na sustavu S.

RieSenie:
Z Lorentzovych transformacii pre kontrakciu dlzky vyplyva
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1, =1 I' =1 J1-v?/c?

[_je priemet ty&e s dizkou / do osi x v sustave S a plati

5

[, =Isina =1/sin45° =172

V2

[ =lcosa=1[cos45°=]—
7 2

Z tohto vyplyva, ze [, =1,.

DiZka tyée I” vzhl'adom na stistavu S” je dana

N I R (T e T e (TS P Ry B YR
l':é\/zﬁZ—vz/cz :%\5,/2—% =%\/5\/Z=0,935 m

Prisluchajtici uhol " uréime ako

I Isina 1
tgo' ===+ = = =1,154
I L Isinay1-v?/c? 3/4
a'=49 ° 10’

ULOHY

1. V pohyblivej jednorozmernej inercidlnej sustave S° je ty¢ dlha 1 m. Pozorovatel v
kl'udovej inercialnej sustave S vidi ty¢ polovicnu. Urcte rychlost’ pohybu sustavy S”.
[2,6.10° m/s]

2. Pri akej relativnej rychlosti je skratenie dizky pohybujiiceho sa telesa 25 % pdvodnej
dizky ?

[1,98.10° km/s]

3. Dve castice sa pohybuju v smere osi x v inercidlnej ststave s rychlostou 0,99c.
Vzdialenost medzi Ccasticami v sustave S’ spojenej s Casticami je 120 m.
Predpokladajme, ze v urcitom ¢asovom okamziku sa obe Castice v sustave S’ sucasne
rozpadnu. Aky je ¢asovy interval medzi rozpadmi v sustave S?

[2,8.10° 5]

4. Uréte dizku drahy nestabilnej astice s vlastnou dobou Zivota 2,2.10-6 s, ktoru nameria
pozemsky pozorovatel. Doba Zivota Castice v jeho suradnicovej stistave je 3.10° s .
[6,1.10° m]

5. Pohybujiica sa Gastica mé v laboratérnych podmienkach strednt dobu Zivota 1,76.107 s

. A , . 2 v , .- o . .. ., .
a kineticku energiu 7 moc”. Urcte strednii dobu zivota Castice v kl'udovej inercidlne;
sustave.
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10.

11.

12.

13.

14.

15

16.

[ér =2,2.10%]
Kinetickd energia elektronu je 0,08 MeV. Vypocitajte, akou rychlostou sa elektron
pohybuje.
[1,56.10° m/s]
Uvazujme elementarnu Casticu, ktorej kinetickd energia sa rovna jej kl'udovej energii.
Aké musi byt rychlost’ Castice?
[2,6.10° m/s]
Kolkokrat je relativistickd hmotnost’ Castice, ktord sa pohybuje rychlostou 0,99c,
vécsia ako jej kI'udova hmotnost™?
[m/m, =7]
Teleso s kI'udovou hmotnostou my je v ¢ase t = 0 v kl'ude a za¢ne nan pdsobit’ stala
sila F za Cas t. Vyjadrite rychlost’ telesa ako funkciu ¢asu.

c
[v=—]
mgc
thz
Na osi x inercidlnej sastavy S vznikli v bodoch so stradnicami x; = 0, x, = 3.10° m
stcasne dve udalosti. Aky je ¢asovy interval medzi udalostami v ststave S’, ktord sa
pohybuje v kladnom smere osi x rychlost'ou 0,994c¢?
[9,09 s]
Energia deuteréonov urychlovanych synchrotronom je 200 MeV. Stanovte pomer
relativistickej hmotnosti m a kl'udovej hmotnosti m( pre deuterony a vypocitajte ich
rychlost’.
[m/m, =1,1066; 1,28.10° m/s]
Mezoény v kozmickom Ziareni sa pohybuju rychlostou 0,95¢. Aky casovy interval na
Zemi zodpoveda jednej sekunde vlastnej doby mezdénov?
[3,2 5]
Aka pracu je potrebné vykonat na zvédcSenie rychlosti Castice z 0,6c na 0,8¢?
Porovnajte vysledok s klasickou tedriou.
[0,42 moc?]
Elektron, resp. proton letia prostredim s indexom lomu n = 1,6. Akd musi byt ich
minimalna kinetickd energia, aby sa stali zdrojom Cerenkovovho Ziarenia?
Cerenkovovo Ziarenie vznika pri pohybe Castice rychlostou vi¢sou ako je rychlost
svetla v danom prostredi.
[2,295.10"* =143 keV; 4,21.10™"! T =263 MeV]

1+

.Raketa A sa pohybuje rychlostou 0,9¢ vzhl'adom na nepohyblivl sustavu S a predbieha

raketu B rychlostou 0,5¢. Aka je rychlost’ rakety B vzh'adom na nepohybliva sustavu
S?

[2,897.10% m/s]

Teleso sa pohybuje vsmere osi x = x' vzhladom k ststave S’ rychlostou 3c/4.

Rovnakou rychlostou sa pohybuje sustava S’ voci sustave S. Uréte rychlost’ telesa
vzhl'adom k ststave S.
[0,96c]
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KVANTOVA FYZIKA

KORP'USKUI:ARNE VLASTNOSTI ELEKTROMAGNE -
TICKYCH VLN

Foton je zadkladnym elementom elektromagnetického pola azaradujeme ho medzi
elementarne Castice, t.j. zakladné Castice, z ktorych pozostava nas svet.

Energia foténu & (4 =271 je Planckova konStanta, v frekvencia Ziarenia a @ uhlova
frekvencia)

e=hv=ho
Hybnost’ foténu p (k je vinovy vektor, c rychlost svetla, A =c/v vinova dizka Ziarenia)

p=hk pzfzh_":ﬁ
c c A

Fotoelektricky jav — Einsteinova rovnica

hv=A+%mev2 hv-v,)=eU,

A=hv, je vystupna praca fotokatédy, v, je charakteristickd frekvencia, Emev2 je

kineticka energia elektronov emitovanych z katody, m,,v,e je hmotnost, rychlost’
a elektricky naboj elektronu, U, je brzdné napitie.
Podmienka vzniku fotoelektrického javu

hv > A4 Vv,

Intenzita vyZarovania je podiel toku Ziarenia d@,, ktory vysiela plocha dS do celého
polpriestoru, a tejto plochy

_do,
©ds

Monochromaticka (spektralna) intenzita vyZarovania je Cast' z intenzity vyZarovania
H,, ktor4 pripad4 na interval vinovych dizok A4, 4 +dA

H

H, =4
dA

H,=[H,dA
0
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Planckov zakon urcuje spektralnu hustotu energie rovnovazneho tepelného Ziarenia (7 je
teplota telesa, k je Boltzmanova konstanta)

3
u(v)dv = 8rh_v-dv

o MM

Pre nizke frekvencie plati Rayleighov — Jeansov zakon

2
u(V)dV _ v kT

3

dv

c
Wienov zakon posuvu vyzarovacej charakteristiky

A I = konst.

A je vlnova dizka, na ktora pripad4 maximum vyZiarenej energie.
Stefanov — Boltzmanov zakon (o je Stefanova — Boltzmanova konStanta)

H,=oT*

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Vo vzdialenosti / = 1 m od bodového monochromatického zdroja svetla s vykonom
Py = 10° W je umiestnena kovova dosticka. Predpokladajte, Ze elektron moze
hromadit’ energiu Ziarenia dopadajuceho na plosku kruhu s polomerom R = 107" m.
Vystupnd praca kovu 4 = 5 eV. Povazujte svetlo za elektromagnetické vinenie
a vypocitajte, ako dlho by musel elektron hromadit’ energiu, aby nastalo uvolnenie. Za
aky Cas sa v skuto¢nosti za¢nu uvolfiovat’ elektrony?

RieSenie:
Bodovy zdroj svetla vysiela svetlo homogénne aizotropne do celého priestoru. Vo
vzdialenosti / dopadne za jednu sekundu na jednotku plochy energia urc¢end vztahom

_ 5
47l?

Elektréon hromadi energiu na plogke S = zR*. Celkovi energiu, ktort ziskal elektron za
jednotku Casu, uréime

P.R?
P'=PS=—"—
4]

Vystupna préca elektronu je 4 =5 eV =5.1,602.10"° 1 =8,01.10™"°J.
Cas ¢, ktory potrebuje elektron na to, aby nahromadil energiu rovnua vystupnej praci, je
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A 4’4 4178011077

=222, =3,204.10°s
P' RR* 107107

Fotoelektrony sa v skutocnosti zaénti uvolnovat’ okamzite, ak fotony maju vhodnu energiu.

Priklad 2:
Meranim bolo zistené, Ze maximum intenzity vyzarovania wolfrdmového vldkna
s priemerom d = 0,2 mm a s dizkou /=1 cm pripada na vlnova dizku Amax = 966 nm.
Predpokladajme, ze vlakno vyzaruje ako Cierne teleso. Vypocitajte

a) energiu vyziarenu vldknom za jednotku Casu,

b) cas, za ktory po vypnuti elektrického pradu poklesne teplota vlakna na izbovl teplotu
Ty = 293 K, pricom vsetky tepelné vymeny s okolim zanedbame. Hustota vlakna p =
19.10% kg/m’ a $pecifické tepelna kapacita wolframu ¢ = 154,88 J.kg'.K™".

RiesSenie:

a) Celkové mnozstvo energie vyziarenej za jednotku ¢asu jednotkovou plochou ¢ierneho
telesa s teplotou 7 urcuje Stefanov-Boltzmanov zakon

H,=olr*-1,')

kde Stefanova — Boltzmannova konstanta =5 ,’67.10'8 W-m? -K™*.
Energia, ktorti vyziari vlakno s priemerom d a dlzkou / za jednotku Casu, je

E=H,St=o(r* -1, Judlt
Na uréenie teploty vlakna T pouZijeme Wienov zakon (b = 2,897.10°m-K)
T=b/2

max

Dosadenim do vztahu pre energiu vyZiarenu povrchom vldkna za jednotku ¢asu dostaneme

b* 4
E=0 =1, |t

max

(2,897.10°)'

E=557.10"
[ (9.66.107)'

- (293)4}3,14.2. 10*.1072.1=28854 J-s~'

b) Ak vlakno strdca energiu len vyzarovanim, pokles teploty vldkna o d7 nastane za
casovy interval dt, priCom zo zédkona zachovania energie vyplyva

Edt = —mcdT

Po dosadeni za £ a hmotnost’ vlakna m dostaneme

2

rdloT dt = —pfszlch
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Po tprave a integrovani dostaneme

t—dC_P[L_ imf]_ 2.10‘4.19.103.154,88[ 1 (966.107)

_ - =3435
120\ 1,0 b 12.5,67.107° (293)° (2,897_103)3J ;

Priklad 3:
Aka je rychlost fotoelektronov vyletujicich zpovrchu striebra osvetleného
monochromatickym Ziarenim s vlnovou dizkou 2 = 1,5.107 m, ked’ vlnova dizka
Ziarenia, pri ktorej sa za¢ina prejavovat fotoelektricky jav je Ao =2,6.10" m.

RieSenie:
Vychadzame z Einsteinovej fotoelektrickej rovnice

hv:A—i-lmev2
2

kde 4 =hv, je vystupna praca elektronov z kovu, v je charakteristickd frekvencia, pre
ktord musi byt’ splnend podmienka v, < v, aby fotoelektricky jav prebiehal. Uplatnenim

vztahov v =¢/A a v, = ¢/ A, mdZeme pisat’

he = hiJrlmev2
A4

Pre hl'adanti rychlost’ fotoelektonov dostaneme
—34 8
. 2he(1 1] _ [26,62.10 ._331.10 1 . 1 _ ~1109.10°m -5
m, \ A 4, 9,109.10 1,5.10 2,6.10

ULOHY

1. Na 1 cm® zemského povrchu dopada zo Slnka asi 8,121 J energie za 60 s. Vypocitajte,
akéd je povrchova teplota Slnka za predpokladu, Ze Slnko ziari ako Cierne teleso.
Vzdialenost' Slnka od Zeme je 149,5.10° km a polomer Slnka je 695 550 km.

[5684 K]

2. Vypocitajte, aky elektricky prud by mal prechadzat kovovym vldknom s priemerom
0,1 mm, ktoré je vo vyCerpanej banke, aby sa jeho teplota udrzala na stalej hodnote
2500 K. Predpokladajte, ze vlakno ziari ako Cierne teleso, a tepelné straty vedenim
tepla zanedbajte. Rezistivita vlakna p=2,5.10" Q-cm.

[1,47 A]

3. Kovové vldkno s priemerom 0,2 mm sa elektrickym prudom zohreje na teplotu 3000 K.
Vypocitajte, za aky ¢as po vypnuti pradu klesne teplota vlakna na hodnotu 800 K.
Predpokladajte, Ze vldkno Zziari ako Cierne teleso a vymena energie s okolim nenastava.
Hustota vlakna p= 19 g/cm’ a $pecificka tepelna kapacita ¢ = 154,8 J-.kg"-K".

[1,65 s]
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10.

11

12.

Cierne teleso sme zohriali na teplotu 10° K. Vypotitajte, na ktort vinova dizku v
spektre ziarenia tohto telesa pripada relativne najviac energie.

[2,89.10° m]

Vypocitajte intenzitu elektrického pol'a rovinnej monochromatickej viny, ktora pri
kolmom dopade na tenku ¢iernu dosticku ju ohreje na teplotu 7. Teplota okolia je T.

/2aiT“ —T“i
[E, = ° ]
&C

Vystupnd praca elektronov z fotokatody je 1,6 eV. Vypocitajte, aké zaporné anddové
napdtie je potrebné na zabrzdenie najrychlejSich z emitovanych elektronov, ak vinova
dizka dopadajiiceho svetla je 400 nm. Aka4 je charakteristicka frekvencia fotoefektu?
[1,5V; 3,868.10" Hz]
Vlakno s priemerom 0,2 mm a s dizkou 10 cm nachadzajuce sa vo vakuu sa rozzeravi
elektrickym pruadom na 3000 K. Aké je energia vyziarend vlaknom za 1 minutu, ak
predpokladame, ze Ziari ako Cierne teleso?

[17 400 J]
AKk4 je teplota pece, ak jej otvor (2x3) cm® vyziari za 1 s 34,66 J tepla? Predpokladajte,
ze pec ziari ako Cierne teleso.

[1000 K]
Vystupna praca wolframu je 4,5 eV. Uréte vinovi dizku Ziarenia, ktorym sa pri
wolframe spusti fotoelektricky jav. Aka je maximdlna rychlost emitovanych
elektronov pri osvetleni Ziarenim s vinovou dizkou 180 nm?

[275 nm; 9,1.10° my/s]
Fotokatéda ma vystupnu pracu 2 eV.

a) Uréte maximalnu vinova diZku elektromagnetického Ziarenia, ktora z tejto

fotokatody moze eSte emitovat’ elektrony.
b) Akou maximdlnou rychlostou st emitované elektrony, ak na katddu dopada
ziarenie s vinovou dizkou 300 nm?
[620 nm; 8,66.10° m/s]

. Ak na katodu foto¢lanku dopada svetlo s vinovou diZkou 546,1 nm, je na potladenie

fotoelektrického pradu potrebné brzdné napitie 1,563 V. Ak na katédu dopada svetlo s
vlnovou dizkou 404,7 nm, je na dosiahnutie rovnakého brzdiaceho G&inku potrebné
napdtie 2,356 V. Vypocitajte Planckovu konstantu.

[6,624.107* J.s]

Vystupna praca sodika je 2,3 eV. Ak4 je maximalna vlnova dizka Ziarenia, ktoré
sposobi emisiu fotoelektronov zo sodika? Aka bude maximalna kinetickd energia
fotoelektronov, ak na povrch sodika dopada Ziarenie s vinovou dizkou 200 nm?
[5,4.10"m; 6,25.10"° J=3,9 eV ]

VLNOVE VLASTNOSTI CASTIiC

De Broglieho vina sa prirad’'uje kazdej Castici a popisuje jej vinova povahu

w = e IME)

wje vinova funkcia, ktort interpretujeme tak, ze jej druha mocnina urcuje hustotu

pravdepodobnosti vyskytu Castice v elementarnom objeme dV. Pre pravdepodobnost’ plati

133



dP =yy"dV

Normovacia podmienka urcuje pravdepodobnost’, Ze Castica sa vobec niekde v priestore
vyskytuje

J.l//*l//dV =1

Frekvencia v de Broglicho viny (£ je celkovd energia castice s hybnostou p=mv,
h =27h je Planckova konstanta)

E
v=—
h

VlInova diZka A de Broglicho viny (m je hmotnost’ Gastice a v je jej rychlost)

e

a=2
p my

Heisenbergove relacie neurcitosti (Ap a Ax je neurCitost’ hybnosti a neurcitost’ polohy
Castice v priestore, AE je neurcitost’ jej celkovej energie a Af je neurcitost’ trvania deja)

ApAx>h AEAt > 1

Posun vInovej dizky pri Comptonovom jave (pruzna zrazka foténu s elektronom)

A=A -1= 2Lsin2 ﬁ
m,c

m, je hmotnost’ elektronu, 9 je uhol, ktory zviera odchyleny lu¢ Ziarenia s povodnym
smerom.

Ioniza¢ny potencial V, urcitého atdému (prvku) je mierou ionizaCnej energiec A4, =eV, ,
ktora je potrebné na odstranenie jedného elektronu z atomu.

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Elektron s po&iatoénou rychlostou vy = 6.10° m/s vstupuje do pozdizneho
urychl'ujiceho homogénneho elektrického pola s intenzitou £ = 500 V/m. Urcte
vinova dizku elektronu pri vstupe do tohto pola a vzdialenost, ktor musi
urychlujucim pol'om preletiet, aby sa jeho vinova dizka zmengila o 10 %.

RieSenie:

Podla de Broglieho vztahu elektronu pohybujucemu sa rychlost'ou vy prirad'ujeme vinovu
dizku
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ﬂ/oz h =i

myy, Dy

Ak povazujeme elektron pri danej rychlosti za nerelativisticku Casticu, dostaneme

6,626.107*

=277 —1213.10m
* 91.107.6.10°

Po preleteni urychl'ujiicim polom ma byt jeho vlnovéa dizka zmensena o 10 %, Gize pre
novu vinovu dlzku musi platit’

A= e =1,092.10""m
m,v

e

Zmenu rychlosti elektronu vyjadrime na zaklade energetickej bilancie na vstupe ana
vystupe z urychl'ujiceho pola

lmev2 = lmevo2 +eEl
2 2

¢o mdzeme pomocou hybnosti p = h/A upravit’ do tvaru

hZ
pP= o m,'v," +2m,Ele

Pre hl'adanu dizku / dostaneme

2

— hz — (mevoﬂ”)
2m eEA’

Po dosadeni ¢iselnych hodndt

(6.625.107 f —(9,1.10°.6.10°.1,092.10°

[ =
2.9,1-10.1,602.107°.500.(1,092.10 " |

=0,048 m

Priklad 2:
Foton rontgenového Ziarenia s vinovou dizkou A = 10" m dopadne na slabo viazany
elektrén atomu l'ahkého prvku a odchyli sa od povodného smeru o uhol = 90 °.
Vypocitajte, aku energiu ziskal elektron pri tejto zrazke.

RieSenie:

Elektron slabo viazany k jadru povazujeme za volny. Pri zrdzke fotonu s elektroénom
odovzda foton Cast’ svojej energie elektrénu a sdm sa bude pohybovat’ v smere odchylenom
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od povodneho smeru o uhol a. Ked' energia fotonu pred zrazkou bola &, = hv a po zrazke
g, =hv',bude platit hv' <hv alebo v' <v.

Frekvenciu Ziarenia vyjadrime vztahom v =c¢/A, pri¢om bude platit, ze A'> 1. VInova
dizka odchyleného Ziarenia je vécsia ako vinové dizka dopadajiceho Ziarenia.
Z teérie Comptonovho javu pre posun A4 vyplyva

-34
A=A =2 =24sin* < A=t 00310, 610" m
2 mc 91107310

Ak zrazku foténu s elektronom povazujeme za pruznu, elektron ziska pri zrazke energiu

Upravami dostavame

oL 1 e[ 24sin*(a/2)
¢ A (24sin’(@/2)+2)] A\ A+24sin’(a/2)
6,625.10743.10°  2.2,426.10 .sin> 45°
&, = 210 10 12 -2 420
10 1070 +2.2,426.10"2.sin? 45

=428.1077=300 eV

Priklad 3: )
Aka je vlnova dlzka de Broglieho viny, ktord prislicha elektrénu s kinetickou
energiou 2.10° eV.

RieSenie:
Pre vinovu dlzku de Broglieho vin plati vzt'ah

kde % je Planckova konstanta, m, je kl'udova hmotnost elektrénu a v je jeho rychlost. Dalej

1
plati E, =5m6v2.Potom v=42E, /m,

h h 6,625.107*

= = = =2,744.10""m
m\2E, /m, 2E.m, \/2.91.107'2.10°.1,602.10"

Ak uvéazime $pecialnu tedriu relativity pri vypoéte vinovej dizky de Broglieho vIny, potom
pri urceni hmotnosti elektrénu m, pouzijeme vzt'ah

136



kde m, je kI'udovd hmotnost’ elektronu pri rychlosti v = 0. Tento vzt'ah upravime

2

ﬂ=\/1—vz/c2 zl—%v—z

m C

Pre kineticka energiu elektronu pri rychlosti v vyplyva vztah

E, =—myv* =(m, —m,)c* =2.10°eV = 2.10°.1,602.10™°J

5 -19
m =m, +2101,602.10 =9.1.107" +3,56.10" =12,669.10" kg
° 3.10°

Pre vinovii dizku de Broglieho vin elektronu plati

~ h h 6,625.10
m.\2E, /m, \2m.E,  /2.12,669.10".2.10°.1,602.10™"

=2325.10""m

ULOHY

1. Aksé je vlnova dizka de Broglicho vin prisluchajucich elektrénu s kinetickou energiou
10” eV?

[0,39.10"11 m; s uvazenim relativistickej hmotnosti 1,232.10"14 m]

2. Vypocitajte vlnovi dizku, aki musi mat fotén, ak ma ionizovat atom cézia s

ionizacnym potencidlom V;= 3,88 V?
[3,19.107 m]

3. Uréte energiu, hybnost’ a hmotnost’ foténu Ziarenia s vlnovou dizkou 107" m.
[12,7 keV; 6,624.10%* kg-m-s; 2,21.10°% kg]

4. Aké napitie by bolo podla klasickej teorie potrebné na to, aby urychlenim
v elektrostatickom poli s tymto napétim ziskal elektron rychlost’ svetla? Akua rychlost’
ziska elektron v tomto poli podla relativistickej mechaniky?

[256 kV; ~ 0,75¢]

5. loniza¢ny potencial atomu ortuti V; = 10,4 V. Akl najmensiu rychlost’ musi mat’
elektron, aby ionizoval atom ortuti narazom?
[1912 km/s]

6. Aky je ionizacny potencidl sodikovych par, ked’ ich ionizacia sa zacina objavovat pri
osvetleni monochromatickym Ziarenim s vinovou dizkou 242.10”° m?

[5,12 V]

7. Uréte vlnova dizku Ziarenia rozptyleného pri Comptonovom jave pod uhlom 90 ° vogi
smeru dopadajuceho zvizku rontgenovych lucov s vinovou dizkou 0,5.10™° m.
[0,5243.107 m]

8. Na volny elektron narazi fotén, ktorému prislicha vinova dizka 0,5.10"° m. Po naraze

sa foton odchyli od pdvodného smeru svojho pohybu o uhol 30°. Vypocitajte, aky uhol
bude zvierat’ smer pohybu odrazeného elektronu so smerom dopadajuceho fotonu.
[74° 15']
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9. Vypoditajte, akdi ma byt vlnova dizka Ziarenia, ktoré by mohlo vyvolat tvorenie
elektron - pozitronového paru.
[1,2.10"% m]

10. Pozitron a elektron zanikaji, pri¢om vzniknti 2 fotény. Uréte vinovi dizku tychto
fotonov.
[2,4.10"* m]

11. Aka rychlost’ musi mat elektron, aby jeho hybnost’ bola rovnaka ako hybnost’ fotonu s
vinovou dizkou 520 nm?
[1400 m/s]

12. Poloha stredu gulicky s hmotnostou 10~ kg a poloha elektronu su znime s
neurcitostou 0,1 mm. Uréte najmensiu neurcitost, s ktorou mézeme urcit’ rychlost
gulicky a rychlost’ elektronu.

[5,36.10%° m/s; 0,588 m/s]

13. Predpokladajme, Ze elektrony sa pohybuju v smere osi x rychlostou 10° m-s . Této
rychlost’ je stanovena s presnostou 0,01 %. S akou presnostou moézeme urc¢it’ polohu
elektronu?

[7.10° m]

SCHRODINGEROVA FORMULACIA KVANTOVEJ

MECHANIKY

Stredna hodnota funkcie priestorovych stiradnic
G, (x,y,z)= jw*G(x, v, z)ypdV

v je komplexne zdruzena vlnova funkcia a dV je elementarny objem priestoru.
Stredna hodnota funkcie hybnosti

Ppepyp.)=[v Pp,. by p. pav

A

P je operator prislusnej veliCiny, ktory dostaneme z jej klasického vyjadrenia tak, ze
jednotlivé zlozky hybnosti nahradime v iom ich operatormi:

0
5 —_in 0
P ! o
. 0
=—ih—
Py Y
. 0
= —ih—
P o

A 0 - , ..
Ked’Ze pre vektorové operatory plati napr. p_ = —iha—i , operator hybnosti je potom
X

fo = —ihgrad
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Bezéasova Schriodingerova rovnica v operatorovej podobe

ﬁszw
A A A #> N
H=K+U=-——A+U

2m
2

—h—Al//-i-Ul//:El//
2m

H je operator suctu kinetickej a potencialnej energie (hamiltonidn), £ je vlastna hodnota
energie a vlnova funkcia y je vlastna funkcia.
Casova Schrodingerova rovnica

2

L0y h
—ih—=—Ay-U
: ot 2m v v
o° o° 0

A=

+ + je Laplaceov operator, y je vinova funkcia, U je potencialna
ox® oy’ oz’
energia a m je hmotnost’ Castice.
VInova funkcia, ktord je rieSenim Schrodingerovej rovnice, musi
- byt konecna
- byt jednoznacna
- byt spojita
- splnat’ normovaciu podmienku “t//(x, V, z)|2 dV =1

V

Kvantovomechanické rieSenie linearneho harmonického oscilatora:
Operator potencialnej energie harmonického oscilatora

U :l/cx2 :lma)zx2 =27°mv’x’
2 2
Schrédingerova rovnica
d’v 2m

dx? +h_2

(E —27’m vzxz)y/ =0

Kvantovanie energie harmonického oscilatora

E = n+l hv = n+ljha) n=0,1,2,.
2 2

Kvantovomechanické rieSenie pre ¢asticu v nekonecne hlbokej potencidlovej jame:
Matematickd definicia nekonecne hlbokej potencidlovej jamy (a je Sirka potencidlovej
jamy)
—o<x<0 U—>
0<x<a U=0
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a<x<ow U > o

Schrédingerova rovnica

N dy
2m dx’
Kvantovanie energie Castice v nekonecne hlbokej potencialovej jame

h2
E":8 2n2 n=0,1,2,...
ma

Hustota pravdepodobnosti vyskytu Castice v potencialovej jame

v, =2sin? ()
a a

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Castica je viazand na kone¢ny interval 0 < x < a. Formalne mdZeme povedat’, Ze sa

pohybuje v poli s potencidlnou energiou V(x) =0 pri 0<x<a a V(x) — oo, ak plati
x ¢(0,a). RieSte Schrdodingerovu rovnicu aurcte energie stacionarnych stavov
a prislusné vlastné funkcie.

RieSenie:
Riesenie bezcasovej Schrodingerovej rovnice

hladéme nezavisle pre x €<0,a> apre x¢(0,a). Pretoze pre x ¢(0,a) sa V(x)=o0,
rovnica bude splnena vtedy, ak w(x)=0 a x ¢ (0,a).
V oblasti x €< 0,a > mdzeme rovnicu zapisat’ v tvare

w"(x)+ k2 ylx)=0

\2mE
fi

kde k =

. RieSenim poslednej rovnice je vlnova funkcia

w(x)= Asinkx + B cos kx

Pretoze vlnova funkcia musi byt spojitd, musi platit’
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Z okrajovej podmienky vbode x = 0 vyplyva B = 0, kym zpodmienky v bode x =
a dostaneme

k=k =—, kde n je celé cislo

Pripustné hodnoty energie teda st

2 232
En zzh—knz = ;Z- hz nZ’ kde n= 1,2,3,...
m ma

Sta¢i uvazovat’ n prirodzené, pretoze n = 0 je nefyzikalne a pri zmene znamienka n sa
zmeni znamienko vlastnej funkcie.

Priklad 2:
VInova funkcia zékladného stavu linearneho harmonického oscilatora je urcend

rovnicou

2
X

2% h , . i Yt
e ™ ,kde x, =,/]— .Vlastni frekvenciu oscilatora sme oznaéili @
mao

1

WO(X):W

ajeho hmotnost’ m. Vypocitajte, s akou pravdepodobnostou bude v tomto stave
vychylka oscilatora z rovnovaznej polohy vacsia ako maximalna vychylka, ktora by
mal klasicky oscilator kmitajici s tou istou energiou E, =/h@/2. Pri numerickom

odhade vyuzite vzt'ah J‘e*xz dx = 0,1627 .
1

RieSenie:
Najskor ur¢ime maximalnu vychylku klasického oscilatora kmitajuceho s energiou
h

E, 27(0_ V maximalnej vychylke je jeho kinetickd energia nulova apre potencidlnu
energiu teda plati

2
—mo’x,, =E,

max

Dalej pre vychylku dani vinovou funkciou zékladného stavu linearneho harmonického
oscilatora plati

Pravdepodobnost’ toho, ze v zdkladnom stave bude vychylka vicsia ako xmax, j€

~Xinax 2 2

P= . !/lo(x) dx + Tl//o(xj dx

00 X,

‘max
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2z

V27.0,16 ~ 0,45
Jr

2
x4 70X,

0 1 _Lzz 0 1 )
P=2 e Vdx=2|—=e " dt ~
/ 17
V zékladnom stave ndjdeme teda vychylku vacsiu ako maximalna vychylka klasického
oscilatora s pravdepodobnost'ou asi 45 %.

Priklad 3:
Odhadnite energiu zakladného stavu linearneho harmonického oscilatora zo vzt'ahu
neurcitosti.

RieSenie:

Linearny harmonicky oscilator je sustava, v ktorej sila pdsobiaca na Casticu je priamo
umerna vychylke Castice zrovnovaznej polohy ama opané znamienko F = —kx.
Celkova energia Castice je dana sictom potencialnej a kinetickej energie. Plati

2

E=E, +E =~mo'x + 2
2 2m

Pri kvantovomechanickom rieSeni dostaneme zdkladny stav oscilatora ako isti stojati
vlnu. Nech x je absolutna hodnota velkosti tejto stojatej viny v intervale —L <x< L,
takze neurcitost’ v suradnici bude Ax =~ L .

Podla vztahu neurcitosti

/)
ApAx ~ —
PR

kde Ap je neurcitost’ hybnosti , Ax je neurcitost’ polohy (suradnice). Preto d’alej plati

/]
Ap ~ —
P 2L

Predpokladame, Ze stredna hodnota hybnosti je nulovd. Hybnosti budi rozlozené
2
. h
v intervale (—p,p), kde radovo p ~ " potom plati x> = >, p> ~| —| .
2L 2L
Po dosadeni do vzt'ahu pre celkovu energiu dostaneme
mao® /s

E~ L +—
2 8mlL

V zékladnom stave je energia minimalna. PresvedCime sa, ze prava strana predchadzajtce;j
rovnice ma minimum pri L = ,/i/2me . Staci len prepisat’ pravi stranu rovnice do tvaru

2 2 2 2
mo® o, h mao [L h j hza)

2 smi2 2 U 2mal
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Odtial' vidime, ze minimalna hodnota energie ako funkcia rozmeru stojatej viny je

E,

=hw)/2, ¢o skutoéne zodpoveda energii v zékladnom stave.

ULOHY

1.

Preverte nasledujuce operatorové rovnosti:

a) —x=1+xi
x dx

b) xzil:xi—l
dx x dx

2 2
d) x+—j =1+x2+2xi+d—2
x dx dx

N (lisz _d’ 2d
dx*>  xdx

o o) & Lo &
Dl —+—| =—5+2 +-—
Ox ox0y Oy
N4jdite vlastné hodnoty operatora A prisluchajice vlastnej funkeii y ,, ak

N d?
a) A:_F’ W, =sin2x
X

2

b A=ty =et

o qodl,2d s
dx? xdx’l//A
[4;1;-a’]

2
Dokazte, ze funkcia u =sinkx je vlastnou funkciou operatora A = R a vypocitajte
X

vlastné hodnoty operatora A. Zistite, ako sa zmenia vlastné funkcie a vlastné hodnoty
operatora A, ak funkcia u spifia okrajové podmienky u(0) = 0, u(/) = 0.
2_2
[—k%umzsmﬁ?z;4n=—ﬂﬁi3m=12wq
Ur¢te vlastné funkcie operatorov hybnosti p,, p,, p..

[napr. pre operétor p_platip = @, exp (l];lx 0]

Uzemnenou kovovou trubicou leti zvdzok elektronov s kinetickou energiou 80 eV.
Elektrony potom vletia do druhej trubice s potencidlom —50 V voc¢i zemi. Vypocitajte,
kolko percent elektronov sa odrazi spit. Odrazia sa niektoré elektrony aj vtedy, ked’
ma druha trubica potencial +50 V?

[5,8 %; 1,5 %]
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10.

11.

12.

13.

Elektrén sa pohybuje vnutri vrstvy s hribkou 5.10° m. Jeho energia v smere pozdiz
vrstvy sa mozZe spojite menit, zatial’ Co energia pohybu v smere kolmom na vrstvu je
konstantna. Odhadnite povolené energie elektronu prislichajace pohybu kolmému na
rovinu vrstvy. Aproximujte tento pohyb tak, Ze elektrén uvazujeme v jednorozmernej
potencidlovej jame s nekonecne vysokymi stenami.

7°h’

2
2a°m,

[E, = n* =15.10"n" eV]

Urcte tlak, ktorym posobi elektron uzavrety v kocke s hranou L na steny kocky.
Pokuste sa o rddovy odhad tlaku v pripade tuhej latky, ked’ mézeme predpokladat’ L =
2.10™"° m (hmotnost’ elektronu m, = 9,1.107" kg).
”2h2 5
=——;1,01.10° Pa
[p T ]

e

Pre linedrny harmonicky oscilator existuje v klasickej mechanike vztah medzi energiou
E a amplitidou 4. N4gjdite tento vztah pre kvantovy oscilator a potom pomocou neho
zaved'te pojem amplituidy pre kvantovy oscilator v zdkladnom stave s energiou
E, =hw/2.

2F h
(A= |54y = 2]
maw ma

Dokéazte, ze vlnova funkcia z//(x, t) = Ce'lke) vyhovuje Schrédingerovej rovnici pre
V(x)=0.
Castica viazana na usecku danu intervalom (0,L) sa v ¢ase ¢ nachadza v stave s vinovou

. 1. -ite 2 : . .
funkciou 1//(x,t) = —[sm%e "y s1nT7zxe h ], pricom ide o superpoziciu

JL
222

stacionarnych stavov zodpovedajicich energidm E, =ﬁ , resp. £, = 4E,. Urcte
m

pravdepodobnost’, Ze tato Castica sa nachadza v intervale (0, L/2) v ¢ase ¢ = 0.

[0,924]

Zistite vlastné hodnoty energie castice shmotnostou m, ktord sa nachadza
v dvojrozmernej nekonec¢ne hlbokej jame s pravouhlym tvarom a rozmermi a (v smere
osix), b (vsmereosiy), 0<x<a, 0<y<b.

222 2 2
(E=%T (”—1+"—2J,n1,n2=1,2,3,...]

2m \a® b?

VInova funkcia zakladného stavu  harmonického  oscilatora ma  tvar

w,(x)= /% exp[—%azxzj, kde az,/mh—w. Energia oscildtora v tomto stave je

E, =hw/2. Vypocitajte stredni hodnotu velkosti stiradnice <|x|> vyjadrent pomocou
klasickej amplitudy A4, ktora suvisi s energiou oscilatora vztahom E = ma’ A° / 2.
[<|x|> = A4/7 =0,5644]

Elektrén s hmotnostou 9,1.107" kg a s energiou 1 MeV sa nachadza v jednorozmernej
potencialovej jame s nasledovnou Struktirou: U(x)—oo pre x < a, U(x) = 0 pre
0 < x<a, Ukx)= U pre x>a. Predpokladajte, ze E < Uy a a = 10" m. Vypo¢itajte U.
[1,2 MeV]

144



ATOMOVA A JADROVA FYZIKA

ELEKTRONOVY OBAL ATOMU

Bohrove postulaty
1. Elektron mdze obiehat’ okolo jadra atému len po takych drahach s polomerom r, pre
ktor¢ je splnena podmienka

m,vr = nh

n=1,2,3, ... je hlavné kvantové ¢islo, v je jeho rychlost’.
2. Ak sa elektron pohybuje len po jednej drahe, nevyzaruje ani neprijima Ziadnu energiu.
3. Elektron vyzaruje energiu len vtedy, ked’ prechddza zkvantovej drahy s védcSou
energiou £, na drahu s menSou energiou E,,. Vtedy sa vyziari foton s energiou

hv=E —-E_
Kvantovy polomer 7, drahy pohybujiceho sa elektronu (# je hlavné kvantové ¢islo)

hz
ro =2 p? =y’ =0,53.10"°%° [m]
mm e

r1 je polomer 1. kruhovej drdhy (Bohrov polomer), # je Planckova konStanta, e je
elektricky naboj elektronu, m. je hmotnost’ elektronu a & je permitivita vakua.

Rychlost’ v, elektrénu na n — tej drahe (v; je rychlost’ elektronu prisluchajuca drahe
s polomerom r)

2
e’ 1 )
Vn = - :Vln
2eyh n

Kineticka energia £ elektronu na n — tej drahe

£ e’ e‘m, 1
kT - 272 2
8me,r, 8ey h™ n

Potencidlna energia E, nan — tej drahe

E —_ e’ _ et 1

P N 2,2 2
4re,r, 4e,°h* n

Celkov4 energia E, elektronu na n — tej drahe (N =3,29.10"° s je Rydbergova frekvencia)

mee4 1 Nh
0
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Frekvencia v Ziarenia, ktoré vysiela atom pri preskoku elektronu z vyssej kvantovej drahy
n do nizSej kvantovej drahy m

1 1

VInocet spektralnej ¢iary v

g_l_K_E(L_Lj_R(L_Lj
A ¢ c\m* n? m> n’

R=1,097.10'm" je Rydbergov vino&et, m a n su hlavné kvantové &isla.

Lymanova séria ( oblast’ ultrafialového Ziarenia )
Balmerova séria ( oblast’ viditeI'ného Zziarenia )
Paschenova séria ( oblast’ infraCerveného Ziarenia )
Brackettova séria ( oblast’ infra¢erveného Ziarenia )
Pfundtova séria ( oblast’ infracerveného Ziarenia )

S 3S3 S S
I
DN BN W=

Magneticky moment M elektronu obichajuceho okolo jadra atému

—

= - 1 - 1 _
M = IS = —pvem’v, = —E,uoea)rzvo = MYy

Vv, je jednotkovy vektor v smere vektora plochy S, M, je permeabilita vakua, e je naboj

elektronu, 7 je polomer drahy elektronu, 7 =wve je elektricky prad a v je frekvencia obehu
elektronu okolo jadra.

Energia AE, ktoru ziska elektron po vlozeni atomu do vonkajSiecho magnetického pola
V smere 0si z

AE =L Byt = —LBZMOm,
Ho Ho
m, je magnetické kvantové Cislo, ktoré méze nadobudat’ hodnoty m, =0, £1,£2, ..., £/,
[ je vedlajsie (orbitalne) kvantové Cislo, ktoré nadobuda hodnoty /=0, 1,2, ... ,n — 1.

Bohrov magneton

M, =, =927.10% 17"
2m

RIESENE PRIKLADY
Priklad 1:

Vypocitajte polomer prvej a tretej kvantovej drahy elektronu obiehajiceho okolo jadra
v Bohrovom modeli atdomu vodika. Vypocitajte rychlosti elektronu na tychto drahach.
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RieSenie:
Pri pohybe elektronu okolo jadra po kruhovej drahe v Bohrovom modeli atomu vodika
ulohu dostredive;j sily ma Coulombova pritazliva sila. Plati

2 2
v e

m — =
‘r o dmg,r’

Podl’a prvého Bohrovho postulatu musi platit, Ze elektron sa pohybuje len po urcitej drahe,
pre ktort musi byt’ splnend podmienka

27m,vr = nh

kde n = 1,2,3,...Je hlavné kvantové ¢islo a & = 6,625. 10°47s je Planckova konstanta.
Pre polomer n-tej drahy elektronu z uvedenych dvoch rovnic vyplyva

2
gh™
r, = =N
m e

Polomer prvej (n = 1) a tretej (n = 3) kvantovej drahy je

g,h>  8859.1077(6,625.10™

p=—tr= ~=0,53.10"" m
mme’ 31491107 (1,602.10™)
2
g Bt 205300737 2477.10 m
m e

Rychlost’ elektronu z uvedenych podmienok uréime

nh nh e’
V"=27Wm - e h’ :2£hn
n''ve 272_ 0 . ane 0
m e

Pre rychlost’ elektronu na prvej a na tretej kvantovej drahe plati

2 -19 )2
SR (1’6021'210 ) - =2188.10° ms’
2¢,h 2.8,859.107.6,625.10
e’ 1 1
v, = =v,—=2,188.10°.~ = 0,73.10° m-s"
2g,hn n 3
Priklad 2:

Vypocitajte frekvenciu ziarenia potrebnii na excitovanie elektrénu vo vodikovom
atdbme zo zakladného do najblizSieho excitovaného stavu a ionizaciu atomu vodika.
Akt ,,farbu‘ budu mat’ tieto fotény?
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RieSenie:
Aby sme mohli ur¢it’ prislusnii frekvenciu Ziarenia, potrebujeme poznat energiu

zodpovedajucich stavov. Pre diskrétne spektrum energie elektrénu vo vodikovom atome
plati

4
me’ 1

T o272 2
8¢, h* n

E =

n

kde n je hlavné kvantové ¢islo a moze nadobudat’ hodnoty 1,2,3,...
Pre energiu elektronu v zdkladnom (n = 1) a v najbliz§om excitovanom (n = 2) stave plati

4 -31 -19 \*
110 (1,602.1
F=-tte L0 (’260 0™") = 2,179.10 T = 13,6 eV
8s,°h"  8(8,859.10" ) (6,625.10)
4
B =" L gl o17900 o 5448101 = 34 ev
8e, h’ n 2 4

Frekvenciu ziarenia, ktord ma vyvolat’ poZadovant excitaciu, vypocitame

V_EZ_El_l 3 met 1 | met 1 B 3m,e’
h hi\ 8g,°h* 2° 8¢, h* 1P )| 328, °h°

39107 (1,602.10™° )
32/8.859.10" ' (6,625.107 )

=2,466.10" Hz

Aby doSlo kionizacii atomu vodika, musime elektréonu v zdkladnom stave dodat’
minimdalne energiu |E . | =13,6 V.

Frekvenciu ziarenia zodpovedajucu ionizacii urcuje vzt'ah

1% :ﬂ_ m,e’ _ 9,1-10_31.(1,602,10—‘9)4

1 15
] ~3,288.10" Hz
h sk 8(8859.10) (6,625.107™ )

Pomocou nasledujicich vztahov uré¢ime vinové dlzky, ktoré prisluchaji vypocitanym
frekvencidm

c 3.10°

A :—:m:1,216.1077 nm
14 , .
8
2 =< :% ~9.124.10 nm
V. , .

1

Z vysledkov vyplyva, Ze sa jedna o ultrafialovu oblast’ Ziarenia.
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Priklad 3:

Vypocitajte, aky je drahovy magneticky moment elektronu vodikového atému
v zdkladnom stave podl'a Bohrovej teorie.

RieSenie:
Magneticky moment pradovej slucky s plosSnym obsahom S, cez ktoru preteka elektricky
prud /, je ureny vztahom

M = pu, IS
kde u,=47.107 m-kg-s”-A je permeabilita vakua a S:mflz, ry je polomer

kvantovej drahy elektronu v zakladnom stave.
Ak elektron obieha po drahe v zdkladnom stave n-krat za jednotku Casu, potom plati

I =ne
gh’
n= 2
m e
2
e
v, =
2&,h

Pre magneticky moment elektronu potom plati

M = ,uone7z7fl2 = yoleﬂrf =, ihe _ ﬂk
27, 2 4rm,
-7 -34 -19
M 47.107" 6,625.10 .1,63(1)2.10 ~1166.10 V-m-s
4z 9,1.107
Priklad 4:

Vyjadrite zmenu frekvencie avinovej dizky spektralnej Giary s frekvenciou v,
sposobenu vlozenim atdomu do magnetického pola sindukciou B (tzv. normalny

Zeemanov jav). Vypodéitajte hodnoty pre vlnova dizku Ay = 184,9 nm v magnetickom
poli s magnetickou indukciou B=0,2 T.

RieSenie:
Vlozenim atému do vonkajSiecho magnetického pola s indukciou B ziska elektron
prispevok energie

kde M je magneticky moment elektronu, o je permeabilita védkua. Ak vonkajsie
magnetické pole ma smer osi z, potom plati B =B, .
Zmenu energie mozeme d’alej vyjadrit’
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1

AE =——B_M m,
Ho
) _— L xr Hoeh .
kde m; = 0, £1, £2, ... , £/ je magnetické kvantové Cislo a M, = je tzv. Bohrov
magneton.

) ) AE
Pre zakladny stav, ked’ n =1, /=0, m; = 0, je zmena frekvencie Av = 7 =0.

Pre stav / = 1 magnetické kvantové Cislo m6ze nadobudat’ hodnoty m; = 0,+1,—1. Z tohto
vyplyva, Ze namiesto jednej Ciary dostaneme tri spektralne ciary. Jedna bude mat
nezmenent frekvenciu (vlnova dizku), ostatné sa budu liit’ o frekvenciu Av a o vlnova
dizku A . Plati

M B 1077,
av=+2E _ MoBe _j eB. 160210 0.2, 00p 100 g
h Hoh 47m, 47.9,1.10"
A B.A, 107.0,2.(1,849.107 f
0 = 20" a1 = e _1,602.107°.0,2.(1,849.107) 3103107 m

c 4rem, 47.3.10°.9,1.107"

Hradané vlnové dizky buda mat’ hodnoty

A=A, —AA=184,8997-10" m
A, =2, =1849-10" m
Ay = A, +A1=184,9003-10" m

ULOHY

1. Aka je vinovéa dizka fotonu, ktory sa vyziari pri preskoku elektronu vo vodikovom
atome zo Stvrtej kvantovej drahy na druht kvantovt drahu?
[485 nm]

2. Aka je peridda obiehania elektrénu na tretej kvantovej drdhe v Bohrovom modeli
vodikového atomu?
[4,132.107" 5]

3. Vypoditajte vinové dizky prvych troch ¢iar Balmerovej série vodikového spektra.
[0,656 um; 0,486 um; 0,434 pm |

4. Vypocitajte obvodova rychlost’ elektronu na druhej kvantovej drahe v Bohrovom
modeli vodikového atomu.
[1,09.10° m/s]

5. Urcte celkovu energiu elektronu na druhej kvantovej drahe v Bohrovom modeli atomu
vodika.
[5,45.107 J]

6. Akt vinova dizku musi mat’ fotén, ktory ma ionizovat’ atdom cézia, ak jeho ioniza¢ny

potencial V; = 3,88 V?
[3,19.107 m]
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7. Najdite najmensiu a najvacsiu vlnovi diZku spektralnych &iar vodika vo viditelne;
oblasti spektra.
[410 nm; 656 nm]

8. Atom vodika v zdkladnom stave absorbuje foton s energiou 12,09 eV. Urcte, kol'kokrat
sa zvacsi polomer dréhy elektronu.
[9]

9. Urcte kineticka, potenciadlnu a celkovll energiu elektronu v atdme vodika na prvej
kvantovej drahe.

[13,56 eV; -27,12 eV; —-13,56 eV]

10. Dokazte, Ze Ziarenie, ktoré vyZziari atdbm vodika pri prechode elektronu zo Siestej na
druhti kvantovli drahu, nemdze vyvolat’ fotoelektricky jav zo zinku. Vystupna praca
zinku je 3,3 eV.

[3,03 eV]

11. Atém vodika v zakladnom stave pohlti Ziarenie s vinovou dizkou 121,5 nm. Urdte
polomer kvantovej drahy elektronu excitovaného atomu.
[2,12.10"° m]

ATOMOVE JADRO

Atéomové ¢&islo Z udava pocet protonov v jadre atdbmu a sucasne urcuje poradie atomu
v Mendelejevovej periodickej sustave prvkov.

Hmotnostné ¢islo 4 (nukleénové ¢islo) udava pocet protdnov a neutrénov v jadre atdmu.
Predstavuje atdbmovu hmotnost’ prvku zaokrihlenu na celé Cislo.

Izotopy su prvky vyznacujice sa rovnakym atomovym cislom, ale rozdielnym
nukleénovym ¢islom. Jedna sa teda o rovnaké prvky s réznym poctom neutréonov v ich
atbmovom jadre.

Vizbova energia E, atomového jadra je praca, ktord musime vynalozit’ na rozdelenie
atomového jadra na jednotlivé nukledny

E, :Amjc2

Am; =Zm, +(A—Z)mn —m,

Ubytok hmotnosti jadra Am ; Je rozdiel suctu hmotnosti Castic do jadrovej reakcie

vstupujucich a stctu hmotnosti Castic reakciou vznikajicich, m, je hmotnost’ protonov, m,,
je hmotnost’ neutronov, m; je skuto¢nd hmotnost’ prislusného jadra atomu, c je rychlost’
svetla vo vakuu.

Atéomova hmotnostna jednotka u je definovand ako 1/12 kl'udovej hmotnosti atomu

uhlika 2C
lu=1,66.10""kg

Ubytku hmotnosti Am ;=1 uzodpoveda podl'a Einsteinovej rovnice uvolnena energia

AE = Am ;c*=931,8 MeV
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RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Vypocitajte, aké mnozstvo energie sa uvolni pri reakcii 't B+3d—'iB+p, kde d je
jadro deutéria (deuterén) a ;pje proton. Atomova hmotnost izotopu béru '\B je
10,0168u, izotopu boru ':B je 11,01284u, deuterénu je 2,01472u, protonu je
1,00813u.

RieSenie:
Sucet kI'ndovych hmotnosti Castic vstupujucich do reakcie je

m, +m, =10,01618u +2,01472u =12,03090u
Sucet kl'ndovych hmotnosti ¢astic, ktoré reakciou vznikli, je

m, +m, =11,01284u +1,00813u =12,02097u

V priebehu reakcie dochadza teda k ubytku energie umerne; Am = 0,00993u, pricom ide

o ubytok hmotnosti jadra, lebo celkovy pocet elektronov v atdmovom obale sa nezmenil.
Pri reakcii sa uvol'ni energia AE , ktora suvisi s ubytkom hmotnosti Am podla vztahu

AE = Amc?

Ubytok hmotnosti Am P'ahko vyjadrime v jednotkdch hmotnosti, ak uvazime, Ze atdmova
hmotnostnd jednotka 1u =1,66.10"" kg. Potom

Am = 0,00993.1,66.1077 =1,64839.10 kg

Pre energiu uvol'nenu pri reakcii dostaneme
AE = Amc® =1,64839.107°.9.10" =1,4843.10"*J = 9,28 MeV

Priklad 2:
y-ziarenie, ktoré vznikd pri prirodzenom radioaktivhom rozpade, zapricinuje rozpad
deuterénu na protén a neutrén podla reakcie d+y—> p+,n. Vypo&itajte hmotnost
neutronu, ked’ kineticka energia protonu AE, = 0,217 MeV a energia dopadajtuceho »-

ziarenia AE, =2,62 MeV. Hmotnost' deuteronu m, = 2,01472u, hmotnost’ protonu
m, =1,00813u.

RieSenie:
V priebehu reakcie dochédza k ubytku hmotnosti

Am =m, —(mp +mn)

z ¢oho vyjadrime hmotnost’ neutrénu
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m, =my—m, —Am

n

Vzhladom na to, Ze hmotnost’ protonu a neutrénu, a teda aj ich energie sa len nepatrne
lisia, pri reakcii sa uvolni energia

AE = Amc® =2AE, - AE,
Potom pre hmotnost’ neutronu dostaneme

_ 2AE, - AE,

p 2
C

m, =my—m

n

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme

2,186.1,602.107"
9.10'
m, =1,00659.1,66.10" +0,389.10™ =1,6748.10"" kg

m_ =2,01472u—-1,00813u +

Priklad 3:
Réadioaktivnym rozpadom radia na radoén podla reakcie *j Ra— 2 Rn+,a sa uvolni

energia AE = 4,9 MeV. Vypocitajte, aky je rozdiel medzi tubytkom hmotnosti jadra
radia a radonu, ked’ je zndmy len Ubytok hmotnosti a-Castice Am, =0,0303u .

Riesenie:
PretoZe jadro radia *5Ra obsahuje 88 proténov a 138 neutrénov, pri jeho vzniku dochadza
k ubytku hmotnosti

Amg, =88m, +138m, —my,

Pri vzniku jadra radénu *..Rn, ktoré obsahuje 86 proténov a 136 neutrénov dochadza

k ubytku hmotnosti

Amy, =86m  +136m, —my,
Rozdiel tychto hmotnostnych tbytkov je

Am = Amy, —Amy, =2m +2m, — (my, —mg, )
Zmene energie AE = 4,9 MeV prislicha ibytok hmotnosti

am' =2E 29 005260
¢t 9318
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Z rovnice rozpadu pre tento Ubytok hmotnosti vyplyva

Am' =my, —(mRIl +ma)

Ak z tejto rovnice vyjadrime rozdiel mg, —m,, a dosadime do rovnice, ktora vyjadruje

rozdiel hmotnostnych ubytkov, dostaneme

Am=2m, +2m, —m, —Am’

Vyraz 2m +2m, —m, predstavuje ubytok hmotnosti Am,, ku ktorému dochadza pri

vzniku a-Castice. Potom plati

Am=Am, —Am' =

=0,0303u - 0,00526u = 0,025u = 0,025.1,66.107*" = 0,0415.10 " kg

ULOHY

1.

V obale, ktory neprepusta a-ziarenie, je 1 g radia. Vypocitajte, aké je celkové
mnozstvo energie, ktoré sa v obale ziska za jednu hodinu, ked’ energia, ktoru so sebou
a-Castica odnasa je, 4,7 MeV.

[102,5 J/h]

Vysledkom jadrovej reakcie ;Li+;p —23He, pri ktorej maji protony bombardujiice
littum energiu 600 keV, su dve a-Castice letiace s kinetickou energiou 8,94 MeV. Urcte
hmotnost’ izotopu ;Li, ak hmotnost proténu m, = 1,008134u a hmotnost a-Castice
4,003864u.

[11,653.107% kg]

Vypocitajte, aka je vizbova energia deuteréonu a a-Castice.

[2,19 MeV; 28,2 MeV]

Kinetické energia a-Gastice vyletujlcej z jadra atdmu polénia *i; Po pri radioaktivnom
rozpade je 7,68 MeV. Urcte rychlost’ a-Castice a celkovi energiu vznikajucu pri tiniku
a-Castice, ked’ jej hmotnost’ je 6,646. 107 kg.

[0,15.10° m/s; 4,87 MeV]

Nepohybujtci sa neutralny 7-mezoén sa rozpada na dva fotony. N4ajdite energiu kazdého
fotonu, ked’ kl'ndova hmotnost’ 7~mezonu je 254,2m,, kde m, je kl'udova hmotnost
elektronu.

[1,081.10™" J]

Vypocitajte, akd energia sa uvolni pri reakcii |Li+;d—>{Be+,n, ked prislachajice
hmotnosti sti: m ;= 7,0164u, m, =2,01414u, m,, = 8,005314u, m, =1,008984u.
[2,385.10" J = 14,88 MeV]

Elektron-pozitronovy par vznika z fotonu s energiou 2,62 MeV. Vypocitajte kinetickl
energiu vzniknutého elektron-pozitronového paru.

[1,6 MeV]

Pri jadrovej syntéze dvoch deuterénov vznikne jadro izotopu hélia ; He, jeden neutrén
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,na uvolni sa 3,26 MeV energie. Vypocitajte hmotnost’ izotopu ;He, ked m,=
2,01418u a m, =1,008974u.
[3,015u]

9. Radioaktivne jadro izotopu horéika Mg vysiela pozitronové Ziarenie B* (le).
Zapiste reakciu, ktord prebieha, a vypocitajte energiu, ktord sa uvolni pri jednom
rozpade. Hmotnost' atomu Mg je 22,99414u, hmotnost’ vzniknutého atému je
22,98977u. Kludova hmotnost’ elektronu je 9,1.107" kg.

[3,06 MeV]

10. V druhom 3$tadiu syntézy jadier vo hviezdach dochadza ku spojeniu troch jadier 3 He
do jedného jadra ';C. Vypocitajte, aka energia sa pri tejto jadrovej syntéze uvolni.
Hmotnost’ hélia je 4,0026u.

[7,29 MeV]

11. Uréte hmotnost’ neutralneho atému s vidzbovou energiou 7,72 MeV, ak je jeho jadro
tvorené dvoma protonmi ajednym neutréonom. Hmotnost proténu je 1,008134u
a hmotnost’ neutrénu 1,008984u.

[3,01604u]

RADIOAKTIVITA

Radioaktivita je jav, pri ktorom sa nestabilny izotop urcitého prvku (radionuklid) meni na
izotop iného prvku, pricom sa zjadra radionuklidu uvolfiuji urcité Castice (a-Castice,
neutrény ,n, elektrony e, pozitrony (e, protény | p, atd’.).

Prirodzena radioaktivita je samovolny rozpad jadier s vi¢Sim atdmovym ¢islom ako 82
na iné jadro, ktory je sprevadzany emisiou a-Castic, f-Castic a spravidla aj vznikom y-
Ziarenia.

Umela radioaktivita je proces, pri ktorom sa jadro pésobenim elementarnych castic alebo
fotonov premeni sa na iné jadro.

Ziarenie ¢ je tvorené jadrami atomov hélia

4 4
,He=,a

Ziarenie fje tvorené elektronmi

Je=1p

Ziarenie yje elektromagnetické Ziarenie s velmi kratkou vinovou dizkou.
Rozpad « je jadrova premena, pri ktorej jadro vyzaruje ziarenie o a vznikajici izotop Y
lezi v periodickej sustave prvkov o 2 miesta vl'avo od pdvodného radionuklidu X

A A-4 4
s X=>5 Y+ a

Rozpad £ je jadrové premena, pri ktorej jadro vyzaruje ziarenie f a vznikajlci izotop Y
lezi v periodickej stistave prvkov o 1 miesto vpravo od pévodného radionuklidu X
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A A 0
zZ X_>Z+1Y+—lﬂ

Rozpadovy zikon vyjadruje Casovu zavislost’ poctu nerozpadnutych atomov radioaktivne;j
latky

N=Nge

N, je pocet jadier v Case t = 0, N je pocet nerozpadnutych jadier v Case ¢ a A je rozpadova
konstanta.
Rozpadova konstanta 4

~In2 0,693
T, T

1/2 12

A

Pol¢as rozpadu 7,, je Cas, za ktory sa rozpadne polovica jadier.

Ak N’ je pocet rozpadnutych jadier, potom
N =N, (1-e)
Aktivita 4 urCuje pocet rozpadov atdbmov za jednotku Casu

A=-
dt

NA

RIESENE PRIKLADY

Priklad 1:
Bombardovanim stabilného izotopu fosforu ;.P deuteronmi vznika radioaktivny
izotop fosforu P spoléasom rozpadu T, =143 dni. Reakcia prebicha podla
rovnice iP+7d—}:P"+p. Vypocitajte, akd Cast zpdvodného mnoZstva
radioaktivneho izotopu ostane po uplynuti 12 hodin od okamziku, ked prerusime
bombardovanie stabilného izotopu fosforu deuterénmi.

RieSenie:
Pre rozpad radioaktivneho izotopu :P* platia rovnaké zikonitosti ako pre rozpad

prirodzene radioaktivnych prvkov. Po uplynuti ¢asu ¢ ostdva z pdvodného poctu atomov Ny
radioaktivneho izotopu nerozpadnutych N atomov, pri¢om plati

N=N,e™"

kde A je rozpadova konstanta vyjadrend vztahom A = In2 .

12
Upravou dostaneme rozpadovy zakon v tvare
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N =N, exp(—ln—zt)

12

Pre relativne mnozstvo nerozpadnutych atdbmov dostaneme

N exp(—ln—zt) = exp(— 0,693 12) =0,98 =98 %
N, T, 3432
Priklad 2:

g . b r . 14 238
Vypocitajte, kol’ko atomov sa rozpadne za sekundu v 1 kg izotopu urdnu “,U,

ktorého polcas rozpadu 7;, =4,5. 10° rokov.

RieSenie:
Nech v ¢ase ¢ latka obsahuje N nerozpadnutych atomov. Z tohto poctu sa za Cas dt
rozpadne dN = —-NAdt atobmov. Za jednotku Casu sa rozpadne

7 = —d—N = NA atébmov
dt

Jeden kilomol urdnu %5 U obsahuje N = 6,03.10°® atbmov a ma hmotnost’ 238 kg. 1 kg

. : 6,03.10%° : 3 :
urdnu v ¢ase ¢ = 0 obsahuje N, = ————— atomov. Za jednotku ¢asu sa z nich rozpadne

238
Z =N,/ atomov.

Ked uvéazime stvislost’ medzi rozpadovou konsStantou A a pol¢asom rozpadu T,

_In2 0,693
T, T,

12 1/2

A

v ’ 7 4 238
dostaneme pre pocet rozpadnutych atomov v 1kg urdnu 7;; U

6,03.10%° 0,693

58 raror B0

Z=N,A=

Priklad 3:
Vypocitajte, za aky ¢as ubudne Am = 10 pg radioaktivnej latky, ktorej celkové
mnozstvo bolo my = 50 pg a pol¢as rozpadu radioaktivnej latky je Ty, = 3 min.

RieSenie:
Podla zakona radioaktivnej premeny pre pocet nerozpadnutych jadier N po uplynuti ¢asu ¢

plati

N=N,e™”
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Pretoze hmotnost’ ur¢it¢tho mnozstva radioaktivnej latky je umernd poctu v nej sa
nachadzajtcich atomov, mdzeme rovnicu pisat’ v tvare

=
m=mye "

kde my je pdvodné mnozstvo latky a m je hmotnost’ eSte nerozpadnutych jadier po uplynuti

< , y In2
¢asu t. Rozpadova konsStanta 4 = —.

1/2
Dalej plati

m=m,—Am

Z rovnice vyplyva

-A
=B exp(- 221
m T,
T -
f=—2 M Am
In2 m,

1803 (In40 —1n50) = 58s.

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme ¢ = —

2

ULOHY

1. Urcte zloZenie jadra izotopu prvku, ktory vznikne z urdnu *; U po $tyroch rozpadoch

a advoch rozpadoch f.
[%Rn]
2. 1 g radia vysiela za 1s 3,7.10'° o-Gastic. Néjdite hodnotu Avogadrovej konstanty, ked’

polcas rozpadu radia je 1590 rokov a molarna hmotnost’ radia je 226,05 kg/kmol.
[6,02.10% mol™]

3. Potiatoéné mnozstvo radioaktivneho stroncia  Sr je 1 g a polc¢as rozpadu 30 rokov.
Vypocitajte aktivitu stroncia a urcte, za aky Cas sa rozpadne 5 % povodného poctu
atomov. Molarna hmotnost’ stroncia je M = 89,9 kg/kmol.
[4,907.10" Bq; 7,0.10" s = 2,22 rokov]

4. Zkobaltu ¥Co modzeme ziskat bombardovanim deuterénmi radioaktivny kobalt

%“Co. Je to Bziari¢ s pol¢asom rozpadu 5,3 rokov. Vypoéitajte, kol'ko radioaktivnych

jadier sa nahromadi za Gas 24 hodin, ak viete, e 10* radioaktivnych jadier vznikne za
kazda sekundu.
[8,638.10%]

5. Vypocitajte, aké mnozstvo radia “;sRa je v radioaktivnej rovnovahe s jednym gramom
urdnu %3 U. Pol&as rozpadu urénu je 4,4.10° rokov, poléas rozpadu radia 1590 rokov.

Radioaktivna rovnovdha znamend rovnost’ poctu rozpadnutych atémov za jednotku
asu. Vypoéitajte to isté pre rovnovahu mnoZzstva rédia *;Ra a radénu i Rn s
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10.

11.

12.

pol¢asom rozpadu 3,825 dni.
[3,3.10° g; 2,2.10™" g]
Poléas rozpadu umelo vyrobeného radioaktivneho izotopu 3,Ca je 164 dni. Urcte

aktivitu | pg tohto izotopu.

[6,546.10° s™']

Rédioaktivny preparat ma rozpadovu konstantu 1,44.10_3 h'. Za aky &as sa rozpadne
75 % z povodného poctu atomov?

[40 dni = 3,46.10° 5]

Kol'ko atémov radénu sa rozpadne za 24 hodin z pévodného poétu 10° atémov, ked
polcas rozpadu je 3,82 dni?

[1,66.10°]

Vypocitajte, kol’ko percent urcit¢tho mnozstva radioaktivneho polénia s polcasom
rozpadu 40 minut sa rozpadne za 5 minut.

(8,3 %]

Urcte polcas rozpadu radioaktivnej latky, ak viete, ze sa v priebehu 2 minut zmensi
rozpadom jej mnoZstvo o 20 %.

[371 s]

Vypocitajte kol’ko a-Castic vySle 1 g radia za 1 s. Jeho polCas rozpadu je 1590 rokov a
molarna hmotnost’ 226,05 kg/kmol.

[3,68.10"]

Vypocitajte, aka hruba hlinikovd doska znizi intenzitu ziarenia kobaltového ZiariCa
$9Co na polovicu, ked absorpény koeficient a = 0,153 cm'. ZmenSenie intenzity

Ziarenia dI na vzdialenosti dx v materiali s absorpénym koeficientom « jed! = —Iodx .
[4,53 cm]
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DODATKY

NIEKTORE FYZIKALNE KONSTANTY
Veli¢ina Znac Hodnota - Jednotka
ka v sustave SI

Rychlost’ svetla vo vakuu ¢ 2,99792458.10° m-s’’
Gravitaéna konStanta K 6,673. 107! N-kg'2~m2
Planckova konstanta h 6,62606876.10™" Js
Permitivita vakua &0 8,854187187.10™" F-m’
Permeabilita vakua o 411077 =1256637.10° |H-m
Boltzmannova konS$tanta k 1,3806503.1 0> JK!
Elementarny elektricky naboj e 1,602176462.10™"° C

KTl'udova hmotnost’ elektronu Me 9,10938188.10"" kg

Kludova hmotnost proténu m, |1,67262158.10’ kg

KTl'udova hmotnost’ neutronu my, 1,67492716.107% kg

Atémova hmotnostna jednotka u 1,66053873.1077 kg
Avogadrova konstanta Ny |6,02214199.107 mol”
Faradayova konStanta F 9,64853415.10° C-mol™
Molarna plynova konstanta R 8,314472 J-mol K
Stefanova-Boltzmanova konS$tanta | o 5,6704. 10° Jm?2K*
Bohrov magneton us  |9,27400899.10° Am?
Rydbergova konstanta R 1,097373.10’ m’

* Hodnoty prevzaté z:

MOHR, P.J. — TAYLOR, B.N.: CODATA Recommended Values of the Fundamental Physical Constants:
1998. Reviews of Modern Physics, Vol. 72, No. 2, s. 351-495.
Gaithersburg, USA : National Institute of Standards and Technology (NIST), 2000.

DALSIE KONSTANTY A UDAJE K FYZIKALNYM VYPOCTOM:

Veli¢ina Znacka Hodnota Jednotka
SI

Gravitacné zrychlenie g 9,80665 m-s™
Polomer Zeme Ry 6,378.1 0° m
Hmotnost’ Zeme My 5,98.10* kg
Vzdialenost’ Zem — Mesiac 3,844.1 0® m
Vzdialenost’ Zem - Slnko 1,49598.10" m
Rychlost’ zvuku vo vzduchu pri 20 °C 343 m-s”
Normalny atmosfericky tlak Da 1,01325.10° Pa
Termodynamicka teplota pri 0 °C 273,15 K
Konstanta vo Wienovom zakone b 2,897756.10'3 m-K
Poissonova konstanta (jednoatomovy idealny 1,67
plyn)
Poissonova konstanta (dvojatomovy idedlny K 1,4
plyn)
Elektrénvolt eV 1,602176462.10™" |J
Hmotnost” o - Castice My 6,646.107 kg
Konvenc¢na zrakova vzdialenost’ / 0,25 m
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HUSTOTA [kgm™]:

SPECIFICKA TEPELNA

RELATIVNA PERMITIVITA:

Latka Hodnota KAPACITA [JK'kg':
Hustota vzduchu pri 0 °C |1,2759 Latka Hodnota
Dusik pri 0 °C 1,234 Olovo 0,1.10°
Oxid uhligity 1,951 Mosadz 0,4.10°
Vodik pri 0 °C 0,008895 Platina 0,1339.10°
Petrolej pri 20 °C 760 — 860 Lad 2,1.10° ;
Hustota vody pri 20 °C 998 VOdf‘ 4,19.10
Hustota ortuti pri 20 °C__ | 13 546 Dusik 742
Mosadz 8,6.10° Vzduch 716
Wolfram 1’9,3_ 0 Vodik 10,13.10°
Ocel’ 7,7.10°
Drevo (0,5 —0,8).10°
Med’ 8,9.10°

ABSOLUTNY INDEX LOMU:

Latka Hodnota Latka Hodnota
Vzduch 1,0006 Voda 1,333
Vodik 1,00026 Vzduch 1,00029
Parafin 2 Sklo flintové 1,61 -1,75
Porcelan 6 Sklo korunové 1,52 -1,62
Sklo oby¢ajné 5-7 Plexisklo 1,5
SPEKTRUM ELEKTROMAGNETICKEHO ZIARENIA:

Nazov Frekvencia Vinovi dizka
Striedavé elektrické prady 16 — 10° 18 km — 30 km
Radiové viny 10°— 10" 30 km — 0,03 mm
DIhé viny 1,5.10°—3.10° 2000 m — 1000 m
Stredné viny 0,5.10°-2.10° 600 m — 150 m
Kratke viny 0,6.10"—2.10’ 50m—15m
Vel'mi kratke viny 0,2.10°—3.10° 15m—1m
Mikroviny 3.10°- 10" 1m—0,3 mm
Optické Ziarenie 107 -3.10" 0,3 mm— 10 nm
Infradervené Ziarenie 107 -3,8.10" 0,3 mm — 790 nm
ViditeI'né Ziarenie 3.8.10"%-7.7.10" 790 nm — 390 nm
Stredna Cervena  |4,6.10" 650 nm
Stredna oranzova |5.10™ 600 nm
Stredna ZIta 52.10" 580 nm
Stredna zelena 5,75. 10™ 525 nm
Stredna modra 6,7. 10" 450 nm
Stredna fialova 7.5. 10™ 400 nm
Ultrafialové ziarenie 7,7.1014 ~3.10" 390 nm — 10 nm
Rontgenové Ziarenie 3.10"° —3.10% 10nm—1 pm
Ziarenie gama >10"" <300 pm
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GRECKA ABECEDA:

Nazov Znacka Nazov Znacka
stojaté kurziva stojaté Kurziva
alfa o A a A ni % N % N
beta B B )i B ksi & = & =
gamma y r y r omikron 0 O o 0
delta ) A ) A pi T I1 V4 17
epsilon € E P E o p P o, P
dzéta C Z /4 Z sigma c > o J
éta n H n H tau T T T T
théta 4 ® 4 e ypsilon ) Y ) Y
jota 1 I l 1 fi [0) ) Q @
kappa K K K K chi X X 7 X
lambda A A A A psi % b4 Y ¥
mi u M u M omega ® Q W Q
NASOBKY A DIELY JEDNOTIEK:
Predpona Nasobky Predpona Diely
Nazov Znacka Nazov Znacka
yotta Y 10* deci d 10"
zetta Z 10” centi c 10°
exa E 10" mili m 107
peta P 10° mikro u 10
tera T 10" nano n 10”7
giga G 10’ piko p 107"
mega M 10° femto f 10"
kilo k 10° atto a 10"%
hekto h 10° zepto z 10
deka da 10" yokto y 10%
GONIOMETRICKE FUNKCIE PRE NIEKTORE UHLY:
0 7/6 /4 7/3 z/2 V4 37/2 2z
o
0° 30° 45 ° 60 ° 90 ° 180 ° 270 ° 360 °
sina 0 1/2 V2/2 | B2 1 0 ~1 0
cosa 1 V32 | 22 1/2 0 -1 0 1
tga 0 V3 / 3 1 V3 0 0 0 0
cotgxr 0 J3 J3/3 0 © 0 0
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