
Vy¹etrovanie pru¾nej deformácie

Teoretický úvod

Jednoduché pru¾né deformácie sú deformácia »ahom (tlakom) a deformácia ¹mykom . Popisuje
ich Hookov zákon: priame úèinky pru¾nej deformácie sú priamo úmerné pôsobiacim silám a
naopak. Matematicky je Hookov zákon formulovaný dvoma vz»ahmi

σ = Eε τ = Gα (1)

kde σ { normálové mechanické napätie, E { modul pru¾nosti v »ahu, ε { relatívne predå¾enie,
τ { tangenicálne mechanické napätie, α { relatívne ¹mykové posunutie, G { modul pru¾nosti
v ¹myku.

Deformácia ohybom

V tejto metóde sa vyu¾íva deformácia telies ohybom. Deformácia ohybom je zlo¾itej¹ou formou
deformácie »ahovej (tlakovej). Uva¾ujme rovnorodú tyè s kon¹tantným prierezom po celej
då¾ke, na jednom konci upevnenú a na druhom konci za»a¾enú silou ~F (obr. 1).

obr. 1 obr. 2

Sila pôsobiaca na jej druhom konci vyvoláva jej priehyb. Prehnutie tyèe vplyvom vlastnej
váhy bude veµmi malé, a preto ho mô¾eme zanedba». V ohnutej tyèi bude jedno vlákno, ktorého
då¾ka bude rovnaká, ako v nedeformovanej tyèi. Toto vlákno nazveme neutrálne. Vlákna
nad neutrálnym vláknom sa pri ohybe »ahom predå¾ia, vlákna pod neutrálnym vláknom sa
v dôsledku tlaku skrátia. Závislos» priehybu konca tyèe od ohybovej sily stanovíme na základe
rozboru podmienky statickej rovnováhy sústavy. Analyzujme koncový úsek tyèe då¾ky l − x
(obr. 2). Výsledný moment síl vzhµadom na os O je nulový, tak¾e platí

M − F (l − x) = 0 (2)

kde M je hodnota momentu elastických síl pôsobiacich v rovine rezu. Pre rozbor tohoto
momentu skúmajme deformáciu då¾kového elementutyèe medzi rezom AA' a BB'. Element
tyèe rozdelíme na pozdå¾ne vlákna s prierezom d S. V dôsledku ohybu sú vlákna zakrivené
so spoloèným stredom krivosti S. Ak je r0 polomer krivosti neutrálneho vlákna, je polomer
krivosti µubovoµného vlákna r = r0 + u, kde u je súradnica vlákna vzhµadom na vlákno
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neutrálne (obr. 1), ktorého tvar je popísaný funkciou y = f(x), kde x, y sú pozdå¾na a prieèna
súradnica bodu neutrálneho vlákna. Potom v malom úseku tyèe prislúchajúcom stredovému
uhlu dϕ má neutrálne vlákno då¾ku r0dϕ. Vlákno, ktoré je vo vzdialenosti u nad neutrálnym
vláknom, bude ma» v úseku prislúchajúcom stredovému uhlu d ϕ då¾ku (r0 + u)dϕ. Jeho
relatívne predå¾enie bude

ε =
(r0 + u)dϕ− r0dϕ

r0dϕ
=

udϕ
r0dϕ

=
u

r0

a napätie vlákna bude

σ = Eε = E
u

r0

Pomocou tohoto napätia mô¾eme silu pôsobiacu na plô¹ku o veµkosti adu vo vzdialenosti u
od neutrálneho vlákna (obr. 3) vyjadri» vz»ahom

obr. 3

dF = σadu =
Ea

r0
udu

Vo vzdialenosti −u bude pôsobi» na rovnakú plô¹ku
rovnaká sila, ale opaèného smeru. Výsledný otá-
èavý moment elementárnych síl pôsobiacich v reze
A vzhµadom na pohybovú os je

M =
∫

+b/2

−b/2
udF =

E

r0

∫
+b/2

−b/2
au2du =

E

r0
I

kde

I =
∫

+b/2

−b/2
au2du =

1
12
ab3

je plo¹ný moment zotrvaènosti prierezu tyèe vzhµa-
dom na pohybovú os.

Nech sa prehnutím tyèe zní¾i neutrálne vlákno
o y vo vzdialenosti x od upevneného konca. Polomer krivosti r0 tohoto prehnutia mô¾eme
obecne vyjadri» pomocou y v tvare

r0 =
(1 + y′2)3/2

y′′

kde y′ a y′′ je prvá a druhá derivácia funkcie y = f(x). V prípade, ¾e uva¾ujeme malé pre-
hnutie, mô¾eme y′2 zanedba» voèi 1. Pre polomer krivosti r0 prehuntia tyèe potom dostaneme
vz»ah

r0 =
1
y′′

ktorý dosadením do rovnice (2) dáva diferenciálnu rovnicu

d2y
dx2

=
F

El
(l − x)

Dvojitou integráciou tejto rovnice a uvá¾ením, ¾e v mieste upevnenia je y = 0, upravíme
rie¹enie rovnice na tvar

y =
F

El

(
l − x2

2
− x3

6

)
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Zní¾enie tyèe y1 na konci zá»a¾ovou silou F bude (x = l)

y1 =
Fl3

3EI
(3)

Meranie modulu pru¾nosti v »ahu z priehybu tyèe

Zo vz»ahu (3) platného pre priehyb vodorovnej tyèe pevne votknutej kolmo do zvislej steny
mô¾eme experimentálne urèi» modul pru¾nosti v »ahu E. Keï¾e realizácia takéhoto experi-
mentálneho zariadenia by priná¹ala isté »a¾kosti (pevné votknutie do steny, upevnenie zá»a¾e
na koniec tyèe,. . . ), vyu¾ijeme na zistenie hodnoty E jednoduch¹í spôsob. Polo¾íme vy¹et-
rovanú tyè na dva hroty v rovnakej vý¹ke, medzi ktorými je vzdialenos» L a v strede bu-
deme za»a¾ova» záva¾ím o hmotnosti m. V tomto bode budeme zis»ova» hodnotu priehybu yp
(obr. 4).

Ak porovnáme toto usporiadanie s uspo-

obr. 4

riadaním na obr. 1, vidíme, ¾e ohyb tyèe
na obr. 1 silou F odpovedá ohybu polo-
vice tyèe silou F0/2 na obr. 5. Pre takto
postavené meracie zariadenie v¹ak musíme
upravi» vz»ah (3). Pre jednotlivé velièiny
vo vz»ahu (3) platí

l =
L

2
F =

mg

2
(4)

Dosadením (4) do (3) dostaneme

yp =
mgL

48I E

Po osamostatnení velièiny E a dosadení výrazu pre I dostaneme výsledný vz»ah pre hodnotu E

E =
g L

4a3 b
m

yp
(5)

Zo vz»ahu (5) vyplýva, ¾e priehyb tyèe je priamo úmerný hmotnosti (resp. sile), ktorou je tyè
za»a¾ovaná (Hookov zákon).

Postup merania

1. Meranín urèíme vzdialenos» L podperných hrotov desa»krát. Desa»krát urèíme meraním
prieène rozmery a, b vy¹etrovanej tyèe. Urèíme aritmetické priemery a chyby týchto
velièín.

2. Linearitu závislosti priehybu od hmotnosti zá»a¾e overíme tak, ¾e pre narastajúcu hmot-
nos» zá»a¾e m meriame priehyb tyèe yp. Namerané hodnoty hodnoty vynesieme do grafu
a metódou lineárnej regresie urèíme smernicu priamky yp(m) = km. Podµa vypoèíta-
ných parametrov zakreslíme regresnú priamku do grafu nameraných hodnôt. Meriame
tak, ¾e k východiskovej hmotnosti m1 pridávame záva¾ia s rovnakou hmotnos»ou �m a
meriame príslu¹né priehyby yp i pre desa» rôznych hmotností.
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3. Aritmetické priemery rozmerov L, a, b dosadíme do vz»ahu (5). Za podiel yp/m dosadíme
hodnotu 1/k. Tým urèíme hodnotu meranej velièiny E.

4. Urèíme výslednú chybu meranej velièiny vyplývajúcu z parciálnych príspevkov chýb
jednotlivých priamo meraných velièín.

5. Zis»ovanú hodnotu modulu pru¾nosti E zapí¹eme v tvare

E = �E ± �δE

porovnáme s tabuµkovou hodnotou a v závere analyzujeme príèiny prípadných odchýliek.

4


