
Urèenie momentu zotrvaènosti fyzikálneho kyvadla

Teoretický úvod

Fyzikálnym kyvadlom rozumieme teleso (napr. dosku, tyè), ktoré vykonáva periodický kmitavý
pohyb okolo osi, ktorá neprechádza »a¾iskom. Schématicky je takéto kyvadlo znázornené na obr. 1.
Príèinou jeho pohybu je tia¾ová sila ~G pôsobiaca v »a¾isku telesa. Teleso vychýlené z rovnová¾nej
polohy o uhol α do rovnová¾nej polohy vracia zlo¾ka sily ~Gp

Pohybová rovnica fyzikálneho kyvadla je v tvare

obr. 1

~M = I~ε (1)

kde ~m je vektor momentu sily, prièom jeho smer je toto¾ný
so smerom osi rotácie (kmitania), ~ε je uhlové zrýchlenie a I
je moment zotrvaènosti. Moment zotrvaènosti je skalárna fy-
zikálna velièina, ktorá charakterizuje zotrvaèné úèinky telesa
alebo sústavy hmotných bodov pri rotaènom alebo kmitavom
pohybe vzhµadom na os rotácie (kmitania). Pre sústavu hmot-
ných bodov je de�novaný vz»ahom

I =
n∑
i=1

mir
2
i

kde mi je hmotnos» i=teho hmotného bodu, ri je vzdialenos»
i-teho hmotného bodu od osi otáèania (kmitania). Pre teleso
so spojite rozlo¾enou hmotou je moment zotrvaènosti de�no-
vaný vz»ahom

I =
∫

(M)

r2dm (2)

kde M je hmotnos» daného telesa, r je vzdialenos» hmotného elementu dm od osi rotácie (kmita-
nia). Integrál (2) mô¾eme prepísa» za vyu¾itia vz»ahov d m = % dτ = % dx dy dz na tvar

I =
∫
(V )

r2% dτ =
∫ ...∫
...

∫
r2(x, y, z)%(x, y, z) dxdy dz (3)

kde dτ je objemový element a %(x, y, z) je hustota materiálu telesa v bode (x, y, z) (v prípade
homogénneho telesa je hustota kon¹tantná, %(x, y, z) = %).

Kyvadlo znázornené na obr. 1 vykonáva kmity v rovine nákresne okolo osi O kolmej na nák-
resòu. Veµkos» momentu sily je podµa obrázku daná vz»ahom

M = −Gpd = −G sinαd = −mgd sinα (4)

kde m je hmotnos» telesa, g je tia¾ové zrýchlenie a d je vzdialenos» »a¾iska od osi, okolo ktorej
kyvadlo kmitá. Znamienko - vo vz»ahu (4) vyjadruje tú skutoènos», ¾e sila Gp smeruje v¾dy
do rovnová¾nej polohy.

Veµkos» uhlového zrýchlenia je daná vz»ahom

ε =
d2α
dt2

(5)

Keï rovnicu (1) vyjadríme v skalárnom tvare, teda M = Iε, dosadíme do nej vz»ahy (4) a (5)
prièom nebudeme uva¾ova» tlmenie, dostaneme po úprave pohybovú rovnicu fyzikálneho kyvadla
v tvare

I
d2α
dt2

+mgd sinα = 0 (6)
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Keï vezmeme do úvahy, ¾e pre malé výchylky (do 10 ◦) platí sin α
.
= α a po vydelení momentom

zotrvaènosti I, dostaneme rovnicu
d2α
dt2

+
mgd

I
α = 0 (7)

Rovnica (7) je diferenciálna rovnica 2. rádu s kon¹tantnými koe�cientami. Jej rie¹enie je funkcia,
ktorá popisuje èasovú závislos» uhlovej výchylky a je v tvare

α(t) = α0 cos(ωt+ ϕ0) (8)

kde α(t) je okam¾itá uhlová výchylka v èase t, α0 je maximálna uhlová výchylka z rovnová¾nej
polohy { amplitúda, ϕ0 je poèiatoèná fáza { zaèiatoèná uhlová výchylka, ω je uhlová frekvencia
kmitania. Ak (8) dosadíme do rovnice (7), zistíme, ¾e (8) je rie¹ením (7) vtedy, keï

ω =

√
mgd

I
(9)

Odkiaµ pre periódu kmitania T s vyu¾itím vz»ahu ω = 2π/T vyplýva

T = 2π

√
I

mgd
(10)

Úpravou tohoto vz»ahu mô¾eme pre moment zotrvaènosti písa»

I =
T 2mgd

4π
(11)

Ako je známe z dynamiky tuhého telesa, ak poznáme moment zotrvaènosti rotujúceho telesa
vzhµadom na urèitú os, mô¾eme urèi» moment zotrvaènosti vzhµadom na inú os, ktorá je s òou rov-
nobe¾ná, pomocou Steinerovej vety, ktorá hovorí: Moment zotrvaènosti I telesa vzhµadom na os

neprechádzajúcu »a¾iskom sa rovná momentu zotrvaènosti I0 vzhµadom na os prechádzajúcu »a-

¾iskom, ktorá je s danou osou rovnobe¾ná, zväè¹enému o md2, kde m je hmotnos» telesa a d je

vzájomná vzdialenos» oboch spomínaných osí . Matematicky zapísané

I = I0 +md2 (12)
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Postup merania

Fyzikálne kyvadlo tvorí homogénna kovová doska (najlep¹ie tvaru kvádra), ktorá mô¾e vykonáva»
kmity okolo jednej zo zvolených osí vytvorených britom, ktorý sa dá zaskrutkova» do zvoleného
otvoru. Os je vytvorená dotykovým miestom britu na opornej plo¹ke stojanu. Toto usporiada-
nie umo¾òuje vychýlenie dosky o uhol α0 z jej rovnová¾nej polohy (obr. 2), ktorá po uvoµnení
bude kmita» ako fyzikálne kyvadlo. Vlo¾ením britu do iného otvoru v doske máme mo¾nos» voli»
vzdialenos» osi otáèania dosky od jej »a¾iska.

Úlohou v tomto meraní je zmera» moment zotrvaènosti fyzi-

obr. 2

kálneho kyvadla vzhµadom na os prechádzajúcu »a¾iskom, kol-
mou na zvislú stenu a rovnobe¾nou s osou kmitania. K urèeniu
hodnoty I0 vyu¾ijeme vz»ahy (11) a (12). Pomocou nich do-
staneme

I0 = I −md2 = T 2

4π2
mgd−md2 (13)

Vyberte os kmitania a zmerajte vzdialenos» d oskmitania{
»a¾isko 10 krát. Metódou postupných meraní urète periódu
kmitu fyzikálneho kyvadla vzhµadom na túto vybratú os. Vá-
¾ením zistíte hmotnos» kyvadla 10 krát. Namerané hodnoty
spracujte ako priame merania. Práve uvedené fyzikálne veli-
èiny budete ma» vypracované v tvare

d = �d± �δd
T = �T ± �δT
m = �m± �δm

Pomocou týchto velièín a vz»ahu (13) vypoèítajte strednú
hodnotu I0 pre prvú os

�I0 =
�T 2

4π2
mg �d−m �d2

Chybu merania vypoèítajte ako chybu nepriameho merania pomocou parciálnych príspevkov
chýb priamo meraných velièín

�δI0 =

√(
∂I0(d, T,m)

∂d

∣∣∣∣
�d, �T , �m

)2

(�δd)2 +

(
∂I0(d, T,m)

∂T

∣∣∣∣
�d, �T , �m

)2

(�δT )2 +

(
∂I0(d, T,m)

∂m

∣∣∣∣
�d, �T , �m

)2

(�δm)2

(14)
Hodnotu momentu zotrvaènosti pre danú os zapí¹te v tvare

I0 = �I0 ± �δI0 (15)

Získanú hodnotu momentu zotrvaènosti porovnajte s teoreticky vypoèítanou hodnotou pre ky-
vadlo, na ktorom ste merali. Najprv v¹ak treba odvodi» vz»ah pre moment zotrvaènosti homogénnej
(kovovej) dosky obdå¾nikového tvaru (t.j. kváder) vzhµadom na os, ktorá prechádza »a¾iskom a je
na stenu tejto dosky kolmá. Vyu¾ijeme na to vz»ah (2), resp. (3). Uva¾ovanú dosku orientujme
vzhµadom na súradnicovú sústavu podµa obr. 3. V na¹om prípade os, voèi ktorej moment zotrvaè-
nosti I0 urèujeme, je toto¾ná s osou z (kolmá na nákresòu). Moment zotrvaènosti pre ¹tvr» dosky
(èas» nachádzajúca sa v prvom kvadrante) vyjadríme podµa de�nície

I0
4

=

a/2∫
0

b/2∫
0

(x2 + y2)
M

S
dS =

a/2∫
0

b/2∫
0

(x2 + y2)
M

ab
dxdy =

M

ab

a/2∫
0

b/2∫
0

(x2 + y2)dxdy =

= . . . =
1
48
M(a2 + b2)
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Pre plo¹nú hustotu sme pou¾ili vz»ah

%S =
M

S
=

dm
S

=
dm
dxdy

a z neho sme vyjadrili hmotnos» nekoneène malého elementu d m. Plocha tohoto elementu je
dS=dxdy a jeho poloha vzhµadom na uva¾ovanú os je r2 = x2 + y2. Rozmery celej dosky sú dané
stranami a, b. Hµadaný moment zotrvaènosti potom bude

I0 =
1
12
M(a2 + b2) (16)

kde M je hmotnos» dosky.

obr. 3

Úlohy

1. Vyberte tri osi, vzhµadom na ktoré bude kmita» fyzikálne kyvadlo

2. Zmerajte pre ka¾dú os vzdialenos» os{»a¾isko.

3. Metódou postupných meraní urète periódu kmitu pre ka¾dú os.

4. Spracujte namerané hodnoty.

5. Pomocou vz»ahu (13) vypoèítajte moment zotrvaènosti vzhµadom na os prechádzajúcu »a-
¾iskom pre ka¾dú os.

6. Pomocou vz»ahu (14) vypoèítajte chybu merania pre moment zotrvaènosti.

7. Výsledok zapí¹te v tvare 15 (získate tri hodnoty).

8. Pomocou vz»ahu (16) vypoèítajte teoretickú hodnotu momentu zotrvaènosti.

9. Ka¾dú hodnotu získanú meraním porovnajte s teoretickou hodnotou a zhodnoïte vznik a
príèinu prípadných odchýliek.

Kontrolné otázky

1. Èo je to fyzikálne kyvadlo? Napí¹te a vysvetlite jeho pohybovú rovnicu.

2. De�nujte moment zotrvaènosti vzhµadom na danú os.

3. Napí¹te a vysvetlite Steinerovu vetu.

4. Preèo po¾adujeme, aby fyzikálne kyvadlo kmitalo len pri malých uhlových výchylkách
(α0 < 10◦)?
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