Teoreticky uvod

Meranie-ur¢ovanie ¢iselnej hodnoty fyzikalnej velic¢iny. Visledkom merania je zaokrithlené
redlne ¢islo, pocet desatinnych miest zodpoveda presnosti tidaja. Presnost merania je dalej
uréend chybou merania. Merania rozdelujeme na priame a nepriame.

Chyby merania delime na dva druhy.

e sustavnd-pri opakovanom merani sa uplatni rovnakou mierou
e ndhodnd-pri opakovani merania sa nadhodne meni

Celkova chyba merania je potom urcend suc¢tom chyby stustavnej a ndhodnej.
Ststavna chyba mé pri¢inu v nepresnosti meracich pristrojov, ndhodnt chybu mézeme
zmen$it opakovanim merania.

Statistické spracovanie nameranych vysledkov

Nech z je fyzikalna veli¢ina a n nech je pocet jej merani. S tychto hodnét zostrojime his-
togram (Obr. 1). Ten znazornuje pocetnost ziskanych vysledkov. Os x predstavuje hodnoty
meranej veli¢iny x. T rozdelime na malé intervaly a nad kazdym intervalom zostrojime ob-
dlznik o vyske rovnej relativnej pocetnosti vyskytu vysledkov z daného intervalu. Je zrejmé,
ze skutoéna hodnota meranej veli¢iny sa nachddza v blizkosti maxima histogramu, pricom
pravdepodobnost vyskytu znacne odlisnych vysledkov rychle klesa.
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Obr. 1: Histogram zostaveny z nameranych hodnot velicniy x

Pri zvac¢sovani po¢tu merani n sa spresnuje informacia o hodnote meranej veli¢iny. Ak
"zalimitime” n — oo a Ax = x; — x;,_1 — 0, dostaneme namiesto histogramu spojitu krivku,
nazyvame ju hustota pravdepodobnosti rozdelenia f(z). Integraciou funkcie f(x) v rozsahu od
x1 po x9 dostavame pravdepodobnost toho, ze merana veli¢ina bude lezat v intervale (z1, z2)
(Obr. 2). Véésina merania odpoveda Gaussovemu normdlnemu rozdeleniu pravdepodobnosti.
Pre merania vtedy plati:

e vysledky merania mozu nadobudat spojité spektrum hodndt

e pri vysokom poéte merani maji chyby opa¢ného znamienka rovnakt pravdepodobnost



e s rastom chyby klesé pravdepodobnost jej vyskytu
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Obr. 2: Funkcie normdlneho rozdelenia pre rovnaké hodnoty
strednej hodnoty a dve rozne hodnoty disperzie

Funkcia hustoty pravdepodobnosti normalneho rozdelenia ma tvar
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je stredna hodnota veli¢iny = a reprezentuje (spravnu) hodnotu veli¢iny X a
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je disperzia (rozptyl) meranej veli¢iny a savisi so Sirkou rozdelovacej funkcie. Veli¢ina §, je
strednd kvadratickd chyba a udava, ako st rozptylené merané hodnoty veli¢iny okolo strednej
hodnoty X. Ak vymedzime interval (X —Dz, X+Dz)(Obr. 3), potom veli¢ina P(Dx) vyjadruje
pravdepodobnost, Ze ndhodné veli¢ina padne do tohoto intervalu. Veli¢ina P sa nazyva miera
spolahlivosti (udava sa ako ¢islo z intervalu (0,1) alebo v %), prislusny interval sa nazyva
interval spolahlivosti a hodnota Dz predstavuje nahodnt chybu merania pre dant mieru
spolahlivosti. Tato chyba suvisi s ¢, vztahom

Dz = t,0, (4)

kde koeficient ¢, sa urci integraciou funkcie (1). Kedze vypocet tohoto integralu je pomerne
zlozity a zdlhavy, pre praktické pripady mozno najst hodnoty koeficientov v tabulkach.
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Obr. 3: K urceniu miery spolahlivosti

Prakticky postup pri meraniach

Ciele kazdého merania (aspon na laboratérnych cvic¢eniach) mézeme rozlozit na
e Co najviac sa priblizit k spravnej hodnote X meranej fyzikalnej veli¢iny X
e pre pozadovant mieru spolahlivosti P urcit interval spolahlivosti merania

Je zrejmé, Ze v pri realizcii merania nemozeme dosiahnut nekoneény pocet merani pre ur-
¢enie hodndt X a d,. S pouzitim Statistiky mozeme vSak tieto hodnoty urcit s obmedzenou
presnostou so stiboru pozostavajiceho z koneéného po¢tu merani.

Ak meranim fyzikalnej veli¢iny ziskame subor namerangch hodnét x;, i = 1,...,n potom
hodnote X sa pouzitim tohoto stiboru najviac blizi hodnota, ktorti nazyvame aritmeticky
priemer, oznac¢ime ju X,, a vypocitame ju pomocou vztahu
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Rozptyl merania chrakterizuje strednd kvadratickd ochylka merania. T uréime pomocou
vztahu
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Hodnoty X,, a 0, zévisia od konkrétneho stboru nameranych hodnét a maja teda tiez

nédhodny charakter. Keby sme merali vela takychto stiborov, pre kazdy uréili tito dvojicu
hodnét, potom moZno dokazat, ze plati

(Xn) = X (7)
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kde symbol (.) znamena stredni hodnotu. Vzhladom na vzfah je ucelné zaviest standardni
odchyjlku merania vztahom

n

n—1:
pre ktora plati vzhladom na vztah (6) a (7) (Szn) > 6,.

Ak pouzijeme najpravdepodobnejsiu hodnotu X, ako vysledok merania, zaujima nés, ako
presne tato hodnota vystihuje spravnu hodnotu X. Kedze X,, je tiez ndhodnou veli¢inou, zau-
jima nds jej disperzia. Mozno dokdzat, ze ak pre meranie veli¢iny = plati normalne rozdelenie
s disperziou 62, potom pre hodnoty X,, plati tieZ normalne rozdelenie, ale s n-krat mensou
disperziou, takze strednd kvadratickd chyba aritmetického priemeru je urcend vztahom
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Aritmeticky priemer tak ovela lepsie vystihuje spravnu hodnotu ako jednotlivé merania. In-
terval spolahlivosti (resp. ndhodnt chybu merania) uréime pre pozadovanu spolahlivost P
podla vzfahu (4) s tym, Ze namiesto §, pouzijeme 0(X,,).

Pri redlnom merani na laboratérnych cviceniach vSak nemozeme ziskat velké mnoZstvo
opakovanych stiborov (najmé kvoli ¢asovej naroc¢nosti). Uspokojime sa teda s jednym stbo-
rom. Z toho dovodu nemozeme uréit stedné hodnoty (7) a (8). Vo vztahu (10) pouzijeme
namiesto strednej hodnoty standardnej odchylky hodnotu ziskant z jediného stiboru, takze

I(X,) = 0y resp. 06X, = (Szm) (10)

(Xn — 2;)? (11)
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s tym, ze veli¢inu 5(Xn) stanovujeme s obmedzenou presnostou, ktord stvisi s disperziou
Standardnej odchylky

(Sen) pre n>>1 (12)
Relativna presnost hodnoty §(X,,) stanovenej podla (11) odpoveda podla (12) hodnote
1/4/2(n — 1), ¢o napriklad pre n = 10 znamené 24%, pre n = 50 10%. Z toho vyplyva, ze
pri beznych poétoch opakovanych merani n < 100 mé zmysel udavat chybu iba na jedno
desatinné miesto.

Nakolko §(X,,) stanovena podla (11) je priaznivejSia (mensia) ako spravna hodnota podla
(10), musime tuto skuto¢nost respektovat pri uréovani intervalu spolahlivosti (resp. ndhodne;j
chyby merania). Pre dant mieru spolahlivosti P a pre dany poc¢et merani n uré¢ime polosirku
intervalu spolahlivosti zo vztahu

Dz, = 75P,7L\J n(’l’Ll—l Z(Xn - xi)z (13)
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kde tp, sa nazyva Studentov koeficient. Okrem normalneho rozdelenia respektuje aj konec¢ny
pocet merani a jeho hodnoty st pre vybrané pripady s tabulkované a mozno ich ndjst v
literattre. My budeme pri meraniach pocitat chybu merania pre mieru spolahlivosti priblizne
0.67, teda tak, aby hodnota tp, = 1.



Vysledok merania uvaddzame v tvare
X = X,, £ (Dzs + Dxy,) (14)

pricom spravne zaokrihlime chybu merania a udame rovnaky pocet desatinnych miest pre
aritmeticky priemer i chybu, napr. L = (1.02 £ 0.03)10? m.

Vyhodnotenie nepriameho merania

Pri nepriamom merani ur¢ujeme hodnotu pozadovanej fyzikaalnej veli¢iny vypoc¢tom z hodnét
meranych veliéin.

Uvazujme veli¢inu A uréent funkciou A=f(z1,22,...,2y), kde z1 = T1 £ dz1, 22 =
ZTo £ dxs, ... sil priamo merané a Statisticky vyhodnotené veli¢iny. Ak si Z1, Zs, ... najprav-
depodobnejsie hodnoty (aritmetické priemery) priamo meranych veli¢in, potom najpravdepo-
dobnejsia hodnota veli¢iny A je uréend vztahom

A:f(.f‘l,fg,...) (15)

Disperzia veli¢iny A je dana stctom prispevkov od jednotlivych priamo meranych veli¢in
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kde parcidlne derivacie si vycislené dosadenim aritmetickych priemerov. Zo stanovenej dis-

perzie, resp. strednej kvadratickej chyby §A uréime uz zndmym spésobom pre dani mieru
spolahlivosti P ndhodnii chybu DA veli¢iny A.

Priklad: Ako priklad si teda vezmeme meranie objemu val¢eka. Meraf budeme dve neza-
vislé veli¢iny, priemer d a vysku h valéeka. Objem vypocitame pomocou vztahu
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Budeme sa snazit ur¢it objem v tvare
V=V DV

Dosadme teda vzfah (17) do vztahu (16). Dostaneme

SV — J la(n d2h/4)
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Teraz nam uz staci len vypoctom ziskat hodnoty h, d, 6h a dd. Tie ziskame pouzitim vztahov
(5) a (11). Dosadenim do (18) vy¢islime hodnotu chyby DV'.
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Predpokladajme, Ze meranim priemeru a vysky sme ziskali nasledujice tabulky hodnot.



¢. merania | d;, mm | d—d;, mm | (d — d;)?, 1073 mm?
1 36.125 -0.0417 1.74
2 35.954 0.1293 16.72
3 36.011 0.723 5.23
4 36.098 -0.0147 0.22
5 35.976 0.1073 11.51
6 36.284 -0.2007 40.28
7 35.900 0.1833 33.60
8 36.341 | -0.2577 66.40
9 36.253 | -0.1697 28.80
10 35.891 0.1923 37.00

Hodnota d vypoéitame pomocou vztahu (5). Dostaneme
1 X
d=15 ;di = 36.083 mm

Hodnotu dd vypocitame pomocu vztahu (11).

21(d — d;)?

=1.638 1073
1010 — 1) 638 107° mm

0d =

Po zaokrihleni mozeme pre priemer valceka pisat
d = (36.083 £ 0.002) mm

Pre vysku nech sme namerali hodnoty uvedené v nasledujicej tabulke

¢. merania | h;, mm | h—h;, mm | (h — h;)%, 1073 mm?
1 112.297 | -0.2129 45.33
2 111.994 0.0901 8.12
3 112.204 -0.1199 14.38
4 111.998 0.0861 7.41
5 112.076 0.0081 0.07
6 112.184 -0.0999 10.00
7 112.003 0.0811 6.58
8 112.141 -0.569 3.24
9 112.053 0.0311 1.00
10 111.891 0.1931 37.30

Podobnym postupom ako v pripade priemeru by sme urcili
h = (112.084 £+ 0.001)mm
Pre V a DV ziskame po dosadeni h, d, §h a éd do vztahov (17) a (19)

V = (114614, 2931 + 0.0001) mm®



