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MATEMATICKÉ KYVADLO

Teoretický rozbor

Matematické kyvadlo je teleso s hmotnos•ou m zavesené na závese dåžky r, ktorého
hmotnos• je zanedbate¾ná voèi hmotnosti telesa. Pri vychýlení tohoto telesa z rovnovážnej
polohy o uhol f môžeme pohyb kyvadla popísa• nasledovne:
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Polohový vektor r, urèujúci v karteziánskej súradnicovej sústave okamžitú polohu
•ažiska telesa m, možno vyjadri• pomocou jednotkových smerových vektorov i a j
nasledovne

r = r(icosf + jsinf).
Moment M gravitaènej sily G = mgi vtedy bude

M = r ´ G = - kmgr sinf . (1)

Moment gravitaènej sily M vyjadríme pomocou momentu hybnosti telesa L nasledovne
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Porovnaním (1) a (2) dostaneme pre uhlovú odchýlku kyvadla f diferenciálnu rovnicu
druhého rádu
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Pre kmity s malou amplitúdou použijeme pre zjednoduðenie rieðenia tejto rovnice
aproximáciu
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sinf @ f (3)

a dostaneme rovnicu:
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Je to pohybová rovnica harmonického oscilátora s uhlovou frekvenciou w
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Vidíme, že ve¾kos• gravitaèného zrýchlenia g je pre toto kyvadlo funkciou jeho
periódy T a dåžky r
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Tento vz•ah platí pre malé uhlové odchýlky f matematického kyvadla, pre ktoré je
možné použi• aproximáciu (3), t.j. približne do pä• stupòov uhlovej odchýlky. Pri väèðích
hodnotách f nie sú hodnoty gravitaèného zrýchlenia g v zhode so vz•ahom (4).

Pri analýze pohybu matematického kyvadla sme neuvažovali o brzdnej sile, ktorá tlmí
pohyb tohto oscilátora. Jej zdrojom je hlavne odpor vzduchu. V dôsledku pôsobenia
brzdnej sily dochádza k postupnému zmenðovaniu amplitúdy kyvadla. Podrobný rozbor
tohto pohybu tu nebudeme prevádza•, využijeme len analógiu s pohybom tlmeného
lineárneho harmonického oscilátora. Z nej vyplýva, že amplitúda uhlovej odchýlky
tlmených kmitov F matematického kyvadla klesá exponenciálne s èasom
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kde F0 je poèiatoèná amplitúda v dobe t = 0 s a konðtanta d urèuje rýchlos• poklesu
amplitúdy.

Hodnota koeficientu tlmenia d charakterizuje vplyv brzdnej sily na pohyb oscilátora.
Odhadneme ho pomocou nasledovnej úvahy. Vyjadríme pomer dvoch po sebe
nasledujúcich amplitúd kmitov kyvadla:

Amplitúda kmitov v dobe t = T1 bude
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Amplitúda kmitov v dobe t = T2 = T1 + T bude
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kde T je perióda kmitov oscilátora. Koeficient tlmenia d bude
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Z tohto vz•ahu je zrejmé, že pre pomer amplitúd kmitov kyvadla v dobe t=T1

(amplitúdu oznaèíme F(T1)) a po k kmitoch v dobe t = T1+kT (amplitúda bude F(kT))
platí

ä
(kT)

)(T
kT

=F
F 1ln

1
. (5)

Úlohy

1. Zmerajte pre dané matematické kyvadlo jeho periódu T a dåžku r.
2. Vypoèítajte gravitaèné zrýchlenie a ðtandartnú odchýlku merania s(g).
3. Urète skreslenie hodnoty g pri meraní s ve¾kými amplitúdami kmitov.
4. Urète koeficient tlmenia d.

Postup

Periódu kmitov kyvadla urèíme pomocou opakovaných meraní doby 30 kmitov
kyvadla. Meranie opakujeme aspoò desa• krát. Pri meraní dbáme na splnenie podmienky
minimálnej amplitúdy výchylky. Oce¾ovým meradlom zmeriame dåžku kyvadla r
(vzdialenos• od závesu do •ažiska telesa). Pomocou rovnice (4) urèíme gravitaèné
zrýchlenie v mieste experimentu. Štandartnú odchýlku s(T) do výpoètu chyby merania
urèíme z priamych opakovaných meraní periódy T a chybu merania dåžky kyvadla s(r)
odhadneme pod¾a použitého meradla.

V úlohe 3 nastavíme amplitúdu výchylky matematického kyvadla na 15 a potom na 30
stupòov. Rieðenie pohybovej rovnice kyvadla s aproximáciou (3) je teraz za•ažené chybou.
Hodnotu gravitaèného zrýchlenia g urèíme pri týchto výchylkách podobne ako v úlohe 2.
Vyhodnotíme odchýlky takto urèených hodnôt g od výsledkov merania v predchádzajúcej
úlohe, kedy nebolo rieðenie pohybovej rovnice kyvadla výrazne poðkodené použitím
aproximácie.

V úlohe 4 nastavíme uhlovú odchýlku kyvadla znovu na 5 stupòov. Urèíme poèet
kmitov k matematického kyvadla, pri ktorom poklesne amplitúda jeho kmitov o jeden
stupeò (výsledná amplitúda výchylky poklesne na 4 stupne). Hodnotu koeficientu d urèíme
pomocou rovnice (5). Meranie zopakujeme pri rôznych hodnotách poèiatoènej výchylky
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kyvadla, resp. pri poklese amplitúdy o 2 stupne. Ako hodnotu periódy T použijeme
v rovnici (5) výsledok úlohy 1. Predpokladáme pritom, že perióda tlmených kmitov sa
v priebehu tohto merania výrazne nezmení v porovnaní s periódou netlmených kmitov
kyvadla.
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