MATEMATICKE KYVADLO

Teoreticky rozbor

Matematické kyvadlo je teleso s hmotnostou m zavesené na zavese dizky r, ktorého
hmotnost je zanedbatel’na vo¢i hmotnosti telesa. Pri vychyleni tohoto telesa z rovnovazne
polohy o uhol ¢ mézeme pohyb kyvadla popisat’ nasledovne:
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Polohovy vektor r, urc¢ujuci v kartezianskej saradnicove sistave okamziti polohu
taziska telesa  m, mozno vyjadrit pomocou jednotkovych smerovych vektorov ia |
nasledovne

r =r(icosg + jSing).
Moment M gravitacngj sily G = mgi vtedy bude
M=r1x G =-kmgrsing . (1)
Moment gravitacng sily M vyjadrime pomocou momentu hybnosti telesa L nasledovne
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Porovnanim (1) a (2) dostaneme pre uhlova odchylku kyvadla ¢ diferencialnu rovnicu
druhého radu
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Pre kmity smalou amplitaidou pouzijeme pre zjednodusenie riesenia tejto rovnice
aproximaciu
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adostaneme rovnicu:
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Je to pohybova rovnica harmonického oscilatora s uhlovou frekvenciou
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Vidime, ze velkost’ gravitatného zrychlenia g je pre toto kyvadlo funkciou jeho
periody T adizky r

9=, r)=(2—fj2 r. (4)

Tento vztah plati pre malé uhlové odchylky ¢ matematického kyvadla, pre ktoré je
mozné pouzit’ aproximaciu (3), t.j. priblizne do pat’ stupnov uhlovej odchylky. Pri vacsich
hodnotach ¢ nie s hodnoty gravitatného zrychleniag v zhode so vzt'ahom (4).

Pri analyze pohybu matematického kyvadla sme neuvazovali o brzdneg sile, ktora timi
pohyb tohto oscilatora. Jg zdrojom je hlavne odpor vzduchu. V doésledku pdsobenia
brzdng sily dochadza k postupnému zmensovaniu amplitady kyvadla. Podrobny rozbor
tohto pohybu tu nebudeme prevadzat, vyuzijeme len anaégiu s pohybom timeného
linearneho harmonického oscilatora. Z ng vyplyva, ze amplitada uhlove odchylky
tiImenych kmitov @ matematického kyvadla klesa exponencialne s casom

D=p,e°",
kde @, je pociatocna amplituda v dobe t = 0 s akonstanta ¢ uréuje rychlost poklesu
amplitady.

Hodnota koeficientu timenia 6 charakterizuje vplyv brzdng sily na pohyb oscilatora.
Odhadneme ho pomocou nasledovng uvahy. Vyjadrime pomer dvoch po sebe
nasledujacich amplitad kmitov kyvadla:

Amplitada kmitov v dobet = T; bude

O(T)=d,e’".

Amplitadakmitovv dobe t=T,=T;+T bude

(T,)=d,6°"
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kde T je perioda kmitov oscilatora. Koeficient timenia 6 bude

T &(1,)
Z tohto vztahu je zrggmé, Zze pre pomer amplitad kmitov kyvadla v dobe t=T;
(amplitadu oznatime @(7;)) a po k kmitoch v dobe t = T;+kT (amplitada bude @&(kT7))
plati
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Ulohy

1. Zmergjte pre dané matematické kyvadlo jeho periodu T adizkurr.

2. Vypocitgte gravitacné zrychlenie a standartni odchylku merania s(g).

3. Urcte skreslenie hodnoty g pri merani s vel'kymi amplitidami kmitov.

4. Urcte koeficient timenia 6.

Postup

Periodu kmitov kyvadla ur¢ime pomocou opakovanych merani doby 30 kmitov
kyvadla. Meranie opakujeme aspon desat’ krat. Pri merani dbame na splnenie podmienky
minimalng amplitady vychylky. Ocelovym meradiom zmeriame dizku kyvadla r
(vzdidenost od zavesu do taziska telesa). Pomocou rovnice (4) urc¢ime gravitatné
zrychlenie v mieste experimentu. Standartna odchylku s(T) do vypoctu chyby merania
uréime z priamych opakovanych merani periédy T a chybu merania dizky kyvadla s(r)
odhadneme podra pouzitého meradla.

V ulohe 3 nastavime amplitudu vychylky matematického kyvadla na 15 a potom na 30
stupnov. Riesenie pohybove rovnice kyvadla s aproximaciou (3) je teraz zat'azené chybou.
Hodnotu gravitacného zrychlenia g uréime pri tychto vychylkach podobne ako v tulohe 2.
Vyhodnotime odchylky takto uré¢enych hodnét g od vysledkov merania v predchadzajiacey
ulohe, kedy nebolo riesenie pohybove rovnice kyvadla vyrazne poskodené pouzitim
aproximacie.

V ulohe 4 nastavime uhlova odchylku kyvadla znovu na 5 stupnov. Uréime pocet
kmitov k matematického kyvadla, pri ktorom poklesne amplitada jeho kmitov o jeden
stupen (vysledna amplitada vychylky poklesne na 4 stupne). Hodnotu koeficientu & uréime
pomocou rovnice (5). Meranie zopakujeme pri ré6znych hodnotach pociatocng vychylky



kyvadla, resp. pri poklese amplitady o 2 stupne. Ako hodnotu periody T pouzijeme
vrovnici (5) vysledok ulohy 1. Predpokladame pritom, Zze perioda timenych kmitov sa
v priebehu tohto merania vyrazne nezmeni v porovnani speriodou netlmenych kmitov
kyvadla.
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