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Uvod

Fyzika ako predmet je pre mnohych Studentov vel'mi naroc¢na, pretoze preberané témy
st pre viacerych Studentov abstraktné a je pre nich tazké (niekedy az nemozné) predstavit’ si
dany dej. Suvisi to stym, ze mnohi Studenti nemaju v dostato¢nej miere vybudované
abstraktné myslenie. Predkladand ucebnica pontka prezenticiu a analyzu jednotlivych
zékladnych casti fyziky ndzornym sposobom, ked’Zze je obsahovo zamerani na fyzikalne
videoanalyzy a simulacie redlnych dejov.

Obsahom prvej casti knihy je hlavne mechanika hmotného bodu a tuhého telesa
spajana s pohybom telesa, popis a analyza pohybu, modelovanie fyzikalnych zavislosti.

Druhé Cast’ knihy pontka numerické vypocty realnych fyzikalnych dejov popisanych
diferencialnymi rovnicami v jazyku Pascal.

Kniha je rozdelen4 nasledovne: po uvodnej Casti nasleduje opis programu Tracker
aprace v danom programe. 1. az 3. kapitola sa zaobera mechanikou hmotného bodu a je
rozdelena na kinematiku s doslednym popisom zakladnych druhov pohybov a dynamiku
rozoberajucu pri¢iny vzniku pohybu. 3. Kapitola sa zameriava na trecie sily. Vo 4. kapitole su
zakladné zakony gravitaéného pol'a s rieSenim pohybov v gravitatnom poli Zeme a Slnka.
V 5. kapitole su zaklady dynamiky ststavy hmotnych bodov a tuhého telesa. Predmetom 6.
kapitoly je mechanika kvapalin, 7. kapitola rozoberd kmitavy pohyb telies. V dalSich
kapitolach nasleduje teoreticky popis pohybu a modelovanie ¢asovych zavislosti fyzikalnych
veli¢in. 8 kapitola sa zaobera modelovanim realnych dejov v programe Tracker.

Dalgia ¢ast knihy v 9. kapitole poskytuje zakladné informéacie tykajice sa
programovacieho vyvojového prostredia Delphi a Lazarus. V ramci knihy sa predpokladaja
zéklady jazyka Pascal. Nachadza sa tu aj vypis procedury Grafy na jednoduchsie
vykresl'ovanie vypocitanych vysledkov. Nasledujiica kapitola je venovana rieSeniu sustav
s viacerymi neznamymi klasickymi vypoctami: Gaussova eliminacna a LU metdda a tiez
itera¢né metody ako je Jacobiho a Gauss-Siedelova metéda. Okrem roznych vyuZiti je tu tiez
vysvetlena metdda najmenSich Stvorcov. Posledna 10. kapitola je venovanad numerickému
rieSeniu diferencialnych rovnic o jednej neznamej. Postupne sa prechadza cez jednotlivé
numerické metdody od najjednoduchsej Eulerovej metdody k metddam Runge-Kutta a tiez
metdde prediktor-korektor. V ramci kapitol sa riesia viaceré priklady, ktoré boli rieSené aj
pomocou programu Tracker v predchadzajucich kapitolach. Ku kazdému prikladu je aj vypis
programu s vysvetlivkami.

Teoretické postupy v jednotlivych kapitolach sprevadzaju riesené priklady, ktoré maju
za Ulohu ukézat’ aplikdciu tedrie na rieSenie konkrétneho problému. Literatira uvedena
v zavere knihy predstavuje nielen literatiru, z ktorej bolo Cerpané pri zostavovani danej
ucebnice, ale aj literatiru odporacant na hlbsie Stadium.

Po precitani danej uCebnice by mal Student byt schopny urobit’ zakladnt fyzikalnu
analyzu zosnimaného deja, urcit’ jednotlivé fyzikélne veli¢iny popisujuce dany dej, analyticky
popisat’ Casové zavislosti fyzikdlnych veliin a vytvorit matematicky model, ktory co
najlepSie popiSe Casovy priebeh pohybu vySetrovaného telesa.

Tato kniha je urcend hlavne pre Studentov bakalarskych a inzinierskych Studijnych
programov s jednosemestralnym zakladnym kurzom fyziky na Zilinskej Univerzite
(so zameranim hlavne na S$tudentov SvF, PEDaS, FBI (predmet Kapitoly z fyziky
a Numerické modelovanie realnych procesov)), ale aj pre vsetkych, ktori maju zaujem
0 Studium tejto vedy.

Podiel autorov na ucebnici je nasledujuci: kapitolu Praca v programe Tracker
a kapitoly 1 — 3, 5 — 8 pripravil doc. PaedDr. Peter Hockicko, PhD., kapitoly 4, 9 — 11
pripravil doc. RNDr. Jozef Kudel¢ik, PhD., ivod bol pripraveny spolo¢ne.
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V prilohe tejto vysokoskolskej ucebnice je DVD so zosnimanymi videami
a fotografiami, na ktor¢ sa pri analyze dejov odvoldvame (zdroj pre rieSenie prikladov).

Z naSich doterajSich vyskumov realizovanych v ramci projektov KEGA ¢. 075-
0082U-4/2010 a 0352U-4/2012 vyplynulo, Ze $tudenti, ktori pracovali s videoanalyzami
v programe Tracker dosiahli Statisticky vyznamne lepSie vysledky vo vedomostiach z fyziky
ako Studenti, ktori pracovali na vypocétovych cviceniach §tandardnym sposobom. V zmysle
Bloomovej taxonémie poznavacich cielov predkladand ucebnica pomaha riesit’ problémové
ulohy a rozvijat' poznavanie $tudentov na vys$ich Grovniach osvojenia si poznatkov a to
hlavne na urovni aplikacia, analyza, syntéza a hodnotenie.

Radi by sme sa pod’akovali odbornym recenzentom doc. RNDr. Marianovi KireSovi,
PhD. a doc. PaedDr. Lubosovi Kristakovi, PhD. za pozorné preéitanie rukopisu, ich navrhy
a pripomienky, ktoré prispeli k skvalitneniu tejto vysokoskolskej ucebnice.

Zvlastne pod’akovanie patri doc. Ing. Igorovi Jamnickému, CSc. za pouzitie dvoch
uloh, ktoré su riesené spolo¢ne na predmete Modelovanie realnych procesov.

Autori
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Praca v programe Tracker

Program Tracker je volne SiriteI'ny a stiahnutel'ny program vytvoreny na platforme
Open Source Physics (http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/). Pre spravne fungovanie
momentalnej a starSich verzii je potrebné mat’ v pocitaci nainstalované programy QuickTime
aJava (32-bitova verzia), aktualna verzia programu je 4.86 avSak autori neustale pracuju
na zdokonal'ovani daného programu.

Po nains$talovani programu a jeho prvom otvoreni sa mézeme presvedcit’ o spravnom
fungovani programu (Obr. 0.1): Pomocnik — Diagnostics - 0 Jave/ O QuickTime / O programe
Xuggle, pokial’ si vSetky komponenty nainstalované, program by mal fungovat’ spravne,
presved¢ime sa o tak, Ze klikneme na Video — Importovat’ a vlozime video subor (program
akceptuje formaty avi, mov, mp4, flv, wmv, ogg) a sktisime ho prehrat’ kliknutim na zelent
Sipku v lavo dole. Pokial’ sa video spusti a prehrdva sa, je predpoklad, Ze program je
nainstalovany spravne amoéze sa zacat ndsledna analyza. (Program taktiez obsahuje
prehl’'adny help: Pomocnik — Zaciname ... alebo Tracker Napoved'...).

Y Tracker =aae X
Sdibor Upravit' Video Stopy siradnicovy systém Okno Pomocnik\
S H [ % | B W- L | xyort = ¢ Zechame- o A A4 A& BEBC
| Tracker Napoved'... Ctrl-H
v Tracker README... vyuZivana pamét: 29MB o 247MB
z [ | q
Hlavny nahl'ad na video | ¥ Zobrazit' tipy ¥ i:, -
Na zaciatku Vyberte Stibor|O o s 3] Sprava Priniaseni z
‘ gnos | oprdua b Inaseale —oE Graf pozorovanych dat sa objavi tu
| OTrackeri... ‘ 0 Jave ...
O QuickTime ...
O programe Xuggle...
About Threads...
av
a

Tabul'ka pozorovanych dat sa objavi tu.

[otvorit alebao impartavat video aleho ohrazok k analyze|

000 100%5 o> CJ SO

| untitied |

Obr. 0.1 Otvorenie programu Tracker a overenie jeho funkénosti

Po vloZeni videa do programu je potrebné dané video nakalibrovat,, aby ziskané tidaje
predstavovali realne fyzikalne hodnoty. Ako prvé je potrebné zadat’ spravnu informaciu
0 pocte obrazkov za sekundu (fps) (Obr. 0.2), zvy€ajne fotoaparaty pripravuju videa s 30 fps,
avsak stretneme sa aj s videami, ktoré maju 120 alebo 1000 fps (pri kazdom priklade je
uvedend dand informdacia, ak nie je, ostava hodnota 30 fps, ktort ma aj program
predinstalovanu). Niektoré kamery pripravuja vided, ktoré maji 25 alebo 50 fps. Pri natacani
vlastnych videi je potrebné danu informdaciu ziskat' z dané¢ho zariadenia, aby bolo mozné
Z analyzy ziskat' redlne hodnoty. Dané hodnoty doplnime do programu po kliknuti
na Nastavenie Klipu (modra Stvorcova ikona, piata zlava hore). TaktieZ je mozné nastavit
Startovaciu snimku — zac¢iatok a koniec klipu, ktory sa bude analyzovat’ (bud’ v samotnej
tabul’ke alebo uchytenim a potiahnutim ¢iernych trojuholnikov v Spodnej ¢asti) (Obr. 0.3).


http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/
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(&) Tracker @@g
Sdabor Upravit' Video Stopy siiradnicovy systém Okno Pomocnik
S H| s w|[E]w- L | kv = 8 | Quoes | 2 oy | N\ % A 4| 4 Z 2 ac
il Nastavenie klipu vyuZivana pamat: 36MB o 247MB
q -
= M2 Ai
= Graf pozorovanych dat sa objavi tu.
Ed
Nastavenie klipu | = |
Frames
4 Startovacia snimka:|0
- Velkost kroku:|1 - —
Koniec snimky: |446
Frame Times &
3 Cas zaiatku:|0,000 s .
bl 4 Rychlost prehrdvania snimok:|20,00 /s 1B A
SOk dei0,033 5 Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

.

nastavte alebo ohnovte nastavenia videozéznamul -

000 100%5 o g‘ SO

01_viakAvl |

Obr. 0.2 Nastavenie klipu — rychlost’ prehravania

Subor Upravit Video Stopy stradnicovy systém Okno Pomocnik

e 3 # | Q 108%
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& % | B - L | ¥ vyorit
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Koniec snimky:|99
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Rychlost prehrdvania snimok:|30,00 /s
Snimka dt:0,033 s

099 100%5 M P S

av.

=),
.
- X

|

Graf pozorovanych dat sa objavi tu.

Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

|Zavereéna snimka: 99 (poti kvdlizmene)|

01_viak.AVI

Obr. 0.3 Nastavenie klipu — $tartovacia a koncova snimka
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Nésledne je potrebné nakalibrovat’ velkost’ objektu na videu: zvolime Siestu ikonu zlava
(modra tisecka) a vyberieme bud’ kalibra¢nu ty¢ alebo meradlo (Obr. 0.4). Videa pre analyzy
obsahuju bud’ 1 metrova kalibracnii ty¢, alebo meter, pripadne sa v zadani nachadza
informacia o velkosti objektu (napr. zvisly rozmer okna vlaku s ramom: 1,1m) potom, ¢o sa
po stlaceni ikon objavi tyc, je potrebné preniest’ ju na dané miesto, Upravit’ rozmery a dopisat’
aktualny tdaj — E)okial’ to bude v metroch, vsetky ziskané fyzikalne veli¢iny budu obsahovat’
metre (m/s, m/s® apod. ). Pri kalibrovani realnych rozmerov vo videozdzname je potrebné
pamétat’ na to, ze ¢im rozmerovo VAcS§i objekt je pouzity na kalibraciu (je zndma jeho
skutoc¢na velkost), tym vacsiu presnost’ uréovania rozmerov dosiahneme.

Subor Upravit' Video Stopy stradnicovy systé Okno P

Bl &% B w- || ¥ vort B Quoen | 0y | ™ 6 A A | A A, = c
(B Illovib kalibracna tyc vyuZivana pamét: 36MB o 247MB

Kalibracné meradio
Kalibracné body
pociatok mimo okna

¥ k= far

Graf pozorovanych dat sa objavi tu.

Tabul'ka pozorovanych dat sa objavi tu.

kalibrujte video pomocou Kalibraéného nastroja
- f !

094 100%5 M B E L/ a1 p E
-~ -~

aw 2

01_viak.AVI |

Obr. 0.4 Kalibracia klipu

Obr. 0.5 Zvycajne nastavime kladni x-ovii os do smeru pohybu, avsak nickedy je taktiez
vhodné analyzovat' pohyb v smere zvislo nadol (zvisly vrh, vol'ny pad). Je potrebné si
uvedomit’, ze podla toho, ako mame nastavené osi a pociatok stiradnicovej ststavy, pre d’alSiu
analyzu bude potrebné skimat’ ¢asovy vyvoj tych stradnic, v smere ktorych sa dany pohyb
uskutociuje. Ked'ze kazdy Student si moze 'ubovol'ne navolit’ pociatok stiradnicovej sustavy
a aj smer osi, analytické vyjadrenie ¢asovych zavislosti bude pre kazdého iné (nie je mozné,
aby dvaja Studenti, ktori robia dané analyzy toho istého videa na rozdielnych pocitacoch
dosiahli presne tie isté analytické vyjadrenia! Co sa viak tyka velkosti hPadanych fyzikalnych
veli€in, tie by sa zasa nemali vyrazne odliSovat’.)
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Sibor Upravit' Video Stopy stradnicovy systém Okno Pomocnik

|2 H| = % ﬂ*‘l"']xvytvom' B Qaoen | ol | N o A A | A Z, 2 c
I ¥ = osi origin pixel position x 195.07Lules s unotaduonoravne) fivana pamat: 38MB 0 247MB
- Sneere Ukazat alebo sknt stradnicové osi ilor | e e °

g _ k -

Graf pozorovanych dét sa objavi tu.

Tabulka pozorovanych dat sa objavi tu.

¥=0ED y=-4 441E-16 0si wyhrany {(pre zmenu skionu nastavte uhol )

094 100%5 M B { I I T T
iy : : : =
_01_viak.AVI

Obr. 0.5 VloZenie a nastavenie suradnicovych osi

AKo nahle mame nakalibrované video a oznafenu stradnicovu ststavu, mozeme zacat
s analyzou. Klikneme na Vytvorit' (6sma ikona v poradi - hviezdi¢ka) (Obr. 0.6), hmotny bod,
stlacime sucasne 'avé CTRL a SHIFT a ozna¢ime na videu bod, ktory sa bude pohybovat
a ktory budeme analyzovat’ (Obr. 0.7).
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Obr. 0.6 Vytvorenie hmotného bodu pre analyzy ¢asovych zavislosti



Prdca v programe Tracker

@Traclrer |l:l = |
Subor Upravit' Video Stopy siradnicovy systém Okno Pomocnik
EH &% B w- L | kot = 8| Qaoes | 0 oy | ™ o A A | A 2 S| c

¥ © hmotnost'A m[1.000 |

wyuZivana pamat: 38MB o 247MB | [

< hmotnost' A

Kontrola stopy | B |[__.. -

-

Autotracker: hmotnost’ A poloha

q.; ko graf| < hmotnost' A

- ~

® Search || Search This H Search Next ‘

Frame 73: Template . Match .

#=04dhmatnast' A wwhrany (n

Search: [] X-axis Only Look Ahead

Template: Evolution Rate ZU%E Automark 45

Target: Track| <> hmotnost’ A |v‘ Po'un|po\oha |v‘

Snimka 73 (key frame): This key frame defines the template and
target shown. Click a Search button to look for matches to the
template.

adjustments.

hmotnost A (t, x)
04}

02

e

B Taburka| < hmomnst’n|v‘ a

t | x \

You may drag the target, template or search area to move or resize

¥
of 0,028 2,465

it. Mouse over the controls above to learn more about settings and

i 0”@5 Mo :“ Pomocnik || Show Key Frame H Delete H Zavriet' |

01_viak.Avi |

Obr. 0.7 Oznacenie hmotného bodu a vyuzitie funkcie Autotracker

Po otvoreni tabulky (Obr. 0.7) je niekedy vhodné zvacsit/zmensit” velkost’ vySetrovaného
objektu ¢i vysetrovanej plochy a potom uz len stlacit SEARCH — program za¢ne automaticky
vyhladavat polohu daného ozna¢eného bodu v jednotlivych snimkach, t.). Vv cCase
a zaznaCovat’ ich do okna, tidaje do grafu a tabul'ky. Je mozné taktieZ zmenit’ farbu hmotného
bodu pre lepsSiu nazornost, pripadne premenovat’ nazov hmotny bod A na iny (Obr. 0.8).
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Obr. 0.8 Zaznam pohybujiceho sa objektu a nameranych dat do grafu a tabul’ky
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A teraz nasleduje analyza nameranych tdajov: v pravej Casti obrazovky sa nam
nasledne objavi graf a tabul’ka. Po kliknuti na premennu na zvislej osi (X) je mozné vybrat
Z niekol’kych fyzikalnych veli¢in — program ponuka 22 preddefinovanych ¢asovych zavislosti,
je tiez moznost definovat’ aj iné zavislosti a vySetrovat' nielen Casové zavislosti, kedze
program umoziiuje menit’ aj fyzikalnu veli¢inu na vodorovnej osi (Cas je preddefinovanou
fyzikélnou veli¢inou).

Po kliknuti na Tabulka (Obr. 0.9) je mozné vybrat’ z niekol’kych fyzikalnych veli¢in,
ktoré budu pre nase dalSie analyzy zaujimavé. Hodnoty z tabulky je taktiez mozné
exportovat’ do samostatného suboru, s ktorym je mozné d’alej pracovat’. Po kliknuti pravym
tlacidlom mysi na graf (Obr. 0.10) je mozné vybrat z ponuky analyzovat, ¢o ndm umozni
ziskat’ fyzikalnu interpretaciu deja a nasledne hl'adané fyzikalne veli¢iny. Po otvoreni nastroja
na analyzy grafov — Data Tool a kliknutim na Analyze je mozné oznacit’ regresné krivky (Obr.
0.11), ¢o nam umozni nameranou sustavou bodov prelozit’ preddefinované funkcie (pripadne
zadefinovat’ nové), program ma preddefinovanu priamku, parabolu, exponencidlnu funkciu
a iné. Nasledne po zadani funkcie program vyrata parametre (A, B, pripadne viac), ktoré¢ maju
fyzikalny zmysel a predstavuju rieSenie danej fyzikalnej analyzy. Ulohou $tudentov bude
prisudit danym hodnotam fyzikalnym zmysel, doplnit’ patricné fyzikalne jednotky
a odpovedat’ na vopred stanoveny fyzikalny problém. Po kliknuti na tlacidlo Measure je
mozno vyuzivat' funkcie Coordinates, Slope, Area, ktoré umoziuju stanovit’ stradnice
oznaceného bodu, derivaciu fyzikalnej veli¢iny v danom case a integral danej fyzikalnej
veli¢iny v danom ¢asovom intervale. Viac sa 0 danom vyuziti funkcii dozvieme v d’al$ich
kapitolach pri rieSeni konkrétnych uloh.
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Obr. 0.9 Vyber vypocitanych idajov z nameranych dat a ich zaznam v tabulke
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Obr. 0.11 Nastroj Data Tool a analyza nameranych dat cez regresné krivky
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Je eSte vhodné pripomenut’ Ze pri tvorbe vlastného videozaznamu pre videomeranie je
potrebné dbat’ na zaznam zo stativu, resp. bez pohybu kamery ¢i fotoaparatu, aby
nedochadzalo nasledne k zmene pociatku zvolenej siradnicovej sustavy.

Dalsie kapitoly tejto vysokoskolskej ucebnice obsahujii fyzikélnu teériu, ktora je
nasledne aplikovana pre analyzu realnych dejov okolo nas (vo forme videi alebo fotografii)
prostrednictvom vysSie popisaného programu Tracker.

Z naSich skusenosti a Statistickych analyz vyplyva, Ze analyzou videi v programe
Tracker si Studenti I'ahSie ozrejmia fyzikalne vzt'ahy a zakonitosti a takto ziskaji pozadované
vedomosti z fyziky a jej pribuznych predmetov, nadobudnti matematické zru¢nosti (Hockicko
a kol. 2014). Preto je aj zakladna fyzikalna problematika v d’al§ich kapitolach vysvetl'ovana
Vv sucinnosti s videoanalyzou v programe Tracker.
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1. Kinematika hmotného bodu

Pohyb vo vseobecnosti zahfiia vSetky zmeny a procesy, ktoré prebiehaji okolo nas. Je
neoddelite'nou vlastnostou hmoty. To, Co sa pri samotnom pohybe uskutocnuje, umoziuje
do detailov analyzovat’ program Tracker, pomocou ktorého mézeme skiimat’ aj vel'mi rychle
procesy. Cast’ fyziky, ktord sa zaobera popisom pohybu telies, triedenim a porovnavanim
pohybov sa nazyva kinematika.

1.1 Hmotny bod, vzt’aZna sustava, trajektoria, draha pohybu

Pod mechanickym pohybom budeme rozumiet' proces, pri ktorom sa meni poloha
hmotného objektu (auto, autobus, lietadlo). Aby sme si ul'ah¢ili popis pohybu telesa,
nahradime toto teleso hmotnym bodom. Pod hAmotnym bodom rozumieme myslené teleso,
ktorého rozmery a tvar mézeme pre popis pohybu zanedbat’, avs§ak hmotnost’ sa zachovava.
Hmotnym bodom pri nasich analyzach v programe Tracker nahradime auto, vlak, loptu, puk,
atd’. Budeme pritom predpokladat’, ze vSetky Casti daného telesa sa pohybuji rovnako rychlo
a v rovhakom smere. Predstava hmotného bodu vSak nebude vhodna pre otad€ajuce sa telesa
okolo vlastnej osi (napriklad letiaca a rotujica sekera, kladivo), pretoze rozne Casti danej
sekery, kladiva sa v danom okamihu pohybujt rézne rychlo a v r6znych smeroch. TaktieZ aj
pri skimani deformécie telesa nie je vhodné pracovat’ s myslienkovym pojmom hmotného
bodu.

Pohyb hmotného bodu sa javi ako najjednoduchsi mechanicky pohyb. Ak mechanicky
pohyb definujeme ako premiestiiovanie telesa, musime premiestiiovanie vzh'adom na nieco
vzt'ahovat. Teleso alebo telesa, vzhl'adom na ktoré pohyb opisujeme, tvoria vzt’aZnu sustavu.
Pohyb a pokoj st preto relativne pojmy, ¢o sa javi vzhladom na jednu vztaznu ststavu
Vv pokoji, moze byt sucasne vzhl'adom na int sustavu v pohybe a opacne (napr. opis pohybu
aut na dialnici). V praxi spajame s telesami tvoriacimi vzt'aznl sustavu najcastejSie nejaku
suradnicovii sustavu, napr. pravouhlu pravotoéivii sustavu suradnic x, y, z. (Pre
zjednodusenie budeme na zaciatku uvazovat’ o pohybe v rovine, teda sustave X, y.) Polohu
objektu uréujeme najcastejSie k pociatku suradnicovej sustavy.
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Obr. 1.1 Analyza pohybu vodného lu¢a fontany v programe Tracker
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Vo fyzike sa Casto stretivame s ulohou, pri ktorej potrebujeme opisat’ polohu telesa
alebo jeho pohyb. Na Obr. 1.1 je v istom okamihu znazorneny pohyb vodného lt¢a fontany
na Vl¢incoch v Ziline. Skimajme teraz pohyb zadiatku vodného luda. Ciara, po ktorej sa
zaCiatok vodného luca pohyboval sa nazyva trajektoria. Pri opise pohybu zaciatku vodného
luca sa obmedzime na pohyb jedného bodu, ktory mdézeme povazovat za hmotny bod. Aby
sme mohli skiimat’ pohyb bodu, potrebujeme urcit’ jeho polohu v ¢ase t vzhI'adom na pociatok
stiradnicovej ststavy X, Y, t.J., siradnice X, Yo, to, X1, Y1, t1, X2, Y2, t2, ..., v ktorych sa dany bod
Vv jednotlivych casovych tusekoch pri pohybe nachddzal. Hodnoty tychto bodov zapiSeme
do tabulky. Cas sme zalali merat, ked zaliatok vodného lu¢a prechadzal bodom
so suradnicami Xp, Yo. Vtedy mal ¢as hodnotu ty = 0 s. V suradnicovej sustave X, Y trajektoria
predstavuje graf vzajomnej zavislosti y = y(x) stiradnic bodov trajektorie.

Polohu nejakého bodu A vo vSeobecnosti vzhl'adom pravouhli stradnicovu sustavu X,
Y, Z mame urCenu vtedy, ked pozname vsetky jeho tri sturadnice X, Yy, z V priestore (X, y
v rovine), kde x je kolma vzdialenost’ bodu A od roviny prelozenej osami y az, y je kolma
vzdialenost bodu A od roviny prelozenej osami X aza z je kolméd vzdialenost bodu
A od roviny preloZzenej osami X ay. Polohu hmotného bodu mozeme charakterizovat
pomocou polohového vektora. Pod polohovym vektorom T hmotného bodu A vzhladom
na zaciatok suradnicovej sustavy O budeme rozumiet’ orientovant usecku, ktorej zaciatok je
v bode O a koniec v bode A. Pre polohovy vektor v kartézskej ststave stradnic X, y, z plati

F=xi +Vj+2zK, (1.1)

kde Xi ,y],zK sujeho priemety do suradnicovych osi a X, y, Z su pravouhlé suradnice bodu

Aa i, ], k sajednotkové vektory v smere osi X, Y, z. Pri analyze pohybu hmotného bodu
v programe Tracker budeme uvazovat o pohybe vrovine, kedZe zdznam kamerou,
fotoaparatom nam neumoziiuje vnimat’ a analyzovat’ pohyb v tretom smere, takze pri nasich
d’alsich analyzach sa obmedzime len na pohyb Vv rovine x, y.

O mechanickom pohybe hovorime vtedy, ked’ nejaky hmotny bod meni svoju polohu
vzhladom na zvolenu suradnicova sustavu, €ize meni sa jeho polohovy vektor, pricom
koncovy bod sa pohybuje s hmotnym bodom a pociato¢ny bod trvalo splyva s pociatkom
sustavy suradnic. Pohyb hmotného bodu mdzeme charakterizovat’ vtedy, ked v kazdom
¢asovom okamihu su zname jeho stradnice, ¢iZe ak pozname ich funkcie zavislosti od ¢asu,
¢o mozeme zapisat’

x = fi(t), y="1f(t), z="13(t) (1.2)
alebo vo vektorovom tvare
r=f(), (1.3)

vtedy hovorime, Ze polohovy vektor 7 je vektorovou funkciou &asu. Sled poldh, ktoré
hmotny bod pocas svojho pohybu vzhladom na zvolenu stradnicovu sustavu zaujima,
predstavuje trajektoriu pohybu. Jej dizka sa nazyva drdha pohybu.

V dvojrozmernych pripadoch pohybu je jedna zlozka rovna O (napr. z=0). Tu si
vysta¢ime s dvojrozmernym stradnicovym systémom uréenym osami X aY, a tym aj rozklad
vektora 7 je len rozkladom do tychto dvoch smerov

F=xi+Yj. (1.4)
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Na popis priamoc¢iareho pohybu nam postacuje len jedna zlozka polohového vektora 7. Ak je
pohyb hmotného bodu orientovany v smere 0si X tak plati

F=xi. (1.5)
V pripade priamociarych pohybov vystacime pri ur¢ovani polohy s drahou s

s=|F|=x (1.6)

ktora predstavuje vel'kost’ posunutia v danom smere, pricom suradnicova sustavu si mézeme
vzdy zvolit’ tak, aby sa pohyb uskuto¢noval v kladnom smere osi x, ¢o nam zjednodusi opis
pohybu.

1.2 Priamociary pohyb

Aby sme si ul’ah¢ili opis pohybu, venujme sa teraz priamociaremu pohybu vlaku (Obr.
1.2 - opis pohybu sa prenesie z roviny X, y iba na priamku, t.j. os x). Bod, v ktorom sa
zaCiatok vlaku nachadzal na zaciatku v Case t = 0 sme zvolili za zaciatok drahy. Skumat
pohyb znamena predovSetkym stanovit' zavislost' X = X(t), drahy od ¢asu, pripadne d’alSie
charakteristiky, ktoré st zavislé na Case. Zaznamenavajme teda polohy vlaku v istych
casovych intervaloch (napr. At = 0,033s, zdznam bol vyhotoveny fotoaparitom, pricom
vytvorené video ma 30 fps (obrazkov za sekundu)), zapisujme ich do tabulky a znazornime
body so suradnicami t, X a bodmi so siiradnicami preloZzme suvislu, spojitu ¢iaru, bez zlomov
a skokov. Ked’ze nase merania nemusia byt celkom presné, snazime sa, aby prelozené krivka
prechédzala okolo nameranych bodov o najblizsie (zvyc€ajne to za nas urobi program (pridat’
regresné krivky, fit funkcie)). Tak vytvorime grafickl zavislost’ x = x(t). (Dizku tseku At si
modzeme zvolit’ 'ubovolne, program Tracker, pomocou ktorého bola urobena prezentovana
analyza nam umoziuje analyzovat’ pohyb v Casovych intervaloch At = 0,033s (v zavislosti
od zosnimaného videa a poétu zaberov za 1s)). Tabul'ka s hodnotami dvojic (X, t) predstavuje
jeden zo spoOsobov vyjadrenia fyzikalnej zavislosti drahy od c¢asu, X = X(t). Druhy
z0 spdsobov, akym mozZno vyjadrit’ zavislost’ fyzikélnej veli¢iny, je graficka zavislost.
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Obr. 1.2 Analyza pohybu vlaku v programe Tracker
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Draha pohybu zvoleného zaciato¢ného bodu vlaku sa v zavislosti od ¢asu meni,
¢o vyjadruje aj zmena vektora 7(x) = f(t). Aby sme sa o sposobe, akym sa poloha vlaku
v zavislosti 0d ¢asu meni dozvedeli viac, budeme merat’ zmeny drahy Ax = AS (v pripade
pohybu v smere 0si y: Ay = 4s) v navzajom rovnakych ¢asovych intervaloch A4¢. Zmeny drahy
su vzdy kladné, ¢ize draha pohybu je veliina, ktora vzdy len narastd. Zmenu drahy A4S
zvykneme nazyvat' prirastok drahy alebo drahovy tsek, ktory vlak preSiel v ¢asovom
intervale A4t. Celkova draha s, ktoru vlak presiel od zaciatku pohybu, je rovna saétu prirastkov
— zmien drahy 4s v jednotlivych ¢asovych intervaloch At, ktoré uz uplynuli.

Ako si mozeme vSimnut’ z analyzy grafu X = x(t), akokol'vek I'ubovolne si zvolime
velkost” At, pri rovnakych zmenach At draha narastic o rovnaka hodnotu 4s. Tento pohyb
moézeme charakterizovat ako pohyb rovmomerny priamociary. Hovorime, ze teleso sa
pohybuje rovnomerne, ak v 'ubovolnych, ale navzajom rovnakych ¢asovych intervaloch At
prejde rovnaké drahy 4s. Ak teleso v I'ubovolnych, ale navzdjom rovnakych casovych
intervaloch At prejde rézne tseky drahy A4S, hovorime, Zze sa pohybuje nerovnomernym
pohybom. Takym pohybom sa pohybuje napriklad vlak pri rozbiehani alebo pri brzdeni.
Ak sa zmeny drahy 4s, prislichajice navzajom rovnakym ¢asovym intervalom At, postupne
zvacsuji, nerovnomerny pohyb pri rozbiehani vlaku sa nazyva zrychleny pohyb. Ak sa
zmeny drahy A4S, prislichajice navzdjom rovnakym casovym intervalom At, buda postupne
zmensovat, nerovnomerny pohyb vlaku pri brzdeni sa nazyva spomaleny pohyb.

Skusme teraz spolo¢ne analyzovat pohyb zaciatku vodného luc¢a v dvoch roznych
smeroch - x, y. Ako si mézeme vSimnt’ zo zavislosti x(t) a y(t) (Obr. 1.3), pohyb v smere osi
X je rovnomerny a v smere osi Y je nerovnomerny - na zaciatku spomaleny a v druhej casti
deja zrychleny. PreCo je tomu tak, dozvieme sa v dalSich kapitolach pri skiimani pricin
pohybu - v dynamike a pri pohyboch telies v gravitatnom poli Zeme (pdsobiaca sila,
ktora ovplyviiuje pohyb, pdsobi iba v jednom smere).

1.2.1 Rychlost’ a draha priamociareho pohybu

Pojem rychlost’ pouzivame v beznom Zivote ¢asto bez toho, aby sme si uvedomovali,
ze to je fyzikalna velic¢ina. Z praxe vieme, ze ked napr. auto prejde urcitu vzdialenost’, napr.
zo Ziliny do Bratislavy 200 km za dve hodiny, vypocitame jeho rychlost’ tak, ked’ uréime
drahu, ktort auto preslo za jednu hodinu. Inokedy zase odmeriame €as At = 10 s, za ktory
Sprintér, zabehne drahu 4s = 100 m. Kazdy, kto cestoval autom vie, ze na 200 km dlhej ceste
sa auto nepohybuje stale rovnako. Na ceste st tseky, na ktorych sa auto pohybuje rychlejsie
ainde je jeho rychlost obmedzena dopravnou znackou. Podobne je to aj so Sprintérom.
Najprv bol pri Starte v pokoji a az po rozbehu sa mu podarilo dosiahnut’ maximalnu rychlost’.

Rychlost, ktord sme vypocitali pre dvojhodinovy pohyb auta alebo pre
desat’'sekundovy beh Sportovca, nazyvame priemerna velkost’ rychlosti a definujeme ju ako
podiel celkovej drahy s a ¢asového intervalu, v ktorom sa dany pohyb uskuto¢nil:

S 1.7
.- (1.7)
t
Jednotku rychlosti v stistave SI ur¢ime podl'a znameho predpisu
[Vp]—ﬂ—m:m.s_l (18)

It s
Pri opise dopravnych situacii zvykneme vyjadrovat’ rychlost v jednotkach kilometer
za hodinu (km - h™).
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Pod tzv. priemernou alebo strednou rychlostou v, rozumieme podiel posunutia As
v uréitom &asovom intervale At a dizky tohto intervalu.

As (1.9

Yo At

Priemerna rychlost je podla definicie zavisla od dizky ¢asového intervalu, v ktorom ju uréujeme
aod zmeny drahy v tomto intervale. Velkost priemernej rychlosti rovnomerného pohybu sa
v zavislosti od ¢asu nemeni. Priemerna rychlost nerovnomerného pohybu vyjadruje velkost
rychlosti rovnomerného pohybu, ktorym by teleso preslo rovnako velku dréhu za rovnako
dlhy ¢as ako pri pohybe nerovnomernom.

Ak sa ale opytame, ako rychle sa dany objekt pohybuje, mdme na mysli rychlost
telesa v danom okamihu, to znamena tzv. okamziti rychlost’. T dostaneme z priemernej
rychlosti tak, Ze budeme Casovy interval At, merany od okamihu t, zmenSovat az k nule.
S poklesom hodnoty At sa priemerna rychlost’ merana v intervale t + At blizi k istej limitnej
hodnote, ¢ize derivacii vektora posunutia, ktora definuje rychlost’ v okamihu t:

AS B % (1.10)
Ao At dt

Veli¢iny ds, dt nazyvame infinitezimdalnymi (nekoneéne malymi) alebo
elementdarnymi. Ich fyzikalny vyznam spociva v tom, Ze oznacujii vel'mi malé hodnoty alebo
zmeny prislusnych fyzikalnych veli¢in. Okamzit4 rychlosti je vektorovou veli¢inou. Velkost’
okamzitej rychlosti (alebo velkost’ rychlosti) ma vzdy nezapornii hodnotu a postrada
informaciu o smere. To, Co urCuje rychlomer v automobile, predstavuje prave velkost
rychlosti.

Ak vyuzijeme poznatky o diferencialnych operaciach a integralnom pocte mozeme
20 vseobecnej definicie rychlosti (1.10) odvodit vztah pre drahu priamociareho pohybu
hmotného bodu.

V pripade rovnomerného pohybu je rychlost v=Vvy akedze velkost priemernej
rychlosti sa nemeni, mozno vztah (1.9) upravit’ do tvaru

As=v, At , (1.11)

pricom pre celkovu drdhu prejdent v Case t mézeme pisat’ zndmy vzt'ah (za predpokladu,
ze V case t = 0 bola prejdena draha nulova)

S=vy,t, (1.12)

Pozrime sa teraz na graf zéavislosti rychlosti na ¢ase a pokusme sa hl'adat’ isté suvislosti
so vztahom (1.11). Ked’Ze sa jedna o rovnomerny pohyb, grafom zavislosti v = v(t) je tsecka
Vv danom casovom intervale. Ak velkost' rychlosti Vo vynasobime s ¢asom, v ktorom dany
pohyb skimame, dostaneme podl'a vztahu (1.11) prejdenti drahu a podl'a grafu obsah plochy
pod grafom zavislosti v = v(t). Mozno teda konStatovat, ze draha, ktort teleso
pri rovnomernom pohybe prejde, je timerna velkosti (obsahu) plochy pod grafom zavislosti
rychlosti na ¢ase. Tento vyznamny poznatok je mozné zovSeobecnit’ aj pre nerovnomerné
pohyby. Vo vSeobecnosti si mozno ¢asovu os rozdelit’ na mensie ¢asové useky A¢, v ktorych
mdzeme priemernu rychlost’ vi povazovat za konStantn. Hodnotu celkovej prejdenej drahy
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s istym priblizenim a chybou uréime ako stcet obsahov vietkych obdiznikov so stranami At
a Vi, co mdézeme zapisat’
S =>V,At. (1.13)

ZmensSovanim intervalov na minimum (At —>0) sa budeme blizit' k skuto¢nej hodnote
prejdenej drahy v danom case, ¢o mozeme zapisat’

s=> limvAt, (1.14)

At—0

¢o je ekvivalentné zapisu pomocou integralu
s = J'ds = jvdt, (1.15)

V pripade rovnomerného pohybu, kedy je rychlost’ stale konStantnd, mézeme podl'a pravidiel
pre integrovanie ju vynat’ pred integral, ¢im dostaneme

s=jds:jvodt:vojdt=v0t+c, (1.16)

kde c je integracna konsStanta, ktora vypocitame, ak pozname prejdent drahu v Case t = 0s.
Ak prejdena draha v case t = 0s bola s = Sy, méZeme pisat’

s(t=0)=s, =v,0+Cc=>C=5,. (1.17)
V kone¢nom dosledku po upravach dostavame vzt'ah
S=V,t+5,, (1.18)

ktory je znamym vyjadrenim drahy rovnomerného priamociareho pohybu hmotného bodu.
V pripade, ze v ¢ase t = 0s bola draha Sp=0m, potom vztah (1.18) prejde na zjednoduseny
tvar

S=V,t. (1.19)

Pri naSich analyzach v programe Tracker budeme analyzovat’ prejdent drahu hmotného bodu
v smere osi x: S = X alebo v smere osi y: s =y, pricom rychlosti vdanom smere buda
charakterizované zlozkami vV smere 0Si X: V = vy a v smere osi y: v = vy. Ked’ze suradnicovu
stistavu je mozné 'ubovol'ne nato€it, odporucame si zvolit’ vztaznl sustavu tak, aby analyza
bola ¢o najjednoduchsia — zvy€ajne nato¢ime osi v smere pohybu telesa.

Uloha 1.1:

Analyzujte pohyb vlaku a urcte jeho rychlost’. Pre analyzu pouZite program Tracker a video
vlak.avi.

(dl'z”,ka voziia je 26,40 m, vySka a Sirka okna vozia s ramom je 1,10 m x 1,35 m,

pocet obrazkov za sekundu je 30fps).


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/01_vlak.avi

Kinematika hmotného bodu 19

RieSenie:

Ako mozeme vidiet z Obr. 1.3, rychlost’ pohybu vlaku (vyjadrent na grafe gul6ckami)
mozeme povazovat za priblizne konStantnt (v = 32,3 m.s?z grafickej zavislosti, zo Statistiky
v = 32,6 m.s™?) a pohyb vlaku za rovnomerny priamo&iary. Ak teraz porovname obsah plochy
pod grafom zavislosti rychlosti v ¢asovom intervale od t; = 0,066 s do t;4 = 0,495 s (Co je
hodnota v Zltom ramiku area = 14) s prejdenou drahou v danom ¢asovom intervale (4s = Ax =
X14 — X1 = 14,063 m— 0,091 m = 13,972 m = 14 m) zistime, Ze hodnoty st navzajom rovnaké.

[v] Column Properties [v| Regresné krivky [v] Statistika || Coordinates [ | Slope [v] Area |Da‘ta Builder... " Refresh " Pomoc|
4 max| 5,280E-1 3,299E1 1,815E1
T T T T T T T T T T ' min 3,300E-2 3162E1 -9.980E-1
E 1 | priemer 2,805E-1 3,260E1 7,062E0
= " T : sd 1,571E1 4441E-1 5,126E0
30+ g se| 3H28E-2 1,187E-1 1,281E0
: n 16 14 16
25 L {1 [ markers| vl ]
: lines| [v] [
style] e [T |
axis hariz wert wert
row t W X
0 0,033 0,898
1 0,066 32,304 0,051
2 0,095 32,304 1,134
3 0132 32,991 2,223
4 0,165 32,304 3,312
5 0,198 3617 4,355
6 0,231 32,991 5,398
7 0,264 32,991 6,532
8 0,297 32,304 7,576
9 0,33 32,5991 8,664
10 0,363 32,991 9,753
Fit Name: | Priamka | |FitBuiIder... Parameter Hodnota : i 0390 SR US 12
a 9,155E-1 £ 12| 0,429 32,304 11,93
Fit Equation: vz = a™t + b |b 3,234E1 13 0,462 32,304 124974
i 14 0,495 32,991 14,063
[v] Autofit  rms dev 4,103E-1 : 15 0,528 15,151

Obr. 1.3 Analyza pohybu Vlaku po priamej drahe

Column Properties Regresné kriviy Statistika Coordinates Slope [ | Area | Data Builder... | Refresh | Pomoc |
4 max| 5 280E-1 1,515E1 3,299E1
; ; ; : y y y y y : % min 3,300E-2 -9, 980E-1 3,162E1
35} 1 | priemer| 2 B05E-1 7,062E0 3,260E1
—o %o """ "9 o §5 sd 1,571E-1 5,125E0 4,441E-1
a0} | se 3,928E-2 1,281E0 1,187E-1
:' n 16 16 14
i {1 ‘| markers [v] Il
lines| [v] [v]
20+ | |__ste | e gy ——
= i axis hariz wert vert
= 15l 1 row t X Ve
0 0,033 -0,998
1 0,066 0,091 32,304
il g 2 0,099 1,134 32,304
3 0,132 3,373 32,391
5L 4 0,165 3,312 32,304
5 0,193 4,355 31,617
ol 6 0,231 5,393 32,991
’ ’ } } } } ; ; ’ 7 0,264 6,532 32,991
005 010 015 020 0,25 t0,30 0,35 040 045 050 :: 3 0.207 7576 32.304
[=4.29E-1 x=1,19E1 slope=3,23E1] 9 0,33 8,664 32,991
: 10 0,363 9,753 32,391
Fit Name: |Priamka |v| Fit Builder...| [ Parameter Hodnota 55 i Wl e B
a 3,262E1 B 12 0,429 11,93 32,304
Fit Equation: x= a™t + b ['l!' -2,088E0 13 0,462 12,974 32,304
E 14 0,495 14,063 32,991
[v] Autofit  rms dev 1,902E-2 | : 15 0538 15,151

Obr. 1.4 Analyza pohybu vlaku po priamej drahe
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Z analyzy pohybu vlaku na Obr. 1.4 mdzeme usiudit, ze dradha pohybu vlaku sa
rovnomerne zvySovala s ¢asom, ¢o mozno charakterizovat’ rovnicou v analytickom vyjadreni
X(t) = 32,6t — 2,088. To znamena, ze pohyb vlaku je rovnomerny priamociary s rychlostou
vlaku v = 32,6 m.s* av gase t = 0 s bola poloha vlaku xo = -2,088 m (o savisi pri danej
analyze s posunom vztaznej ststavy kvoli lepSej analyze rychlosti). V Case t;; = 0,429 s bola
na grafe zavislosti drahy od ¢asu urobena doty¢nica ku grafu, ktorej smernica ma hodnotu
32,3 (slope = 32,3). Ak tuto hodnotu porovname s hodnotou rychlosti v danom ¢ase (V (t12 =
0,429s) = 32,304 m.s™), zistime, ze dané hodnoty st si navzajom odpovedajice. To znamené,
ze ak na grafe zavislosti drahy na ¢ase urc¢ime V ktoromkol'vek ¢asovom intervale hodnotu
smernice doty¢nice, uré¢ime zaroven aj rychlost pohybu v danom casovom okamihu.
Matematicky je okamzita rychlost’ rovna smernici doty¢nice ku grafu funkcie s = s(t).

1.2.2 Zrychlenie priamoc¢iareho pohybu

Rychlost’ pohybu méze byt stala alebo sa moze menit. Pohyb, pri ktorom sa rychlost’
meni sa nazyva zrychlenym. O zrychleny pohyb pdjde nielen vtedy, ked sa bude menit
vel'kost’ rychlosti, ale aj vtedy, ked’ sa bude menit’ smer rychlosti. Ako miera pre zmenu
rychlosti za jednotku Casu sa zavadza zrychlenie.

Priemerné (stredné) zrychlenie 3~ Vv Casovom intervale At je definované

Ay, -y, (1.20)

a_:—:

—
—
N
|
—t
iy

Podobne ako pri rychlosti, tak aj pri zrychleni dostaneme okamZité zrychlenie tak, ze Casovy
interval At sa bude priblizovat’ k nule

. Av  dv (1.21)
a =Ilm—w=——.
Ao At dt

Hovorime, Ze zrychlenie a sa rovna derivacii rychlosti podl'a ¢asu, ¢ize v danom okamihu je
rovné smernici dotyCnice ku krivke v(t) v bode uréenom danym okamihom. Vzhl'adom
K tomu, ze pri priamociarom pohybe je rychlost’ rovna derivacii posunutia podla casu,
moZeme zrychlenie a urCit’ tak, Ze dané posunutie budeme derivovat’ dvakrat za sebou,
¢o mdzeme vyjadrit’ nasledovne

. _ﬂ_g(ﬁj_d_zs (1.22)
Cdt dt\dt) dt?

a hovorime, Ze zrychlenie je rovné druhej derivacii drahy s(t) podl'a ¢asu.
Jednotkou zrychlenia v sustave SI je m.s. Zrychlenie mé velkost aj smer, je teda vektorovou
veli¢inou.

1.2.3 Rovnomerne zrychleny pohyb

Vel'mi Casto sa stretavame s pohybmi, pri ktorych sa rychlost’ meni rovnomerne, ¢ize
zrychlenie je konStantné. Takyto pohyb nazyvane rovnomerne zrychleny. Prikladom takéhoto
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pohybu méze byt rozbeh auta, vlaku, ale aj pad telesa (za urcitych podmienok pri zanedbani
odporu vzduchu). Obdobnym spdsobom, ako V pripade rovnomerného pohybu, mézeme aj
Vv pripade nerovnomerného pohybu urcit’ v a s zo zrychlenia a rychlosti.

Aby sme sa dozvedeli, ¢o plati pre rychlost’ a drahu rovnomerne zrychleného pohybu,
pokusime sa upravit’ niektoré z predchadzajucich vzt'ahov ((1.21) a (1.22)).
Upravou vzt'ahu (1.21) dostdvame

dv =a dt. (1.23)

Integraciou oboch stran rovnice dostaneme

Jov =[adt. (1.24)

Kedze uvazujeme o konstantnom zrychleni, mézeme ho vynat’ pred integral

jdv =a Idt (1.25)

a nasledovnym vypoctom neurcitého integralu dostavame

v=at+c, (1.26)

kde c je integra¢na konstanta. Thto konStantu uréime z pociatoénych podmienok pre rychlost’
Castice v Case t = 0, kedy je rychlost’ vy = Vox. Dosadenim tejto hodnoty do predchadzajuceho
vzt'ahu, ktory plati pre l'ubovol'ny okamih dostaneme hodnotu integra¢nej konstanty ¢

Vv, =v(t=0)=a0+c=c. (1.27)

Ziskant hodnotu konstanty ¢ dosadime do vzt'ahu (1.26) a dostavame

v=at+v,. (1.28)

V pripade rovnomerne zrychleného pohybu je zrychlenie a >0 a pre spomaleny pohyb je
a < 0 a predchadzajuci vzt'ah prejde na tvar V=V, —at.

Podobnym spdsobom so znalostou pravidiel pre integracny pocet mdzeme odvodit’ aj vzt'ah
pre drahu zo vzt'ahu (1.10). Upravou tohto vztahu dostavame

ds=v dt. (1.29)

Integraciou tejto rovnice dostaneme
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jds=jv dt. (1.30)

Z predchadzajiceho vysledku pozname vztah pre rychlost’ (1.28), ktora zavisi na Case. Jej
dosadenim za v dostdvame

[ ds = [ (v, +at ). (1.31)

Vyuzijeme jednu z vlastnosti integralov — aditivnost, t.j. integral suctu je rovny suctu
integralov. Kedze pociatocna rychlost’ Vo je konStantna, moézeme ju vynat pred integral
a nasledne upravit’

.[ds = vojdt + aj tdt . (1.32)

Integraciou oboch stran rovnic dostavame

s=1/2at® +vyt+c' (1.33)

kde ¢ je integra¢na konstanta, ktorti uréime z pociato¢nych podmienok pre polohu Castice
(véase t = 0s je s = Sp). Dosadenim do predchadzajuceho vztahu zistime, Ze hodnota
konstanty ¢ * = Sy, ¢ize predchadzajuca rovnica nadobudne tvar

s=1/2at? + vyt +s,. (1.34)

Uloha 1.2:

Analyzujte pohyb vlaku, urcte jeho spomalenie vlaku.
(dlZka voziia je 24,50 m, vySka a Sirka okna voziia s ramom 0,96 m x 1,27 m, 30fps).
zdroj: brzdenie vlaku.avi

o v .
Riesenie:
Column Properties Regresné krivky | | Statistika [ | Coordinates [ | Slope Area Data Builder... | Refresh | Pomoc
1| markers| vl []
5 lines| Il [l
i style e | =]
axis|  horiz wert wert
row t Ve ®
0 i -1,999
1 0,37 5 867 0,002
2 0,66 5 GEY 1,673
3 nga| 5521 3,744
3 133] 5271 5,517
5 165 4875 7,329
5 198] 4677 8734
7 2,31 4377 1031
B 364 388 11,623
9 287] 3,634 1287
10) 33 3034 14021
1 363]  2,784] 14,879
12 396]  2,589] 15,859
: 13 4,29 319] 16,582
I 7 ol 14 462 1,891 17,304
_ o [ S Parameter Hodnota : 15 4,95 1,443 17,83
e Priamka T e | 5 -1,000E0 : 16 538 1144 18,357
§ T b B 478E0 : 17 5 61 0,796] 18,585
Fit Equation: = a™t + b I § = a1 15707
Autofit rms dev 1,228E-1 :

Obr. 1.5 Analyza pohybil vlaku po priamej drahe pri brzdeni


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/02_vlak_brzdenie.avi
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Ako si mézeme vSimnut’ z grafu zavislosti drahy na case (Stvorceky), pohyb, ktory
vlak vykondava mozeme povazovat za spomaleny, navyse z grafu rychlosti na ¢ase mozeme
konstatovat’, 7e vlak vykonava rovnomerne spomaleny pohyb so zrychlenim a = - 1 m.s.

Analyticky mézeme zavislost’ rychlosti vlaku na ¢ase vyjadrit’ rovnicou v(t) = -1t + 6,479,
¢o napoveda, Ze v Case, ked’ sme zacali pohyb analyzovat’ (t = 0s) mal vlak vel'kost’ rychlosti
Vo = 6,479 m.s™. Obsah plochy pod zavislostou rychlosti na &ase nas informuje o tom, Ze za
Cas At = t15 — t; = 5,28s — 0,33s presiel vlak dradhu s = 18,3m (area = 18,3), ¢o odpoveda
prejdenej drahe v Case At = 5,285 — 0,33s = 4,95s (4s = Ax = X35 — X1 = 18,257m — 0,002m =
18, 255m = 18,3m).

Na Obr. 1.6 je prevedena analyza zavislosti prejdenej drahy pri brzdeni vlaku od ¢asu.
Ako z matematickej analyzy daného pohybu vyplyva, zavislost drahy na Case pri brzdeni
vlaku mdézeme popisat’ rovnicou S = -0,5067t2 + 6,54t — 2,144 = ’/2.],0]34t2+ 6,54t — 2,144.
Dany pohyb povazujeme teda za rovnomerne spomaleny so zrychlenim a = -1,0134m.s?
a pociato¢nou rychlostou vy = 6,541m.s™ (¢o odpoveda analyze predchddzajiuceho grafu).
V case t = Os bola poloha vlaku xo (top = 0s ) = -1,999m (hodnota v tabul’ke nameranych
hodnét, z fitovania matematickej zavislosti So = ¢ = -2,144 m ). V case ti13 = 4,29 s bola
na grafe zavislosti drahy od ¢asu urobena doty¢nica ku grafu, ktorej smernica ma hodnotu
2,19 (slope = 2,19). Ak tuto hodnotu porovname s hodnotou rychlosti v danom ¢ase (v (t13
=4,29s) = 2,19ms™), zistime, Ze dané hodnoty st si navzijom odpovedajuce. Takymto
sposobom je mozno v ktoromkol'vek case urcit okamzitu rychlost pohybu vlaku ako
smernicu doty¢nice Ku grafu zavislosti drahy na Case.
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P . W b 6541E0 17, 561 18,585 0,786
Fit Equation: x = a*t*2 + ™t + ¢ I = 2 144E0 18 504 16762
[v] Autofit rms dev 6,526E-2

Obr. 1.6 Analyza pohybu vlaku po priamej drahe pri brzdeni

Derivaciou drahy podla cCasu dostaneme funkénu zavislost' rychlosti a naopak,
integraciou rychlosti dostaneme zavislost' drahy ako funkciu ¢asu. Vo vSeobecnosti, ak je
jedna fyzikdlna veli¢ina vyjadrend ako derivacia druhej, tak zase druhu je mozné ziskat
integrovanim funkcnej zéavislosti prvej veli¢iny. Takyto postup sa nevzt'ahuje len na rieSenie
pohybov v kinematike, ale sa uplatiuje prakticky pri vzajomnych vztahoch vsetkych
fyzikélnych velicin.



24 Kinematika hmotného bodu

Treba vsak pripomenut’, ze odvodené rovnice (1.28) a (1.34) platia iba pre rovnomerne
zrychleny priamociary pohyb. Symbol sy predstavuje drahu hmotného bodu prejdent v Case
t = 0s a rychlost’ Vo je rychlost v dase t = 0s. V pripade, Ze zrychlenie a = 0Om.s potom vzt'ah
(1.34) prejde na tvar (1.18), resp. ak v ¢ase t = 0s bola draha sp= 0 tak na tvar (1.19), ¢o su
vztahy pre rovnomerny priamociary pohyb hmotného bodu pohybujiceho sa konsStantnou
rychlostou vp. Tiez, ak zrychlenie bolo nenulové a pociato¢na rychlost’ a draha bola nulova
(Vo= 0ms™, s, = Om), tak dostavame vzt'ah pre drahu rovnomerne zrychleného pohybu

s=1/2at? . (1.35)

Obdobnym spdsobom, ako bol analyzovany pohyb vlaku, méZzeme urobit’ aj analyzu
pohybu padajuceho telesa, ibaze tento raz budeme analyzovat’ pohyb v smere 0si y, pricom
pri analyzach budeme vyuzivat' y-ovi suradnicu: S = Yy apre popis rychlosti v = vy
(pri zachovani nato¢enia suradnicovej sustavy). Ked’ze je mozné suradnicovu ststavu natacat’
I'ubovolnym sposobom, je na samotnom Studentovi, ako si dant sustavu natoci a aké zlozky
bude analyzovat’.

Uloha 1.3:

Analyzujte pohyb padajucej lopti¢ky, uréte hodnotu jej zrychlenia.
(dlzka meradla: 1 m, hmotnost’ lopticky: m = 2,5 g), zdroj: volny pad.avi (30fps).

RieSenie:

Ked'Ze padajuca gul’6cka sa pohybuje v zapornom smere osi y, hodnoty polohy a rychlosti
v danom smere nadobudaju zaporné hodnoty. Z prvého grafu zavislosti drahy na case
mozeme usudzovat, ze sa jedna o pohyb nerovnomerny a zrychleny, graf zavislosti rychlosti
od casu potvrdzuje, Ze dany pohyb je rovnomerne zrychleny. Obdobnou analyzou, aka bola
urobenad v predchadzajucom priklade sa moéZeme dopracovat’ k analytickym vyjadreniam
Casovych zavislosti drdhy arychlosti ataktiez aj khodnote zrychlenia, ktord je
charakteristicka pre dany typ pohybu.
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Obr. 1.7 Analyza pohybu padajiceho telesa
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Drag tahle calumns to yellow (horizontal axis) or green (vedical axis) for curve fitting

Obr. 1.8 Analyza rychlosti pohybu padajiceho telesa

Z analyzy rychlosti pohybu vol'ne padajiceho telesa vyplyva, ze pohyb vol'ne pustenej
guldcky je rovnomerne zrychleny so zapornym zrychlenim a = -9,812 m.s. Zavislost
rychlosti na ¢ase mdzeme charakterizovat’ rovnicou v(t) = -9,812t — 0,0147, z obsahu plochy
pod grafom zavislosti rychlosti na Case vyplyva, Ze prejdend draha v danom casovom
intervale At = t14 — t; = 0,462s — 0,033s = 0,429s je 1,05 metra (resp. 4s = Ay = y14 — Y1 =
[-1,052 — (-0,005)| = 1,047m z nameranych dat v tabulke).
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Obr. 1.9 Analyza drahy pohybu padajuceho telesa

Zavislost’ drahy na Case volne padajuceho telesa na Case (1.34) moZeme popisat
rovnicou s(t) = y(t) = -4,906t* — 0,01239t — 0,0005581, &o mdzeme prepisat’ do tvaru S(t) =
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y(t) = -%. 9,812t — 0,01239t — 0,0005581. Pohyb volne pustenej guldcky (v kratkom
c¢asovom intervale, kedy eSte mozeme zanedbat odpor vzduchu) mézeme opédt podla
predchadzajicej analyzy povazovat’ za rovnomerne zrychleny pohyb so zapornym zrychlenim
a = -9,812 m.s. Zistenim smernice dotyCnice ku grafu zavislosti drahy od Casu v Case tg =
0,198 s, bola uréend hodnota okamZitej rychlosti v(0,198s) = -1,94 ms™, o odpoveda hodnote
ur¢enej z tabulky vy = - 1,939 ms™. Dany pohyb mozno povazovat’ za volny pad, ked’ze
d = g =981 m.s? Co sa po&iatotnej rychlosti a dréhy tyka, tie by v pripade volného padu
mali byt nulové; po zaokruhleni ¢isel na prvu platnt Cislicu su hodnoty pociatocnej rychlosti
aj drahy vel'mi blizke nule. Viac 0 podobnych pohyboch realizovanych v blizkosti zemského
povrchu (v gravitatnom poli Zeme) sa dozvieme v kapitole Gravita¢né pole (4).

1.3 Dvojrozmerny pohyb

Po predchadzajicej analyze pohybu v jednom smere (na priamke) mozno naSe uvahy
roz§irit’ na pohyb, ktory sa uskuto¢iiuje v dvoch smeroch. NajdolezitejSie pojmy tykajice sa
popisu pohybu budu analogické s tymi, ktoré sme odvodili v predchadzajtcich Castiach, avsak
roz§irené za pomoci vektorovej algebry do roviny.

Podiel
Ar (1.36)
— =V
At P

definuje priemernt rychlost hmotného bodu. Matematicky mézeme zmenSovanie ¢asového
intervalu vyjadrit pomocou limity a néslednej derivacie polohového vektora podl'a Casu

. A dr (1.37)
V=Ilim—=—,
At—0 At dt

Rychlost’ v je vtomto vyjadreni okamzitou rychlostou hmotného bodu v ¢ase t a smer
rychlosti ma smer doty¢nice ku trajektorii pohybu. Vztah (1.37) je analdgiou vztahu (1.10),
ale zaroven je jeho zovSeobecnenim pre pohyby v trojrozmernom (dvojrozmernom) priestore.
(Ked'ze v programe Tracker budeme analyzovat' pohyby v rovine, vysta¢ime si s dvoma
rozmermi.) Zavedené veli¢iny d7 adt st elementdrnym vyjadrenim polohového vektora
a Casu.

Pre dvojrozmerny siradnicovy systém s vektorom r uréenym pomocou dvoch zloziek
prejde vzt'ah pre rychlost’ (1.37) do tvaru

8O Oy 38
dt dt dt

Ak zavedieme velkosti zloziek vektora rychlosti pre jednotlivé smery nasledovne

_dx o _dy (1.39)

Y e

dostavame pre celkovi rychlost’

V=Vi+v,j. (1.40)
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Velkost rychlosti je uréend absolitnou hodnotou

)= V2 (L41)

V pripade pohybu hmotného bodu rychlostou vy len v jednom smere napr. v smere 0si X su
zlozky rychlosti v ostatnych smeroch vy= 0. Potom vo vztahu (1.40) pre zlozku rychlosti
nahradzame Vvyx=Vy a zlozku vektora X moézeme nahradit’ drahou S. Dostavame tak skalarny
vzt'ah pre rychlost’ priamociareho pohybu vyjadreny ako derivaciu drahy podla ¢asu, ¢o je
vzt'ah (1.10).

Predpokladajme v d’alSom, ze rychlost’ pohybu nezostava konstantnd ako v pripade
rovnomerného pohybu, ale sa meni s ¢asom. Takyto pohyb sme oznacili ako nerovnomerny.
Nech sa hmotny bod v ¢ase t; pohybuje rychlost'ou v; a v ¢ase t; rychlostou v,. Pomer zmeny
rychlosti v ¢asovom intervale vyjadruje zrychlenie uz zadefinované vztahom (1.21). Avsak
vztah (1.21) je opéat definiciou zrychlenia len pre pripad priamociareho pohybu.
Pre zovSeobecnenie definicie zrychlenia v priestore je potrebné upravit vztah pre
dvojrozmerny suradnicovy systém. Ak uvazime dvojrozmerny stradnicovy systém
s vektorom 7 uréenym pomocou dvoch zloziek, potom zrychlenie moézeme vyjadrit
s vyuzitim vzt'ahu (1.21) analogicky, ako sme to urobili pre rychlost’ v predchadzajticej Casti

_dv dv, . dv, . (1.42)
a=—=—2i+—2]j.
dt  dt  dt

Ak uvazime vztahy pre velkosti zloziek rychlosti (1.39), tak zrychlenie je mozné vyjadrit’ ako
druht derivaciu polohového vektora podla ¢asu

d2X7> dzy - (143)

Velkosti zloZiek vektora zrychlenia zavedieme nasledovne

dv, dv, (1.44)
a = —— , = —
©odt Y dt
a pre celkové zrychlenie potom dostavame
d=ai+a,j. (1.45)

Velkost zrychlenia je urcena absolutnou hodnotou

al=al +a] (149

Vratme sa eSte na koniec tejto Casti k analyze pohybu vodného luca fontany, ktory
urobime v rovine X, y (v smere osi z sa dany pohyb nerealizuje). Ako si moézeme vSimnut’,
poloha zac¢iatku vodného laca v smere 0Si X rovnomerne narasta (menSie modré Stvoréeky),
zavislost’ polohy X na ¢ase mozeme priblizne charakterizovat’ rovnicou x(t) = -2,7t + 0,052,
a teda pohyb v danom smere méZeme povaZzovat' za rovnomerny (s rychlostou vy = 2,7 m.s™,
znamienko — hovori o pohybe v zapornom smere osi X). Poloha vodného la¢a v smere 0si y
najprv narasta, potom sa zmensuje (vicSie Cervené Stvorceky), preto pohyb v tomto smere
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povazujeme za nerovnomerny. Matematickou analyzou mozno dany pohyb popisat’ vzt'ahom
y(t) = -1/2.9,67t* + 7,13t — 0,0054, z Soho vyplyva, Ze zrychlenie tohto pohybu je konstantné
a smeruje dole v zdpornom smere osi y, tj. a, = -9,67 m.s? =~ g. Rychlost pohybu v danom
smere mozno charakterizovat' rovnicou Vy(t) = 6,96 — 9,41t, pricom z dané¢ho vyjadrenia
a grafickej zavislosti vy(t) (gul'6cky) vyplyva, ze pri stipani vodného luca je rychlost’ kladna
a zmensuje sa z rychlosti priblizne vy(0) = 7 ms™* aZ na nulu (v(0,74s) = 0 ms™) a potom
vel'kost’ (zapornej) rychlosti narasta.
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Obr. 1.10 Analyza pohybu vodného li¢a fontany

1.4 Krivociary pohyb, pohyb po kruZnici

V prechadzajlcej Casti boli odvodené vztahy pre pripad priamociareho rovnomerného
arovnomerne zrychleného pohybu. Trajektoria takéhoto pohybu bola ¢ast’ priamky. Tieto
vztahy boli potom zovSeobecnené na pohyb v priestore s pouzitim vektorového zapisu.
Ak zavedieme jednotkovy vektor T orientovany v smere dotyénice ku krivke, méZeme potom
rychlost’ vyjadrit’ ako skalarny nasobok velkosti rychlosti v a jednotkového vektora 7

09 e @7

dt

Analyzou vztahu (1.47) podla skalarnej veli¢iny v dostdvame nasledujuce druhy pohybov
podla velkosti rychlosti

a) v = konstanta, => rovnomerny pohyb,

b) v # konstanta, => nerovnomerny pohyb
a rozborom z pohl'adu vektora 7 vystihujuceho smer pohybu dostavame d’alSie rozdelenie

C) T = konstanta, => priamociary pohyb,

d) 7 # konstanta, => krivociary pohyb.
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Kombinaciou tychto moznosti ziskame Styri zdkladné druhy pohybu, rovnomerny
priamociary, rovnomerny krivociary, nerovnomerny priamociary, nerovnomerny krivociary.
Na popis priamociarych pohybov vysta¢ime s jednorozmernym suradnicovym systémom,
kym v pripade krivoéiarych pohybov je potrebny popis s dvoma suradnicami pre pohyby
VvV rovine resp. troma stradnicami pre pohyby v priestore. Predmetom tejto kapitoly bude
rozbor z pohl'adu smeru pohybu.

Velka variabilita krivo¢iarych pohybov neumoziiuje univerzalnym spdsobom popisat’
vSetky krivociare pohyby, a preto sa v tejto kapitole nasa pozornost’ zuzi len na S$pecialny
pripad krivoc¢iareho pohybu, konkrétne pripad pohybu po kruznici, ktory taktiez nazyvame
otacavy alebo rotaény pohyb. Analogicky s priamoc¢iarym pohybom (patri medzi posuvné
(transla¢né) pohyby), ktory je charakterizovany drdhou S, rychlostou ¥ a zrychlenim
d mozeme aj pohyb po kruznici charakterizovat’ orientovanym uhlom e, vektorom uhlovej
rychlosti @ a vektorom uhlového zrychlenia €. Kym v pripade priamociareho pohybu sme
mohli s drahou, rychlostou a zrychlenim pracovat ako so skalarnymi veli¢inami,
tak v pripade pohybu po kruznici st spominané veli¢iny vektormi.

Uvazujme teraz o pohybe hmotného bodu, ktory sa otaca okolo pevnej osi 0 (Obr,
1.11). Odrazové skli¢ko na bicykli opiSuje pri otaCavom pohybe za dany ¢as rovnaky uhol.
(Naproti tomu pri posuvnom pohybe vsetky body telesa sa pohybuju po trajektoriach
rovnakého tvaru, napr. po priamkach pri priamociarom pohybe a vV danom ¢asovom intervale
prejda rovnaka vzdialenost’.) Uhol a charakterizuje obluk opisany sprievodiC¢om rotujiceho
hmotného bodu (odrazové sklicko) so stredom kruhovej trajektorie. Ak pozname dizku oblika
S, ktort hmotny bod za cCas t urazil apolomer kruznice, po ktorej sa pohybuje je R,
pre vel’kost uhla a plati

S (1.48)
o=—.

R

Hodnoty takto definovaného uhla sa udavaju v oblukovej miere, t.j. v radidnoch (rad).

Niekedy sa v§ak mozeme stretnit’ aj so zadanim uhla v stupiioch alebo otackach, pricom plati
prevod

1.49
1 otacka = 360° = %ﬂ =27 rad, (49

odtial’ potom dostavame

1 rad =57,3°=0, 159 otocky . (1.50)

Ak teraz chceme skiimat’ otd¢avy pohyb, znamena to skimat’ ¢asovu zavislost’ uhla otoc¢enia
hmotného bodu, ¢ize a = a(?). Ak sa uhol oto¢enia hmotného bodu v ¢ase t meni z hodnoty
o1(t1) na hodnotu ax(ty), potom pod otoéenim hmotného bodu rozumieme v danom ¢asovom
intervale veli¢inu 4a, ktora je definované vztahom

Ao =02 —0q . (1.51)
Otocenie Aa rotujiceho hmotného bodu nadobuda kladné hodnoty, ak sa dany bod otaca

V smere rastuceho uhla, t.j. proti smeru pohybu hodinovych ruci¢iek. Pri ota¢ani v smere
klesajucich hodndt uhla oto¢enia nadobuda zaporné hodnoty. (Otocenie v zmysle vektorovej
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algebry nie je vektorovou velicinou, pretoze skladanie otoCeni nie je komutativne (pri zmene
poradia dvoch otoceni knihy o uhol 90° v réznych smeroch nedostaneme knihu do tej istej
polohy). Pri infinitezimalnych otoceniach da vSak moéze byt pokladané za vektorovi
veli¢inu.)

Nech v case t; je uhol otocenia hmotného bodu a; a v ¢ase t; je uhol otocenia o,. Priemernd
uhlova rychlost’ hmotného bodu v Casovom intervale A¢ = t; — t; je definovana vztahom

5ot _Aa (1.52)
t,—t, At

kde Aa predstavuje otocenie hmotného bodu v ¢asovom intervale A¢t.
(OkamZitd) uhlova rychlost’ @ je limitou priemernej uhlovej rychlosti vyjadrenej
vztahom (1.50) pri poklese veli¢iny A4¢ k nulovej hodnote, t.j.

- . Ao da (1.53)
@=lim—=—.
A0 At dt

Jednotkou uhlovej rychlosti je rad.s™ (alebo 1s™, pripadne otacky/s). V pripade, Ze uhlova
rychlost’ rotujiceho bodu nie je konStantnd, dany bod mé nenulové uhlové zrychlenie.
Ak uhlova rychlost’ v ¢ase t; je w; av case ty je wy, potom priemerné uhlové zrychlenie
hmotného bodu v Casovom intervale 4t je definované vzt'ahom

P20 _A® (1.54)
t,-t At

kde Aw predstavuje zmenu uhlovej rychlosti hmotného bodu v danom ¢asovom intervale At.
(OkamZité) uhlové zrychlenie € je limitou priemerného uhlového zrychlenia pri poklese At
k nulovej hodnote, t.].

. . A& d@ (1.55)
&=lim—=—,
At—0 At dt

Jednotkou uhlového zrychlenia je rad.s™ (alebo 152, pripadne otacky/s™).

Uhlova rychlost’ a uhlové zrychlenie su vektorové veliiny, to znamena, ze vztahy (1.53)
a (1.55) mozeme zapisat’ aj vo vektorovom tvare, pricom orientacia vektorov @, € je totozna
a je urcena podl'a pravidla pravej ruky. Vektory maji smer kolmy na rovinu dani pohybom
S orientaciou nahor, resp. nadol v zavislosti na smere pohybu hmotného bodu.

Okrem tychto veli¢in moze byt pohyb po kruznici popisany aj pomocou obvodove;j
rychlosti . Smer vektora obvodovej rychlosti je dotyénica ku kruznici v danom mieste, ¢ize
sa nachadza v rovine kruznice.

Podobnym sposobom ako v pripade priamociareho pohybu mézeme odvodit’ vzt'ah pre
uhol auhlova rychlost’ rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici. V takom pripade je
zrychlenie & konstantné, smery vektorov uhlového zrychlenia a uhlovej rychlosti su zhodné
a vzt'ah (1.55) sa da prepisat’ nasledovne

dw= ¢ dt. (1.56)
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Uhlova rychlost’ rovnomerne zrychleného pohybu je potom po zintegrovani vztahu (1.56)
dana zapisom

w=w, + . (1.57)

V pripade rovnomerne zrychleného pohybu po kruZznici je zrychlenie £> 0 a pre spomaleny
pohyb je £<0. Pre vyjadrenie opisaného uhla rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici
vyuzijeme zakladny vzt'ah pre vyjadrenie uhla (1.53) a pouzijeme odvodeny vzt'ah (1.57).
Naésledne dostaneme

[da = [ (e, +et) dt (159

a d’als§im zintegrovanim dostavame pre uhol rovnomerne zrychleného pohybu vztah

1.59
a=a0+a)0t+1£t2. (1.59)
2

Tento vztah je vSeobecnym vyjadrenim uhla rovnomerne zrychleného pohybu po kruznici.
Symbol ap predstavuje uhol prejdeny v ¢ase t=0s a ap je uhlova rychlost’ v ¢ase t=0s.
Vo vsetkych predchadzajicich vzt'ahoch je vidiet’ analogiu velicin a vztahov s priamociarym
pohybom, na ¢o poukazuje aj Tab. 1.1.

Tab. 1.1 Analégia veli¢in a vzt’ahov pre pohyb po kruZnici a priamo¢iary pohyb

Pohyb po kruznici Priamociary pohyb
a 7
w v
g a
~ da _dar
w=— V =—
dt dt
. do v
E=— a=—
dt dt
W=, +&t V=V, +at
1 1
a=at+=d° s=V,t+-at’
2 2
1, 1 .,
a=a0+a)ot+§at S:so+vot+§at

Uloha 1.4:

Analyzujte otacavy pohyb kolesa (odrazového sklicka). Urcte uhlovu rychlost’ otacania
kolesa, urcte uhlové zrychlenie pri brzdeni kolesa.

(ditka meradla: 1 m).

zdroj: koleso.avi (30 fps),


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/03_koleso.avi
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RieSenie:

Pokusme sa teraz spolo¢ne tak ako v predchadzajucej casti analyzovat pohyb
hmotného bodu po kruznici. Na Obr. 1.11 je zaznamenany pohyb odrazového sklicka
na kolese bicykla. Matematickou analyzou grafov danych pohybov (Obr. 1.12, Obr. 1.13)
moézeme usudit’ S istou presnost'ou, ze sa jednd o rovnomerny ota¢avy pohyb, pricom velkost’
priemernej uhlovej rychlosti je @ = 11,8 rad.s™. Uhol oto&enia v Gase t méZeme popisat’
rovnicou ot) = 6 = 11,8t + 0,127. Obdobnou analyzou ako v predchadzajucom pripade
analyzy priamociarych pohybov mdézeme urcit’ uhol otocenia v istom ¢asovom okamihu ako
obsah plochy pod grafom zavislosti uhlovej rychlosti v danom ¢asovom okamihu (Obr. 1.12
— obsah vyznacenej plochy je 12 rad, ¢o odpoveda uhlu oto¢enia vo vyznacenom ¢asovom
intervale 4o = 40 = (18 —6) rad = 12 rad .) (V programe Tracker je mozné zvolit’ aj stupne.)
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Obr. 1.11 Analyza pohybu odrazového sklicka na kolese bicykla
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Obr. 1.12 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla otocenia (Stvorceky) od
¢asu, analyza uhlovej rychlosti
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Obdobnou analyzou grafu zavislosti uhla otoc¢enia na ¢ase mozno v ktoromkol'vek okamihu
ur€it’ uhlova rychlost’ ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode (Obr. 1.13 — v ase t =
0,40s méa smernica doty&nice hodnotu 12,4 rad.s™, o odpoved4 uhlovej rychlosti v danom
Gase uréenej z tabulky: w(0,40s) = 12,385 rad.s™).
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Obr. 1.13 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (guP’4¢ky) a uhla otocenia (tvorceky)
od ¢asu, analyza uhla otocenia
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Obr. 1.14 Analyza pohybu odrazového skli¢ka na kolese bicykla pri brzdeni kolesa

Na Obr. 1.14 je znazornena analyza pohybu odrazky na kolesa bicykla pri jeho brzdeni.
DetailnejSou analyzou ¢asovych zavislosti mozno usudit’ (Obr. 1.15, Obr. 1.16), Ze sa jedna
0 rovnomerne spomaleny ota¢avy pohyb, ktory mozno popisat’ rovnicami w(?) = -8,029t +
9,765 aa(t) = O(t) = -1/2. 8,35t° + 9,996t + 2,299, pricom velkost’ uhlového zrychlenia je
priblizne rovnd ¢ = 8 rad.s auhlova rychlost’ na zaCiatku brzdenia kolesa mala hodnotu
priblizne w = 10 rad.s™. Aj v pripade tohto pohybu mozno v ktoromkol'vek okamihu ur&it
uhlovt rychlost” ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode (Obr. 1.16 — v ¢ase t = 0,20s
m4 smernica doty&nice hodnotu 8,07 rad.s™, o odpoveda uhlovej rychlosti v danom &ase
urdenej z tabulky: w(0,20s) = 8,071 rad.s™*) a uhol otoenia v danom Gasovom intervale ako
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obsah plochy pod krivkou zavislosti uhlovej rychlosti na ¢ase (Obr. 1.15 - obsah vyznacenej
plochy je 5,64 rad, ¢o odpoveda uhlu otocenia vo vyzna¢enom ¢asovom intervale At = t37 — 1y
=1,221s—-0,033s = 1,188s: Ao = 40 =037, — 0, = 8,303 rad — 2,661 rad = 5,642 rad ).
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Obr. 1.15 Grafy zavislosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla otocenia (Stvorceky)
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Obr. 1.16 Grafy zav

od ¢asu, analyza uhla otocenia

slosti uhlovej rychlosti (gul’6¢ky) a uhla otocenia (Stvorceky)
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1.4.1 Vztah obvodovej a uhlovej rychlosti

Na odvodenie vzt'ahu, ktory vyjadruje vzajomny stvis medzi obvodovou a uhlovou
rychlostou, pouzijeme zakladnt definiciou uhlovej rychlosti (1.53) a stivis medzi opisanym
uhlom « a prejdenou drahou, ktoru v tomto pripade predstavuje obluk s (vzt'ah (1.48)).
Dosadenim rovnosti (1.48) za «a do vztahu (1.53) dostavame

{3 (1.60)
a_42) 10

dt dt Rdt’

S . . . .
kde azv je uz znama definicia okamzitej rychlosti posuvného pohybu. Po dosadeni

dostavame vzt'ah medzi uhlovou a obvodovou rychlostou v skaldrnom tvare

v (1.61)
0=—.

R

(Este elegantnejsie je mozné dopracovat sa k tomuto vztahu priamo derivaciou vzt'ahu (1.48)
podla Casu, ¢o uz ponechivame na samotnom Ccitatelovi.) Z predchadzajiceho vztahu
vyplyva, ze aj ked’ sa vSetky Casti telesa otacajiceho sa okolo vlastnej osi otacaji rovnakou
uhlovou rychlostou, Castice telesa, ktoré obiehaju vo vicSej vzdialenosti R od osi otdcania,
pohybuju sa aj vacSou obvodovou rychlost'ou v. Predchadzajici vzt'ah vSak nevystihuje smer
rychlosti, hovori iba o velkosti obvodovej rychlosti. Vo vektorom tvare je vysledny vztah
charakterizujtci stivis medzi obvodovou a uhlovou rychlostou dany zapisom

V=&xR. (1.62)

1.4.2 Perioda a frekvencia rovnhomerného pohybu po kruzZnici

V pripade rovnomerného ota¢avého pohybu telesa po kruznici stalou uhlovou
rychlostou je podla vztahu (1.61) ¢asovo nepremenna obvodova rychlost’ kazdej Castice
telesa. Vtedy vykona kazdy hmotny bod telesa jeden obeh po kruznici za rovnaky Casovy
interval. Cas, za ktory vykond hmotny objekt jeden obeh po kruinici rovnomernym
pohybom sa nazyva perioda (T). Doba obehu je pre vsetky Castice otacajliceho sa telesa
rovnaka. Jednotkou periody je 1s. Peridda je vyjadrend vztahom

2 1.63

r_2R (163)
%

z ktorého je zrejme, Ze je podielom dizky kruhovej trajektorie hmotného bodu (2zR) a jej

obvodovej rychlosti v. Po dosadeni vztahu (1.61) do tejto rovnice dostaneme

1.64
r2m @)
[0
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Okrem perioédy sa pre rovnomerné pohyby po kruznici zavadza aj d’alSia fyzikalna veli¢ina
frekvencia (f). Frekvencia je definovand ako pocet obehov hmotného bodu rovnomernym
pohybom po kruZnici za jednotku casu. Matematicky je vyjadrend ako prevratend hodnota
periody

(L (1.65)
=2

Jednotkou frekvencie je 1s*= 1Hz (Hertz). Pomocou tychto zavedenych veli¢in je mozné
vyjadrit’ uhlovu rychlost’. Ked’ze peridda a frekvencia popisuju vyhradne rovnomerné pohyby,
tak aj vzt'ah pre uhlova rychlost’ (1.53) sa moze zjednodusit’

o (1.66)
COZT.

Jeden obeh po kruznici zodpoveda uhlu o =27 acas t =T. Po dosadeni vztah (1.66) prejde
na tvar

2 (1.67)
0=—,
T
alebo po dosadeni vztahu (1.65) na tvar
=24 . (1.68)

1.4.3 Tangenciilne a normalové zrychlenie

Podla zakladnej definicie zrychlenia v priestore (1.42) je zrychlenie vektorova
veli¢ina vyjadrend ako ¢asova zmena vektora rychlosti. Ak ddjde k ¢asovej zmene rychlosti
je potom zrychlenie nenulové. Tato zmena rychlosti méze byt reprezentovana bud’ zmenou
jej vel’kosti alebo jej smeru. V predchadzajucej kapitole sme analyzovali priamociary pohyb,
pricom sme neuvazovali 0 zmene smeru rychlosti. V pripade pohybu po kruznici sa vSak tato
zmena smeru rychlosti neda zanedbat. Zmenu smeru rychlosti bude popisovat’ normadlové
(radidlne) zrychlenie a, azmenu jej velkosti tangencidlne zrychlenie a;. Ich orientaciu
na kruznici znazoriiuje Obr. 1.17. Kym vektor tangencialneho zrychlenia a; je doty¢nicou
ku kruhovej trajektorii pohybu v danom mieste, tak vektor normalového zrychlenia a, ma
smer do stredu kruznice. Celkové zrychlenie potom mdzeme vyjadrit’ ako vektorovy sucet
obidvoch zrychleni

d=4a, +a, (1.69)

alebo v pripade urcenia len vel'kosti celkového zrychlenia
laj=+a +a; . (1.70)

Odvod’'me teraz vztahy pre tangencialne a normalové zrychlenie, pricom vyuzijeme
vseobecntl definiciu zrychlenia v priestore (1.42) a pouzijeme prepis vektora rychlosti ako
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stucin velkosti rychlosti vyjadrenej skalarom v asmeru charakterizovanom jednotkovym
vektorom (1.47)

50V _ d(v7) (1.71)
dt dt

Podl'a pravidiel pre derivovanie sucinu je mozné upravit predchadzajuci vztah (1.71)
na nasledujtci tvar

_ dv. df (1.72)
a=—7+V—.
dt dt

Prva ¢ast vztahu (1.72) charakterizuje zmenu velkosti rychlosti, ateda predstavuje
tangencialnu zlozku zrychlenia, priCom za rychlost mozeme dosadit vztah (1.61), ¢
predstavuje uhlové zrychlenie. Druha cast’ vyjadruje zmenu smeru rychlosti a predstavuje
normalovu zlozku zrychlenia

1.73
a-V:_r92: Rz, (L.73)
dt dt
TR (1.74)
"~ RO

kde p je jednotkovy vektor smerujici do stredu kruznice. Urcenie tangencialneho zrychlenia
podla vztahu (1.73) je potom analogické ureniu zrychlenia priamociareho pohybu.
Pre celkové zrychlenie s dosadenim predchadzajicich vztahov pre tangencidlne zrychlenie
(1.73) a normalové zrychlenie (1.74) dostavame

dv _ (1.75)

a*——r—ﬁﬂ
dt RY

Vztah (1.75) je vyjadrenim celkového zrychlenia hmotného bodu pohybujuceho sa
po kruznici s polomerom R. V pripade rovnomerného pohybu po kruznici je tangencialne
zrychlenie nulové a normalové zrychlenie konStantné. A zase v pripade rovnomerne
zrychleného pohybu po kruznici je tangencidlne zrychlenie konStantné a normalové
zrychlenie narasta s druhou mocninou obvodovej rychlosti.

Uloha 1.5:

Analyzujte otacavy pohyb odrazového sklicka a bieleho kruhu na otdacajucom sa kolese.
Uréte uhlovi a obvodovu rychlost’ oticania odrazového sklicka, kruhu a navidjom ich
porovnajte. Co plati pre uhlové zrychlenie pri rozbehu a brzdeni kolesa?

(di¥ka meradla: 1 m, 120 fps).

zdroj: koleso 120.avi

RieSenie:

Pre analyzu pouzijeme Casové zavislosti obvodovej a uhlovej rychlosti odrazového
sklicka a bieleho bodu, ¢asovi zavislost’ uhlovej rychlosti. Program Tracker umoziiuje


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/03_koleso_120.avi

38 Kinematika hmotného bodu

vzajomné porovnanie viacerych hmotnych bodov (odrazové sklicko abiely bod),
¢oumoznuje priamo odpovedat’ na zadané otdzky. Zaujimavé je taktiez sledovat’ vektor
zrychlenia rozbiehajucich sa hmotnych bodov a ich smer a vel'kost’ v zavislosti od pdosobiace;j
sily (dotyk ruky s kolesom) a rychlosti kolesa. Danti analyzu a skiimanie smeru a velkosti
okamzitého zrychlenia, aplikaciu vztahov (1.73), (1.74) ponechavame na samotnom
Citatelovi.
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Obr. 1.17 Analyza rozbehu kolesa, obvodovej a uhlovej rychlosti a zrychlenia

L

-

NerieSené ulohy:

Uloha 1.6: Uréte periddu a frekvenciu oticavého pohybu vrtule lietadla pri lete.
(frekvencia snimok: 1000 fps)
zdroj: vrtula.avi

Uloha 1.7: Analyzujte pohyb rakety, uréte jej rychlost’, zrychlenie tesne po odpdleni.
(dlZka meradla: 1 m, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: raketa.avi, raketa _odpal.avi

Uloha 1.8: Analyzujte dany pohyb, uréte vel’kost’ rychlosti lopty v case. Akit md rychlost’
lopta v najvysSom bode, aké ma zrychlenie?
(ditka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: vrh_nahor2.avi,
(hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vrh _nahor.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/41_vrtula.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/32_raketa.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/32_raketa_odpal.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/13_vrh_nahor.avi
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2. Dynamika hmotného bodu

Dynamiku hmotného bodu charakterizuji pohybové zakony, ktoré sformuloval Isaac
Newton (1642-1727). Este ale aj dnes sa mnohokrat stretdvame s nespravnym, tzv.
aristotelovskym nazorom, podla ktorého pre udrzanie telesa v pohybe stilou rychlostou je
potrebné nejaké silové pdsobenie (,,sila®), lebo inak sa teleso zastavi. Ak by sme pripravili
I'adovu plochu dokonale hladku, puk by sa po naraze pohyboval po dokonale hladkej ploche
bez toho, aby spomaloval a zastavil sa. Na udrzanie stalej rychlosti pohybu telesa
po dokonale hladkej podlozke teda nepotrebujeme silu (zatial’ neuvazujeme o odporovych ani
trecich silach). Pre zjednoduSenie nebudeme uvazovat o otaCavom pohybe a budeme
pracovat’ vyluéne s modelom hmotného bodu.

Vzéjomné posobenie telies (interakcia) sa mdze uskutocniovat napr. pri vzajomnom styku
telies alebo prostrednictvom fyzikalnych poli (gravitaéného, elektrického, magnetického).
Toto vzajomné posobenie telies alebo telies a poli charakterizuje vektorova fyzikalna veli¢ina

sila— F. Vysledkom vzajomného silového posobenia telies méze byt zmena ich pohybového
stavu alebo deformacia tychto telies. Teleso, ktoré je v dostatocnej vzdialenosti od vSetkych
ostatnych telies a nepdsobi na neho ziadne pole (nie je v ziadnom vzijomnom posobeni
s inym fyzikdlnym objektom) nazyvane izolované teleso (pripadne ak zanedbavame rozmery
telesa hovorime o izolovanom hmotnom bode). Ako izolované sa spravaju vsetky telesa,
pri ktorych je silové pdsobenie ostatnych telies vykompenzované.

Vztazné sustavy, Vktorych izolované hmotné body zotrvavaju v pokoji alebo
V rovhomernom priamociarom pohybe sa nazyvaji inercidlne vit’aZné sustavy. Zmenu
pohybového stavu telies moze v inercidlnych vztaznych ststavach spdsobit’ len ich vzdjomné
pOsobenie s inymi objektmi. V inercidlnych vztaZnych ststavach izolované hmotné body,
ktoré su v pokoji alebo v rovnomernom priamociarom pohybe, maju vlastnost zotrvavat
v tomto stave. Zotrvacnost’ je jednou z vlastnosti hmoty a nezavisi na rychlosti hmotného
bodu.

Vztazné sustavy, v ktorych zmena pohybového stavu telies moze nastat’ bez ich
vzajomného pdsobenia s ostatnymi objektmi sa nazyvaju mneinercidlne vit'ainé sustavy.
V mnohych pripadoch mdéZeme s dostatocnou presnostou za inercidlnu povazZovat’ vzt'aznl
stistavu spojenu s povrchom Zeme. VZdy moZzno najst’ redlnu vztazna ststavu, ktord bude
s dostato¢énou presnostou spiiiat’ vlastnosti inercidlnej vztaznej ststavy aumoZni &o
najjednoduchsi opis a vysvetlenie fyzikalnych dejov.

Vsetky inercidlne vzt'azné sustavy st si navzajom rovnocenné. Bud’' sa navzajom
pohybuji rovnomernym priamoc¢iarym pohybom alebo s v pokoji, pricom nie je mozné
ziadnym pokusom v inercidlnej vztaznej ststave urCit, ¢i je dana ststava v pokoji alebo
V rovhomernom priamociarom pohybe. V pripade niektorych fyzikalnych veli¢in nameraju
pozorovatelia v roznych inercidlnych vztaznych sustavach tie isté hodnoty. Takymito
invariantnymi veli¢inami v newtonovskej mechanike st sila, himotnost, zrychlenie a cas. Iné
fyzikédlne veliCiny, ako napr. rychlost, maju pre pozorovatela v réznych inercialnych
vztaznych sustavach rdzne hodnoty (pre jedného pozorovatela nachadzajuceho sa
V inercialnej vztaznej sustave pohybujucej sa rychlostou V je urcity objekt v pokoji, pre in¢ho
pozorovatela v inej ststave sa ten isty objekt pohybuje napr. rychlostou V). Vo vsetkych
inercialnych vztaznych sustavach vSak plati princip invariantnosti: Fyzikdlne zdakony
VO vSetkych inercidalnych vit’ainych sustavach maju rovnaky tvar.

Z tohto principu vyplyva, ze vol'ba vzt'aznej sustavy nemdze ovplyvnit’ platnost’ fyzikdlnych
zakonov. Princip invariantnosti hovori, Ze dvaja rézny pozorovatelia, ktori budu Studovat’ tu
isti udalost’ v dvoch r6znych inercidlnych sustavach musia dojst’ k zaveru, ze priroda funguje
pre oboch rovnako. Aj ked hodnoty napr. prace a kinetickej energie namerané réznymi
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pozorovateI'mi sa budu liSit, vztah medzi pracou a kinetickou energiou bude v oboch
vztaznych ststavach rovnaky.

Pri video analyze dejov v programe Tracker si vacSinou zvolime inercialnu vztazna
stistavu, ktora bude v pokoji a jej pociatok spojime s bodom, ktory sa na videu nepohybuje.
(Preto je aj pri priprave d’alsich videi vhodné pouzivat stativ, aby dany obraz nebol roztraseny
a aby sme sa pri analyze dopustali ¢o najmensich chyb merania.)

2.1 Newtonove pohybové zdakony, hybnost’, impulz sily

Prejdime teda k zakladnym zakonom dynamiky a sformulujme prvy Newtonov
pohybovy zdkon (zdkon zotrvacnosti), ktory hovori:

Kazdy hmotny bod v inercidlnej vit'ainej sustave zotrvava v pokoji alebo v rovnomernom
priamociarom pohybe, pokial’ nie je nuteny vonkajSimi silami tento svoj stav zmenit’.

Treba poznamenat, ze prvy Newtonov pohybovy zakon plati nielen v pripadoch, kedy
na teleso neposobia Ziadne sily, ale aj vtedy, ked’ sily posobia, ale ich vyslednica je nulova.
Zakon charakterizuje zotrvacnost’ ako zékladnu vlastnost’ kazdého izolovaného hmotného
bodu zotrvavat’ v pokoji alebo v rovhomernom priamoc¢iarom pohybe v inercialnej vztaznej
sustave. Cim vidsia je zotrvacnost’ telesa, tym vicsia sila je potrebna na to, aby sme zmenili
rychlost’ na ur€itlh hodnotu. Zo zdkona vyplyva, Ze na zmenu pohybového stavu hmotného
bodu v inercialnej vztaznej ststave je potrebné jeho vzajomné pdsobenie s inymi objektmi.
Mierou toho pdsobenia je sila. Zotrvané a gravitatné vlastnosti objektov charakterizuje
dalsia fyzikalna veli¢ina, ktori nazyvame hmotnost’ m (jednotka v ststave SI je kilogram
[m] =kg). Hmotnost’ je charakteristikou samotného predmetu. Na tomto mieste je vhodné
zdoraznit’ rozdiel medzi tiaZovou silou, hmotnost'ou a ich urCovanim. Vazenim urcujeme
velkost’ tiaze, ktorou Zem pdsobi na teleso. Potom zo znalosti tiazového zrychlenia g v mieste
merania dokaZzeme uréit’ velkost hmotnosti telesa. (Pri analyzach v programe Tracker je
potrebné poznat’ hmotnosti analyzovanych telies, ktoré sa priamo zadavaji do programu.)

Zo skusenosti vieme, ze ak na dve telesd r6znej hmotnosti budeme pdsobit’ rovnakou
silou (napr. kopnutie do rdéznych 16pt), bude aj ich pohybovy G¢inok iny — ¢im menSia
hmotnost’, tym véc¢Sia zmena rychlosti telesa za jednotku Casu, €ize zrychlenia. Alebo ¢im
vicSia ma byt zmena rychlosti telesa danej hmotnosti za urcity ¢as, tym vécsia sila nait musi
poOsobit’. Pripadne, pre to isté zrychlenie roznych telies musi byt pdsobiaca sila tym vécsia,
¢im véacsia je ich hmotnost. Zhrnutim tychto poznatkov dospejeme k formulacii druhého
Newtonovho pohybového zdikona (zdkon sily):

Aby mal hmotny bod s hmotnost’ou m v inercidlnej vit’ainej sustave zrychlenie a, musia
nari okolité objekty pésobit’ vyslednou silou F:

(2.1)

F=mi alebo d=

3|

Je potrebné si uvedomit, Ze sila nie je pri¢inou pohybu, ale je pri¢inou zmeny pohybového
stavu telesa. Sila F je vektorovou fyzikalnou veli¢inou, ktorej smer je zhodny so smerom

zrychlenia d, ktoré udeluje hmotnému objektu. Pod silou F mézeme rozumiet aj vektorovy
stcet vSetkych vonkajsich sil posobiacich na teleso. Jednotkou sily je newton (N). 1 newton je
sila, ktora telesu hmotnosti 1 kg udel'uje zrychlenie 1 m.s™. Odtial’ [F] = IN = 1 kg.m.s™.
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Za povSimnutie stoji, ze druhy Newtonov pohybovy zdkon nie je v rozpore S prvym.
Ak na hmotny bod nepdsobia ziadne sily, podla rovnice (2.1) sa bude hmotny bod pohybovat’
bez zrychlenia, t.j. rovnomernym pohybom alebo bude v pokoji.

Zmena pohybového stavu hmotného bodu nezavisi len od pdsobiacej sily, ale aj
od ¢asu, za ktory sila pdsobila. Mierou ¢asového ucinku sily je fyzikalna veli¢ina, ktora
nazyvame impulz sily. Impulz sily fje definovany ako sucin sily F acasu t, pocas ktorého
sila posobila. Pre konstantnu silu plati

I = Ft. (2.2)

I
ik

Ak sila nie je konStantnd, moZeme vo vSeobecnosti pre impulz sily pisat’

. (2.3)
Fdt.

—

[y S——

Impulz sily je vektorovou fyzikalnou veli¢inou a pre konstantna silu mé smer rovnaky

ako sila. Ak bude sila F za &as t posobit’ na hmotny bod s konstantnou hmotnostou m,
pre impulz sily plati

f=jlfdt=j[médt=mj.gdt=mjv.d\7=m(\7—‘70)’ -9
0 0 0

Vo

kde vavp st rychlosti hmotného bodu v ¢ase t at=0s. Sucin hmotnosti m a rychlosti
v hmotného bodu nazyvame hybnost’ a oznatujeme p

p=mv. (2.5)

Hybnost' je vektorovd fyzikdlna veli¢ina, ktorej smer je totozny so smerom rychlosti.
Jednotkou hybnosti je [p] = kg.m.s™. Zadefinovanim hybnosti méZzeme pre impulz sily pisat’

ey (2.6)
I'= [ Fdt=p—p,.
0

Impulz sily, ktora posobi na hmotny bod, je rovny zmene jeho hybnosti.

Zavedenie hybnosti nam umoznuje druhy Newtonov pohybovy zakon zapisat’ aj v inej forme

£ _ma_mdV_dmv)_dp (2.7)
dt dt dt

Z vyjadrenia vyplyva, ze sila posobiaca na hmotny bod je rovna derivacii jeho hybnosti podl'a
Casu. Na zaklade predchadzajucej formulacie mézeme druhy Newtonov zdkon formulovat
nasledovne:

Pomer zmeny hybnosti hmotného bodu a doby, za ktoru tdito zmena nastala, je priamo
umerny vyslednej posobiacej sile.
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Z tejto formulacie vyplyva, ze ak nastala zmena hybnosti v ¢ase, musela na teleso posobit’
sila, pripadne obratene, ak na teleso bude pdsobit’ sila, nastane zmena jeho hybnosti.

Silové posobenie dvoch telies je vzdy vzajomné. Tento poznatok je obsahom tretieho
Newtonovho pohybového zakona (zdkon akcie-reakcie), ktory hovori:

Dva hmotné body na seba navzdjom posobia rovnako vel’kymi silami opacného smeru.
Fre =—Fas. (2.8)

Jednu ztychto sil nazyvame akcia adruha reakcia. Akcia areakcia suCasne vznikaju
a sucasne zanikaju. Kazda z tychto sil posobi na iné teleso, preto sa vo svojich ucinkoch
navzdjom neru$ia. (Ak dve rovnako velké sily opacného smeru pdsobia sti€asne na ten isty
hmotny bod, nejedna sa o akciu a reakciu.)

2.2Praca

Ak chceme premiestnit’ nejaky predmet, musime vynalozit’ uréiti namahu. Zvycajne
to robime tak, Ze na predmet posobime silou a vykoname pri tom isti pracu. Vo vSeobecnosti
pod pracou rozumieme mieru Gc¢inku sily, ktorym hmotny bod meni svoju polohu. Ak na

hmotny bod bude posobit’ nejaka konstantna sila F tak, ze jej ucinkom sa posunie po usecke
(drdhe) § a ak navyse smer sily a drahy je ten isty, potom praca W je rovna priamo sucinu
velkosti sily F a drahy s

W =Fs. (2.9)

Ak smer sily a drahy nebudu rovnaké, ale budti zvierat' uhol o, praca bude rovna sucinu
velkosti priemetu sily do smeru drahy a drahy s

W =Fscosc . (2.10)

Vyuzitim znalosti z vektorového poctu o skalarnom sucine dvoch vektorov moézeme
predchadzajici vztah prepisat’ do vektorového tvaru

W=FE.§ (2.11)

pri¢om § predstavuje orientovant usecku (vektor drahy).
Ak bude na hmotny bod posobit’ premenliva sila, drahu rozdelime na také malé intervaly AS,

aby sme v kazdom z nich mohli povazovat’ silu F za konstantnu, resp. drahu za priamociaru.
Elementarnu pracu v i-tom intervale vypocitame zo vzt'ahu
AW, = F, - 4, (2.12)

a celkov1 pracu dostaneme stiiétom jednotlivych elementarnych prac pozdiz celej drahy

W= 4W, =3 F-45. (2.13)
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Ak jednotlivé intervaly budi nekoneéne malé (infinitezimalne) dS, sumacia prejde
na integral

W:de:jﬁ-oE, (2.14)

priom integrovat’ treba pozdiz celej drahy (Obr. 2.1).

o) Fop 7 fo °

a) b) c)

Obr. 2.1 a) Graf zavislosti sily posobiacej na ¢asticu, ktora sa pohybuje po priamej
drahe s, pri¢om sila F na fiu posobi rovnobezne s osou s v intervale s; az s;. b) Draha
vintervale s; az s, bola rozdelena na jednotlivé rovnaké elementy As, v Ktorych
predpokladame posobenie konstantnej sily Fi(s). Sila v danom intervale vykona pracu
AW,. ¢) Limitny pripad, kedy As — 0 a praca vykonana silou F(s) v intervale s; az s; je
reprezentovana obsahom vyfarbenej plochy pod krivkou.

2.3Vykon

T isth pracu moéZzeme vykonat’ za rozny cas. Mierou toho, ako ,,rychle kona sila

préacu je fyzikalna veli€ina, ktora sa nazyva vykon P. Ak vykona sila F pracu AW za dobu At,
je jej priemerny vykon v danom Casovom intervale definovany pomerom

5_ AW (2.15)
At

Okamzity vykon P je limitnym pripadom priemerného vykonu pre At—0

o_ W (2.16)
dt

Jednotkou vykonu v Sl je joule za sekundu, ale pouzivanejSia je jednotka watt (W)
[P] =J.st = W. Stretnat’ sa mdzeme aj s jednotkou nazyvanou konské sila (konskd sila =
746 W). Pri stdlom vykone P m6zeme pracu vyjadrit’ ako stcin vykon a ¢asu
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W = Pt (2.17)

aztohto vztahu nam pre pracu vyplyva bezne pouzivana jednotka — kilowatthodina
(1 kilowatthodina = 1 kWh = 1000 W. 3600s = 1000 J.s™. 3600 s = 3,6.10° J = 3,6 MJ).

Ak vo vztahu (2.16) vyjadrime pracu su¢inom dW = F . d#, mozeme pre vykon pisat’

_FedF (2.18)

dt

P =F-V.

Vykon teda mézeme vyjadrit’ aj ako skalarny sucin sily a rychlosti jej pdsobiska. Takze ak
napr. taha¢ bude posobit’ na plne nalozeny prives silou F arychlost’ privesu je v danom
okamihu v, sucin sily a rychlosti nam povie, aky je ,,vykon tahac¢a“ v danom okamihu.

2.4 Energia

Pod pojmom energia budeme rozumiet’ skalarnu fyzikalnu veli¢inu, ktorej hodnota je
uréend stavom fyzikdlnej sustavy (objektu). Kineticka energia Ey stvisi s pohybovym stavom
Castice alebo telesa. Zo skusenosti vieme, ze ak sa teleso pohybuje rychlejsie, jeho kineticka
energia je vicsia, ak je teleso v pokoji, jeho kineticka energia je nulova. To isté plati aj pre
kinetickil energiu telesa nezanedbatelnych rozmerov, ak sa vSetky jeho casti pohybuju
rovnakou rychlostou v, tj. vykondvaji posuvny (transla¢ny) pohyb, pricom uvaZujeme,
ze teleso nerotuje ani nie 2je deformované. Jednotkou kinetickej energie (a vSeobecne energie)
je joule ([E] =J=kg.m°s™). V oblasti Gasticovej fyziky sa zvykne pouZivat aj jednotka
elektronvolt (1 eV = 1,602.10° J).

Prenos energie medzi objektom a jeho okolim moéze byt sprostredkovany silovym
posobenim alebo tepelnou vymenou. Deje suvisiace so silovym posobenim nazyvame suhrne
konanie prace. Ak budeme na teleso pdsobit’ nejakou silou, z 2. Newtonovho zakona vyplyva,
ze jeho rychlost’ bude rast’ a tym rastie aj jeho kineticka energia. Naopak, ak bude teleso
vplyvom vyslednej sily spomalovat, bude aj jeho kinetickd energia klesat. Ak sa kineticka
energia Castice vplyvom silového posobenia jeho okolia v§eobecne meni, hovorime, ze sily
pdsobiace na Casticu konaji pracu. Ak sila zvicsila (nezmenila, zmensila) kineticku energiu
Castice, hovorime, Ze vykonala kladna (nulovu, zaporn) pracu, pripadne hovorime, Ze sila
pracu kona (nekond, sprostredkovava). V najSirSom slova zmysle praca predstavuje ti Cast’
energie, ktoru teleso ziskava prostrednictvom silového pdsobenia jeho okolia.

Podl'a charakteru podsobiacich sil hovorime o energii mechanickej, -elektrickej,
chemickej, jadrovej a pod. Casto sa pouziva tvrdenie, Ze energia je schopnost’ konat’ pracu.
Mierou procesu premeny energie aj mierou prenosu energie z jedného telesa na druhé je praca
(fyzikalna veliCina, ktord charakterizuje dej). Aj ked hodnoty veli¢in energie a prace
vyjadrujeme v rovnakych jednotkach, nesmieme tieto veli¢iny stotoziiovat' (jedna vyjadruje
stav sustavy, druhd dej).

Ked’ na hmotny bod s hmotnostou m pdsobi sila F, udel'uje mu zrychlenie d, priGom
kona préacu
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W:Jﬁ(F).dF:Imé.dF:mfdv ar _ J \7=—mv _%mv (2.19)

Aby sa hmotny bod s hmotnostou m, ktory sa pohybuje rychlostou ¥ zastavil, musi na neho

poOsobit’ sila F’ opaéného smeru, ako je smer rychlosti . Sila F’ pri zastavovani hmotného
bodu kona pracu

) 0 0 (2.20)
W= |F'(F)-dr =..= mjv-dv :—mfvdv= —(O—Emvzj :lmvz.
g 2 2

1
Hmotny bod s rychlostou v ma teda schopnost’ vykonat pracu Emvz. Hovorime, ze ma

pohybovu alebo kineticku energiu. Kinetickda energia hmotného bodu s hmotnostou m
pohybujuceho sa rychlostou v je rovna

2.21
E, = ;mvz. (2.21)

Vyuzitim vztahu (2.19) m6zeme vyslovit’ tvrdenie, ze zmena kinetickej energie Castice AE je
rovna praci W vykonanej silou F

AE, =E,—E,=W, (2.22)

: . . o . .1 5
priCom symbolom Ey sme oznalili pociato¢nu kinetickll energiu Castice —MmVy aEy
2 0

. o : .1
predstavuje vyslednu kineticka energiu éastlcegmvl2 . Tento vzt'ah vSak neplati vSeobecne,

sta¢i si predstavit’ rotujuce alebo deformujice sa teleso, kde sa jednotlivé Casti telesa
pohybuju r6znymi rychlostami.

Uvazujme teraz loptu hmotnosti m, ktordt moézeme povazovat’ za bodovy objekt. Ak ju
vyhodime zvisle nahor pociatoénou rychlostou v, vzhladom k Zemi (pricom pre
jednoduchost’ zanedbame otaCanie Zeme okolo Slnka a jej rotaciu okolo vlastnej osi (vtedy

tiazova sila Zeme F_(; je rovna gravitacnej sile Fg)) a uvazujeme len malé vysky nad povrchom
Zeme), bude jej pociato¢na kineticka energia E,, = Emvg . 'V priebehu vystupu sa jej pohyb

posobenim pritazlivej tiazovej sily Zeme Fg = E, Fe=m § (kde g je vektor tiazového
zrychlenia smerujuci do stredu Zeme) spomal’uje a kineticka energia klesd. Ak bude tiazova
sila jedinou silou, ktord na loptu pdsobi (ak zanedbame odporovu silu vzduchu), potom
k zmene kinetickej energie prispieva iba praca tiazovej sily

. rz - (2.29)
W, = [F(r)-dF = [mg-dF =m| g-dh = mg(h, ~h,).
n hl

n
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Ak zoberieme zaporne vzatll pracu vykonanu tiazovou silou, moézeme pri pohybe
telesa v blizkosti povrchu Zeme zadefinovat zmenu tiaZovej potencidlnej energie sustavy
teleso — Zem

AE — _W , (224)

ktord sa tiez nazyva potencidlna energia telesa V tiazovom poli Zeme. V pripade sustavy
Castica — Zem budeme pod E, rozumiet hodnotu tiazovej potencidlnej energie Castice
v polohe o suradnici h. Vo vztahu

AE, =E, —E , =mg(h-0), (2.25)

pod hodnotou Ep budeme rozumiet tiazovu potencidlnu energiu v tzv. referencnej
konfiguracii, pri ktorej sa Castica nachadza v referencnom bode o suradnici hg. Zvyc€ajne
kladieme Epo = 0 pre hg = 0. Predchadzajuci vzt'ah mézeme potom prepisat’ do tvaru

E,(h)=mgh, (2.26)

z ktorého vyplyva, Ze tiazova potencidlna energia sustavy Castica — Zem zavisi iba od zvislej
polohy h ¢astice vzhl'adom k referen¢nej polohe o stradnici hg = 0 (t.j. na vySke Castice nad
referencnym bodom). Ak vztazni sustavu anulova hladinu spojime s povrchom Zeme,
hovorime stru¢ne, Ze potencidlnu energiu mé teleso. Ako sme vSak uz spomenuli,
Vv skutocnosti potencidlnu energiu tiazovu nema samo teleso, ale presnejSie sustava Zem —
teleso. Predchadzajuci vztah (2.26) je mozné pouzit iba v nie velkych vzdialenostiach
od povrchu Zeme, kde hodnotu g povazujeme za priblizne konstantnu.

Uloha 2.1:

Analyzujte dany pohyb, urcte hybnost’ lopty a jej zmenu v case. Akou vel’kou silou posobi
noha na loptu v case kopu?
(diZka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,421 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: odkop.avi

RieSenie:

lopta t, x) |

0 005 010 015 020 025 030
t

[t=0.28 x=4,28
lopta (t, vx)
20 ™ i)
10
0
x10° lopta (t, ax)

0
0 e H

0 005 010 015 020 025 030

[ Taburka | © lopta | v

t [ X % | ax

0] 003]
.008| .003] 0,007
017] .003] 0,009 295
x=0.87 y=429] model vybrany (zamknute 025] .003] -0.003] -0,495]
17 ] > 2 R S S S
2= 0.05] 003 -0.003] 02511~

Obr. 2.2 Analyza pohybu lopty

3
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Zvolenim vhodnej suradnicovej sustavy (ponechivame na samotnom Studentovi)
a vyuzitim funkcie ,,autortacker® zaznamena program polohu lopty v jednotlivych ¢asovych
intervaloch (4¢ = 0,00833 s pre 120 fps). Hodnoty velicin (X, Y, Vx, Vy, ax ay, t) st
zaznamenavané do tabul’ky a znazornené v grafickych zavislostiach X = X(t), vx = Vx(t) a ax =
ax(t) (Obr. 2.2).

1] markers| [v] [v]
< lines 2] Iw]
style) i — S -
axis hariz. vert vert
row i ks o
13 0,108 0,233 22.819|~|

14| 0,117 0,423 22,473
15| 0,125 0,608 22,576
16 0,133 0,799 21,678
17] 0,142 0,969 21,94
18 0,15 1,165 23,112
19 0,158 1,354 22727
20 0,167 1,544 23,839
21 0,175 1,752 23,858
22 0,183 1,942 23,457
23 0,192 2,143 23,342
24| 0,2 233 23,334
25( 0,208 2,532 23,559
26 0,217 2,724 24,023
27| 0,225 2,932 24,953

Fit Name: | Priamka ‘v Fit Builder... Parameter Hodnota : 28 0,233 314 24 (54|
] 23,258 i 29 0,242 3,333 23787

Fit Equation: x = 2%t + b I b 2,309 : 30 0,25 3536 23253
! i kL 0,258 3721 23212

Obr. 2.3 Spracovanie zaznamenanycli udajov

Ako mozeme z Obr. 2.2 vidiet', jednou z moznosti ako si zvolit’ siradnicova ststavu,
je umiestnit’ os tak, aby sa pohyb uskutoéfioval v jednom smere. Dal§ou matematickou
analyzou ur¢ime, ze rychlost’ pohybu lopty (vyjadrenti na grafe gul'6¢kami (Obr. 2.3) mozeme
povazovat od istého okamihu (t = 0,108 s) za priblizne konstantnu, a teda pohyb lopty
V analyzovanom case za rovnomerny priamociary, o méZeme matematicky zapisat’ rovnicou,
ktor sme urcili fitovanim zavislosti polohy na ¢ase pomocou priamky: X = at+b = 23,258t -
2,309. Parameter a v tomto pripade ma charakter rychlosti pohybu lopty, takZe rychlost
pohybu lopty bola stanovena na v, = 23,26 m/s.

Dalsou ulohou je uréit, akou silou pdsobila noha na loptu (alebo lopta na nohu)
v okamihu kopnutia. Pri tejto ulohe je nickol'’ko mozZnosti ako urcit’ dany fyzikalny parameter.
Jeden zo spdsobov pontka Obr. 2.4: velkost posobiacej sily pri odkope lopty ur¢ime z Il
Newtonovho pohybového zakona (NPZ) v tvare F = Ap/At, pricom At predstavuje ¢asovy
okamih, za ktory pdsobila na loptu sila. Nasledne z grafu Casovej zavislosti hybnosti —
z analytického vyjadrenia priamky, ktorou sme fitovali ¢asovl zavislost hybnosti v okamihu
posobenia sily na loptu, sme urcili: px = 515,656t - 46,103. Velkost’ posobiacej sily bola teda
urcend ako F = 515,66 N. Iny zo sposobov, ako mozno urcit’ velkost’ pdsobiacej sily v danom
okamihu, je vyuzitie II. NPZ v tvare F = dp/dt = d/dt (p), ¢o predstavuje derivaciu hybnosti
podla Casu. Vyuzitim funkcie slope v programe urCime smernicu doty¢nice ku krivke,
¢o predstavuje velkost’ posobiacej sily v danom okamihu. Hodnota sily urCenej danym
sposobom mala vel'kost' F =516 N (Obr. 2.4).
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Fit Equation: px = a*t + b I b -46,103

Obr. 2.4 Analyza ¢asovej zavislosti hybnosti a urcenie posobiacej sily

DalSou z moznosti, ktorii je mozno vyuzit pre uréenie velkost pdsobiacej sily, je
pouzitie II. NPZ v tvare F = ma, ¢iZze urCenim velkosti zrychlenia v Case pdsobiacej sily
Z Casovej zavislosti zrychlenia (maximalna hodnota bola a = 1090 m/SZ) a vynasobenim danej
hodnoty odmeranou hmotnostou lopty. Je taktiez mozné pre urCenie zrychlenia vyuzit

metddu fitovania Casovej zavislosti rychlosti a velkost' zrychlenia uréit ako a = Av/At
(pripadne vyuzit’ funkciu slope (a = dv/dt)).

Uloha 2.2:

Analyzujte otvaranie Sampanského. Aka vel’ka sila posobi na korkovi zdatku pri otvdrani
Sampanského? Urcte vel’kost’ impulzu sily.

(ditka dielika: 1 cm, hmotnost’ zdtky je 9,6 g, frekvencia snimok: 1000 fps)

zdroj: sampanske.avi

RieSenie:

Nasledujuci Obr. 2.5 ukazuje Casova zavislost’ sily. Vyuzitim vztahu (2.3) dokazeme
vypocitat impulz sily | ako obsah plochy pod krivkou ¢asovej zévislosti sily (funkcia area)
(Obr. 2.6), (1 = 0,086 Ns).
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Obr. 2.5 Analyza otvarania Sampanského
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Obr. 2.6 Casova analyza sily a vypocet impulzu sily
Uloha 2.3:

Analyzujte pohyb vyhodenej lopty. Aka sila posobi na loptu pri vyhodeni? Odhadnite

vel’kost’ vykonanej prdace pri vyhodeni lopty?
(dizka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps),

zdroj: vrh_nahor2.avi
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RieSenie:
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Ako si mozeme z Obr. 2.7 vSimnut, velkost' vyslednej sily F, ktora posobi na loptu pri
vyhodeni nie je konStantna, ale sa meni, dokonca pri opusteni rik sa jej hodnota zmeni na
zapornu (na loptu uz neposobia ruky, ale len gravitatné pole Zeme). Vyuzitim vztahu (2.14)
a analyzou zavislosti pdsobiacej silu F od polohy y odhadneme vykonant pracu W = 6,2 J.
(dopustame sa vsak istej chyby, kedZze v danom konkrétnom pripade program neumoziuje
vyratat’ obsah pod krivkou pocas prvych dvoch snimkov.)
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Obr. 2.8 Analyza posobiacej sily pri vyhodeni lopty
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Ako si mozeme vsimnut' z Obr. 2.8, program Tracker umoziuje vykonavat' nie len ¢asové
zavislosti, ale aj zavislosti podl'a inych fyzikalnych veli¢in (preddefinovanych je ich viac ako
20, d’alsie veli¢iny je vSak mozné zadefinovat’ v programe). Moznosti dané¢ho programu nam
umoznili zadefinovat’ vykon P podla vzt'ahu (2.18) a vyuzitim vztahu (2.16) uréit’ velkost
vykonanej prace pomocou vykonu, ktorej vypocitana hodnota W = 6,55 J (Obr. 2.9) je
v celkom dobrej zhode s pracou odhadnutou v predchadzajiicom pripade.
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: : : : : : : : : lme:{l [v]
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60 ") row . t - Pwykon
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B o 9 03 18,66
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10 12 04 17952
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Obr. 2.9 Analyza vykonu a vypocet vykonanej prace
Uloha 2.4:

Analyzujte pohyb vyhodenej lopty, jej kineticku, potencidlnu a celkovii energiu
V jednotlivych okamihoch.

(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: zdroj: vrh_nahor2.avi

Riesenie:

Kineticki energiu ma program Tracker preddefinovant, potenciadlnu a celkovu energiu je
potrebné v programe zadefinovat. Ako si mozno v§imnut’ z Obr. 2.10, potom, ¢o lopta opusti
ruky, jej kineticka energia sa zmensuje a naopak, potencialna energia narastd, az kym lopta
nedosiahne maximalnu vysku. Potom pri pade lopty nadol plati predchadzajiice tvrdenie
vV obratenom poradi — kinetickd energia lopty narastd a potencialna sa zmensuje az pokial
lopta nedosiahne zem. Po odraze sa ¢ast’ mechanickej energie strati, avSak, ako si mozno
Z analyzy vSimnut, medzi odrazmi je sucet kinetickej a potencidlnej energie (mechanicka
energia) staly, pricom prebicha premena kinetickej energie na potencidlnu a opacne.
Po niekol’kych odrazoch lopty jej kinetickd (a zaroven aj potencialna) energia sa znizi
na minimum a povodna energia lopty sa premeni na iné formy energie (vnitorna energia),
ktoré uz ale nie st analyzované v danom programe.
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Obr. 2.10 Analyza kinetickej, potencialnej a celkovej energie
Uloha 2.5:

Urcte rychlost’ strely pred ndarazom do plechovice.

(di¥ka plechovice je 16,7 cm, hmotnost’ strely: 0,1 g, hmotnost’ plechovice: 15,8 g,
frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: balisticke kyvadlo.avi

Overte vypocitanu rychlost’ strely z predchadzajiceho prikladu vypoctom na videu s 1000
fps.

(vonkajsi priemer kruhového zaciatku plechovice: 53,92 mm, frekvencia snimok: 1000 fps)
zdroj: rychlost_strely.avi

RieSenie:

Vzhladom k tomu, Ze dany dej je natol’ko rychly, Ze nie je mozné zaznamenat’ polohu
vystrelenej strely (video ma 120 fps a vystrelent gul'ocku je mozné zaznamenat’ len pocas
jedného zaberu), je potrebné urcovat’ rychlost’ strely z analyzy pohybu plechovice po naraze
(Obr. 2.11). Zvolenim vhodnych casovych zavislosti je mozné ur¢it’ maximalnu vysku,
do ktorej sa plechovica dostane a rychlost’ plechovice tesne po zrazke. Vyuzitim vztahov pre
zakon zachovania mechanickej (ZZME) a celkovej energie je mozné dopracovat sa
k poiatoénej rychlosti strely. Ci viak ZZME bol aplikovany spravne, o tom sa mozeme
presvedcit’ analyzou d’alSieho videa (obrazku), ktoré bolo zosnimané rychlostou 1000 fps
(Obr. 2.12).

Vzhl'adom k tomu, ze dany zaber trval t = 1/1000 s, z odhadu prejdenej drahy gul'ocky (biely
pas) je mozné vypocitat’ rychlost strely pred zrdzkou a overit’ tak, ¢i predchadzajuci vysledok
a analyza boli spravne. V pripade, ze sa vypocitané rychlosti liSia o jeden az dva rady, je
potrebné si uvedomit’, kedy je mozné pouzit ZZME a kedy ho zase pouZit' nemdZeme.
V pripade, Ze pocas deja dochadza k premene mechanickej energie na in¢ formy energie, ¢i uz
v dosledku trecich alebo odporovych sil, nie je mozné pouzit ZZME. Dalsie rieSenie teda
ponechdvame na samotnom citatel'ovi, analyze a porovnani vysledkov z oboch videi.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/35_balisticke_kyvadlo.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/36_rychlost_strely.avi
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Obr. 2.11 Analyza pohybu plechovice po naraze strely vystrelenej z gul6¢kovej pistole
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Obr. 2.12 Analyza pohybu strely vystrelenej z gul’6¢kovej pistole (1000 fps)
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NerieSené ulohy:

Uloha 2.6: Analyzujte dany pohyb, uréte vel’kost’ rychlosti lopty. Akd vel’kd sila posobi
na loptu pri kope a pri odraze od steny? Ako sa zmeni hybnost’ lopty?
(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,421 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: odkop stena.avi

Uloha 2.7: Analyzujte pohyb jednotlivich gul’é¢ok pri Gaussovom dele.
(dlZka meradla: 0,5 m, frekvencia snimok: 1000 fps)
zdroj: Gauss_delo.avi

Uloha 2.8: Akd vel’kd sila posobi na volne padajiicu gul’u? Akou vel’kou silou pésobi gul’a
pri dopade na zem?
(diZka meradla: 1 m, hmotnost’ gule je 0,7265 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: gula.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/16_odkop_stena.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/Gauss_delo.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/44_gula.avi
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3. Trecie sily

Mnohokrat v tvodnych castiach fyziky pri analyze pohybu kvoli zjednoduSeniu
pouzivame formulaciu ,,odpor vzduchu zanedbajte alebo ,,vplyv trecich sil je zanedbatelny*.
V skutocnosti sa vSak s trenim stretdvame doslova na kazdom kroku. St situécie, kedy trenie
a vplyv odporovych sil nie je mozné zanedbat. Bez trenia by nebola mozna naSa chddza,
pohyb auta ¢i bicykla, nemohli by sme pisat’ perom, pripadne ho drzat’ v ruke. Skrutky by
nespiiiali svoj ucel, utkana latka by sa rozpadla a uzly by sa rozviazali. Na druhej strane
vplyvom trenia v motore a hnacich mechanizmoch sa spotrebovava okolo 20% benzinu
VvV automobile navyse. Nepretrzitost’ opakovania Smyku a kontaktu stykovych plésok méze byt
niekedy doprevadzané roznymi zvukmi, napr. pri Smyku kolies na suchej dlazbe, pri Skrabani
nechtom po tabuli, tahmi slafika po huslovej strune, atd. Z pohl'adu druhov pohybu,
pri ktorych sa trenie prejavuje rozliSujeme trenie Smykové a valivé.

3.1 8mykové trenie

Na nasledujucom myslienkovom experimente si objasnime mechanizmy pdsobenia
a vlastnosti sil trenia. Predstavme si krabicu, ktora lezi na podlahe. Snazime sa ju tlacit’
vodorovne stilou silou, ale krabica sa nepohne. Je to spdsobené tym, Ze sila, ktorou na
krabicu pdsobime je kompenzovand vodorovnou brzdnou silou, ktorou podlaha pdsobi
opaénym smerom v mieste dna krabice. Zaujimavostou je, Ze velkost’ a smer tejto trecej sily
je taky, aby sa rusil u¢inok akejkol'vek sily, ktorou by sme na krabicu pdsobili. Existuje ista
velkost” sily, ktorth uz brzdna sila krabice nedokdZe vykompenzovat' a krabica sa pohne.
Trecia sila, ktorou bude podlaha poésobit’ na pohybujicu sa krabicu, ju bude postupne
spomalovat, aZ kym sa krabica zastavi. Keby sme chceli, aby sa krabica pohybovala
po podlahe konS$tantnou rychlostou, museli by sme ju tladit’ alebo tahat’ silou, ktord ma
rovnakll velkost’ ale opacny smer ako trecia sila, ktora jej pohybu brani. Celé situdcia je
podrobne rozobrana z fyzikalneho hl'adiska na Obr. 3.1. Na zaciatku (a), kedy je krabica

Vv pokoji, pdsobi na krabicu tiazova sila Zeme FG, ktord je vykompenzovand reakciou FR
tlakovej sily podlozky na krabicu.

-

pohyb

Obr. 3.1 Posobenie sil na krabicu. (a — c) Krabica je v pokoji, (d — e) krabica sa
pohybuje. Ked’ je krabica v pokoji, vonkajSia sila F je kompenzovana rovnako vel’kou,
opacne orientovanou silou statického Smykového trenia F;. S rasticou silou F narasta aj
vel’kost’ sily Fs az do najvysSej hodnoty (c). Potom nastane ,,trhnutie“ a krabica sa za¢ne
pohybovat’ so zrychlenim a (d). Ak chceme, aby sa krabica pohybovala rovnomerne
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rychlost'ou v, musime vel’kost’ sily F znizit’ tak, aby kompenzovala dynamicki Smykovu
treciu silu Fq (e).

V dalsich obrazkoch sme reakciu F; pre lepSiu nazornost’ presunuli po vektorovej priamke
do taziska krabice. Ak za¢neme na krabicu pdsobit’ silou F (b) a snazime sa ju odtlagit’
dolava, ako odozva vznikne staticka smykovad trecia sila FZ, ktord smeruje vpravo
a kompenzuje silu F. Krabica je stale v pokoji. So zva¢Sovanim sily F. narasta aj sila F: (©
az po urcitu kriticki hodnotu, kedy sa krabica ,trhne®, strati svoj pokojovy kontakt
s podlozkou a zaéne sa so zrychlenim @ pohybovat’ smerom vlavo (d). V tomto pripade uz ale

krabicu brzdi dynamicka (kinetickda) smykova trecia sila F_d), ktorda ma mensiu velkost' ako
najvacsia pripustnd hodnota velkosti statickej Smykovej trecej sily posobiacej len v pokoji.
Ak by sme chceli, aby sa krabica pohybovala rovnomerne, museli by sme v okamihu pohnutia
krabice velkost’ nasej pdsobiacej sily znizit'.

& 45fFOV
4.0

35 najvyssia hodnota F

3.0

55 priblizne konStantna hodnota Fy

20
15

koniec posobenia F
1.0

05 trhnutie

¢as (s)

O'OLVJ 1 2 3 < 5 |

b
=5

Obr. 3.2 Meranie Smykovej trecej sily od zaciatku posobenia, kedy je krabica v pokoji
cez zatiatok pohybu azZ po pribliZne rovnomerny pohyb za pomoci systému IPCoach

Obr. 3.2 ukazuje zavislost’ zvacsujlicej sa posobiace] sily na krabicu, ktord chceme uviest
do pohybu, az do ¢asu, kedy nastane ,,trhnutie” krabice a nasledné zmensenie posobiace;j sily,
ked’Ze chceme krabicu tladit’ priblizne rovnomerne.
Vysledky nasho myslienkového experimentu mdzeme zhrnut' nasledovne:
e Ak zatneme pOsobit’ silou F na teleso, ktoré ostava v pokoji, statickd Smykova
trecia sila fs) posobiaca na teleso ma rovnaki velkost ako priemet sily F
do podlozky a je voci nej opaéne orientovana.
e Velkost sily F; dosahuje maximalnu hodnotu Fg max danti vztahom

Fs,max = K I:n ’ (31)
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kde wus je koeficient (faktor) statického smykového trenia aF, je velkost
normalovej tlakovej sily, ktorou je teleso pritlacované k podlozke (velkost' je
taktiez rovna sile, ktorou posobi podlozka na teleso). Ak prevysi vel'kost' naSej

poOsobiacej sily F hodnotu Fsmax, zacne sa teleso pohybovat po podlozke.

e Ked sa teleso dd do pohybu a budeme na neho pdsobit’ takou silou F, aby sa
pohybovalo priblizne rovnomerne, klesne velkost' Smykovej trecej sily z Fsmax
na hodnotu Fg, ktora je uréena vztahom

F, =14 F,. 3.2)

kde uq4 je koeficient (faktor) dynamického smykového trenia. Tuto velkost Fyq ma
dynamicka trecia sila v priebehu celého pohybu.

Podl'a Amontonovovho — Coulombovho zdkona vePkost’ trecej sily pri Smykovom
treni nezavisi na vel’kosti sty¢nej plochy a je imernd len vel’kosti normélovej sily Fp, ktora

v predchadzajucom myslienkovom experimente predstavuje tiazova sila F? =mg. Treba este
zdoraznit, ze predchadzajuce rovnice nemaju vektorovy charakter, koeficienty us a ug su
bezrozmerné a zistuju sa experimentalne. Hodnoty koeficientov zédvisia od vlastnosti ako
telesa, tak aj podlozky, takze zvykneme hovorit’ o koeficientoch trenia medzi podlozkou
a telesom alebo medzi dvoma materialmi (napr. hodnota koeficientu statického $mykového
trenia us medzi ocelou a 'adom je 0,027). Taktiez predpokladame, Ze hodnota koeficientu
dynamického trenia ug nezavisi na rychlosti pohybu telesa po podlozke. Statické trenie medzi
ladom a podraZkou topanky je Castokrat velmi malé a nezabrani poSmyknutiu. Preto si
statické trenie Casto zvySujeme posypanim ladu pieskom, pripadne Strkom ¢&i popolom.
Na druhej strane trenie minimalizujeme, ked’ stycné plochy vzajomne sa pohybujtcich telies
namazeme vrstvou maziva.

Co sa tyka brzdenia aut, je potrebné rozlisit’ dva pripady:

e ak sa kolesa auta pri brzdeni zablokuju, ide o brzdenie v Smyku, priCom sa pneumatika
auta pohybuje vzhladom k asfaltu rovnakou rychlostou ako auto avtedy pocitame
S koeficientom kinematického trenia,

e ak brzdenie neprebieha v Smyku, je v kazdom okamihu bod dotyku kolesa s vozovkou
Vv pokoji, a preto bude brzdna sila rovna hodnote sily statického trenia.

Sucasna elektronika v autach, systém ABS, zabranuje, aby vozidlo v pripade Smyku bolo
neovladatel'né. KedZe koeficient kinematického trenia je vzdy mensi ako koeficient
maximalneho statického trenia, je trecia sila medzi kolesami v Smyku menSia ako v pripade
brzdenia bez Smyku, brzdna draha z tohto dovodu je v Smyku dlhsia, a preto aj bezpecnostné
systémy v aute sa snazia neuviest’ auto do Smyku. (V niektorych pripadoch na suchom asfalte
vSak moZe byt brzdné draha s ABS dlhSia, neZ bez neho.)

Uloha 3.1:

Urcte faktor dynamického Smykového trenia medzi ocelou a roznymi materidalmi a
pomocou tabuliek odhadnite, o aké materialy sa jedna.

(frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: koeficient trenia.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/38_koeficient_trenia.avi

58 Trecie sily

RieSenie:

Je niekol’ko moznosti, ako urcit’ hladany koeficient statického Smykového trenia.
Jednou znich by mohlo byt vyuzitie silomeru aodmeranie velkosti pdsobiacej sily
v momente, kedy sa krabica da do pohybu. Pri rovhomernom pohybe zo znalosti hmotnosti
krabice, velkosti posobiacej sily a vyuzitim vztahov (3.1) a (3.2) by sme urcili hl'adany
koeficient statického a dynamického trenia.

Inym spdsobom rieSenia tejto ulohy bez silomeru a znalosti hmotnosti krabice je
vyuzitie naklonenej roviny. Ak by bolo mozné podlozku (napr. stdl) postupne naklanat’, pri
ur¢itom uhle sa krabica na stole pohne. Rozoberieme si tuto situaciu z fyzikalneho hl'adiska.

Obr. 3.3 Krabica na naklonenej rovine a znazornenie sil, ked’ je krabica v pokoji (F; =
Fq4 pri rovnhomernom pohybe)

Na Obr. 3.3 je znazornena krabica na naklonenej rovine v momente, kedy sa prave zacina
pohybovat. Na krabicu bude pdsobit’ tiazova sila F, tlakova sila od podlozky Fg Vv smere

kolmom na naklonenu rovinu a trecia sila F‘: v smere pozdiZ naklonenej roviny. Ked'ze je
krabica tesne pred zacatim pohybu v pokoji, musi podl'a druhého Newtonového pohybového
zakona platit’, ze vyslednica sil posobiacich na krabicu je rovna nule

YF=F+F+F=mia=0, (3:3)

Tato rovnicu budeme riesit’ zvlast pre X-ova ay-ovl zlozku. Pre x-ovi zlozku moézeme
predchédzajicu vektorova rovnicu prepisat’ do tvaru pre vel'kosti sil

> F =F,—F=ma=0, (3.4)

kde F, predstavuje vel’kost priemetu tiazove;j sily F? do smeru osi x (Fp = Fgsin a). Pre y-ova
zlozku dostavame

Y F, =F-F, =0 (3.5)
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kde F, je normalova sila a predstavuje velkost' priemetu tiazovej sily F_G) do smeru osi y
(Fn=Fgcos a). Ked’ze pohyb krabice je realizovany vzdy len v smere 0si X (po splneni istych
podmienok), bude predchadzajuca rovnica vzdy rovnd nule, to znamend, zZe normalov4 sila F,:
je vzdy vykompenzovana reakciou podlozky F_R>. V zavislosti od toho, ako sa bude krabica
pohybovat, bude prava strana rovnice (3.4) nenulova (v pripade zrychleného pohybu
so zrychlenim @) alebo tak ako v naSom pripade rovna nule (rovnomerny pohyb krabice,
pripadne krabica je v pokoji). V okamihu, kedy sa krabica za¢ina pohybovat’, nadobuda

velkost’ statickej Smykovej trecej sily F; maximdlnu hodnotu, teda F, . =uF,, kde
Fn = Fg cos a. Upravou rovnice (3.4) teda dostavame
Fp = F;,max' (36)
F_sina = uF,cosa, 3.7)
odtial’
U, =tanc . (3.8)
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Obr. 3.4 Analyza pohybu telesa na naklonenej rovine v programe Tracker

Ako teda jednoducho ur¢it’ hodnotu sucinitel' Smykového trenia us? Staci zmerat’
hodnoty d a h charakterizujice naklonenu rovinu (Obr. 3.4), a tak vypoéitat tan o = h/d,
ktory predstavuje hodnotu koeficientu statického smykového trenia. (RieSenie ponechdvame
na samotnom c¢itatel'ovi po analyze videa v programe Tracker.)
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3.2 Valivé trenie

Ked’ze sila trenia spomaluje pohyb, snazime sa ju zmenSit. Preto sa medzi trecie
plochy casto umiestiiuju gul'oc¢ky alebo valéeky, pretoze sila valivého odporu je daleko
mensia ako sila Smykového trenia (tento poznatok sa vyuziva v loziskach). Pod valivym
pohybom rozumieme taky pohyb, pri ktorom sa teleso otaca okolo okamzitej osi danej
dotykovou priamkou na povrchu druhého telesa (napr. podlozke). Ak budeme pozorovat
pohyb bicyklového kolesa, ktoré sa pohybuje stilou rychlostou (presnejSie povedané
geometricky stred kolesa sa pohybuje stalou rychlost'ou) po priamej drahe a nepresmykuje,
moézeme tento pohyb povazovat za valivy pohyb. V pripade valenia kolesa bez
preSmykovania plati vztah (3.9)

V; =R, (3.9)

kde vt predstavuje obvodovu rychlost’ pohybu stredu kolesa, @ je uhlova rychlost’ otacania
kolesa okolo osi prechadzajicej stredom kolesa, ktora je rovnobezna s podlozkou a R je
polomer kolesa.

a) o b) v=y ¢) v=2v
L + L — V;,
w 0 - u)
S .
— - - > ~

vV=-v V=V I

v=-v.+v=0

Obr. 3.5 Valenie kolesa ako zloZenie a) otacavého a b) posuvného pohybu

Ako ukazuje Obr. 3.5, méZeme tento pohyb chapat’ aj ako zloZenie posuvného
a otacavého pohybu kolesa. Pri otd€avom pohybe, kedy os otdcania je v pokoji, 'ubovolny
bod na vonkaj$om obvode kolesa ma obvodovu rychlost’ vy dant vztahom (3.9). Vsetky body
kolesa maju rovnakt uhlovt rychlost’ w. Pri posuvnom pohybe (bez otdcania) sa vSetky body
kolesa pohybuju rovnakou rychlostou vr. ZloZzenim tychto dvoch pohybov dostaneme valivy
pohyb. Zaujimavost'ou je, ze body nachadzajice sa v blizkosti dotyku kolesa s podlozkou st
Vv pokoji, zatial' ¢o body na vrchole kolesa sa pohybuji najvac¢sou rychlostou v = 2vy (Obr.
3.5¢).

Uloha 3.2:

Analyzujte pohyb pdsu vozika. Akou rychlostou sa pohybuje vrch a spodok pasu vzhladom
K rychlosti pohybu t’aZiska kolesa?
(frekvencia snimok: 120 fps),

zdroj: lego_robot.avi


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/37_lego_robot.avi
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RieSenie:

Analyza rychlosti v programe Tracker poukazuje na zaujimavé stuvislosti medzi rychlost'ami
vrchnej a spodnej Casti pasu vo vztahu k rychlosti pohybu stredu kolesa Obr. 3.6 (porovnanie
hodndt ponechavame na samotnom Citatel'ovi.)
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Obr. 3.6 Analyza a grafy ¢asovych zavislosti rychlosti vrchnej ¢asti pasu a kolesa

<

Iny spdsob pohl'adu na valivy pohyb ukazuje Obr. 3.7 Valivy pohyb kolesa m6zeme
chapat’ aj ako otacavy pohyb okolo osi, ktora v kazdom okamihu prechadza bodom V dotyku
podlozky s kolesom.. Tento pohyb mdzeme totiz interpretovat’ ako otacanie okolo okamzitej
osi, ktora prechadza bodom dotyku kolesa V spodlozkou a je kolma na rovinu kolesa.
Okamzité rychlosti jednotlivych bodov valiaceho sa kolesa st na Obr. 3.7 Valivy pohyb
kolesa mézeme chépat’ aj ako otacavy pohyb okolo osi, ktora v kazdom okamihu prechadza
bodom V dotyku podlozky s kolesom. oznacené Sipkami.



62 Trecie sily

Obr. 3.7 Valivy pohyb kolesa mdZeme chapat’ aj ako otac¢avy pohyb okolo osi,
ktora v kaZzdom okamihu prechadza bodom V dotyku podlozky s kolesom.

Aj pri valivom pohybe zohravaju ulohu trecie sily. Je vobec mozné, aby sa koleso
otaCalo po dokonale hladkej podlozke? Ak by sme roztoc€ili koleso uhlovou rychlostou @
a udelili mu vodorovnu rychlost’ vel'kosti v = @R, kde R je polomer kolesa, moznoze by sa to
podarilo tak, aby v mieste dotyku kolesa s podlozkou koleso neprekizavalo a nesmykalo sa
po podlozke. Podobnym spdsobom mézeme uviest koleso do valivého pohybu bez kizania
I v pripade, Zze podlozka nebude dokonale hladka.

Ak by sa koleso pohybovalo po podlozke rovnomerne (priCom zatial' zanedbavame
valivy odpor podlozky proti pohybu) a Ziadna d’alSia vodorovna sila by pohyb neudrZiavala,
musela by byt aj statickd trecia sila nulova. Ina situicia vSak nastane, ked’ sa pokusime
zmenit' postupnu alebo uhlovu rychlost’ kolesa. V tomto pripade vSak musime na koleso
posobit’ vodorovnou silou a pripustit’, ze sa koleso v mieste dotyku s podlozkou mdze aj
Smykat’. Pokial’ k Smyku neddjde, bude podloZzka pdsobit’ statickou trecou silou E), ktora bude
smerovat’ ,,proti snahe* kolesa preSmykovat. Ak k Smyku ddjde, dynamickd trecia sila F_d)
bude namierend proti skutocnému sklzu.

Doteraz sme uvazovali dokonaly kontakt medzi kolesom a podlozkou, po ktorej by sa
koleso v pripade rovnomerného pohybu po vodorovnej podlozke valilo bez trenia.
V skuto¢nosti vSak v dosledku miernych deformécii oboch objektov (a posunu reakcie
podlozky oproti priamke prechadzajucej stredom kolesa) vzniké valivy odpor podlozky proti
pohybu kolesa. Pohyb kolesa mozZe nastat’ len vtedy, ked’ moment reakcie vzhl'adom na bod
dotyku kolesa s podlozkou (Fna) bude vykompenzovany momentom taznej sily (Fr), tj.
ked’ bude splnena podmienka

Fr=Fa, (3.10)

kde a je vzdialenost’ posobiska reakcie podlozky od zvislej priamky prechadzajicej stredom
kolesa a r je polomer kolesa (Obr. 3.8).
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Obr. 3.8 Vznik valivého trenia

Z predchadzajlicej rovnice vyplyva vztah pre valivé trenie pri valivom pohybe jedného telesa
po inom

3.11
F =§I:nzluvaanl ( )
r

\

kde wuva je sucinitel’ (koeficient) valivého trenia, ktory je vzdy mensi ako koeficient
Smykového trenia, zvIast’ ak su valiace sa teleso a podlozka z tvrdého a pruzného materialu.
Dosledkom toho je zhotovovanie gulovych avalcekovych lozisk, pouzivanie kolies
na vozidlach, atd. Z predchadzajucej definicie vyplyva, ze podhustené pneumatiky
automobilu zvySuju valivé trenie. So zvySovanim valivého trenia sa zaroven zvySuje
opotrebenie pneumatik a taktiez aj spotreba paliva (azZ o 5%). Sila valivého trenia je omnoho
mensia ako Smykového trenia, preto je lepSie napr. sud valit’ ako Smykat. Valivé trenie teda
spomal’uje pohyb vV mensej miere ako Smykové trenie.

Uloha 3.3:

Urcte brzdné drahy auta Renault Thalia pri brzdeni s roznymi pociatoénymi rychlost’ami
na suchej vozovke a zimnych pneumatikach.

(frekvencia snimok: 30 fps),

zdroj: Thalia_sucho.wmv



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/thalia_zimne_sucho.wmv
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Obr. 3.9 Grafy ¢asovych zavislosti brzdnej drahy a rychlosti auta so zimnymi
pneumatikami

Obr. 3.10, auto sa od zaciatku nasnimaného deja pohybovalo spomalenym pohybom,
pricom v tvodnom procese brzdenia (priblizne do 1 S) velkost’ spomalenia narastala (v Case t
= 0,67 s malo hodnotu a = -4,39 m/s®) a v zavere¢nej faze brzdenia dosahovalo priemerna
hodnotu a = -6,931 m/s?. (Danu skuto&nost’ mozno vysvetlit’ , jemnej$im* stlatenim brzdného
pedalu, ked’ze auto Soférovala zena.) Co sa tyka prejdenej drahy pri brzdeni automobilu s
pociato¢nou rychlostou v = 16,898 m/s = 60,83 km/h, tt mozno urcit’ ako obsah plochy pod
grafom zavislosti rychlosti na ¢ase s = 30,1 m. Podobnym sposobom boli analyzované
procesy brzdenia pri réznych pociatocnych rychlostiach, priCom bola urc¢ovana rychlost’, pri
ktorej auto brzdilo a prejdend drdha. Dané hodnoty boli zaznamendvané do tabulky a
vynesené do grafu zavislosti brzdnej drahy od rychlosti, pri ktorej auto zacalo brzdit’ (Obr.
3.11). Fitovanim nameranych Udajov pomocou zéavislosti s = P1*v2 + P2 boli urcené
parametre P1 a P2. Zo zavislosti

V2

_v (3.12)
2qu

S

bol urceny faktor statického trenia medzi miestami mokrym asfaltom po topiacom sa snehu
a gumenymi zimnymi pneumatikami, ktorého vypocitana hodnota bola u = 0,62.
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Obr. 3.10 Graf ¢asovej zavislosti rychlosti v procese brzdenia auta so zimnymi
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Obr. 3.11 Graf zavislosti brzdnej drahy od rychlosti, pri ktorej zacalo auto brzdit’
na miestami mokrej vozovke po topiacom sa snehu so zimnymi pneumatikami.
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NerieSené ulohy:

Uloha 3.4: Uréte brzdné drihy auta Citroen C6 pri brzdeni na suchej vozovke pri roznych
pociatoénych rychlostiach. (Hodnoty spracujte graficky.) Urcte priemerné
spomalenia a faktor Smykového trenia.

(ditka auta: 4,908 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: Citroen.wmyv

Uloha 3.5: Uréte brzdné drihy auta Citroen C6 pri brzdeni na mokrej vozovke pri réznych
pociatoénych rychlostiach. (Hodnoty spracujte graficky.) Urcte priemerné
spomalenia a faktor Smykového trenia.

(dl¥ka auta: 4,908 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: Citroen _mokro.wmv

Uloha 3.6: Porovnajte brzdné drihy auta Citroen C6 pri brzdeni na vozovke s posypom
(Strk po zimnej udribe) a po uprave vozovky (odstraneni posypu). Hodnoty
spracujte graficky.

(ditka auta: 4,908 m, frekvencia snimok: 120 (30) fps)
zdroj: Citroen posyp.wmv

Uloha 3.7: Uréte brzdné drihy domieSavaca (m = 22 ton) pri brzdeni na suchej a mokrej
vozovke pri roznych pociatoénych rychlostiach. (Hodnoty spracujte graficky.)
Urcte priemerné spomalenia a faktor Smykového trenia. Zdavisi di¥ka brzdnej
drahy od hmotnosti?
(dl3ka osobného auta: 4,605 m, vySka: 1,430 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: domiesavac.wmv

Uloha 3.8: Uréte brzdné drdhy auta Mazda3 pri brideni na suchej vozovke. Urite
priemerné zrychlenie a pociatocnu rychlost’ pri zacati brzdenia.
(dl¥ka auta: 4,505 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: Mazda3.wmv

Uloha 3.9: Uréte brzdné drdhy dut pri brzdeni na zasneienej vozovke pri roznych
pociatoCnych rychlostiach. Urcte priemerné spomalenia dut.
(frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: auta_sneh.wmv

Uloha 3.10: Uréte brzdné drdhy auta Renault Thalia pri brzdeni s réznymi pociatoénymi
rychlost’ami na mokrej vozovke po topiacom sa snehu.
(ditka auta: 4,171 m, frekvencia snimok: 30 fps)
zdroj: Thalia_mokro.wmv



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen_mokro.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen_posyp.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/domiesavac.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/mazda3.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/auta_sneh.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/thalia_zimne_mokro.wmv

Gravitacné pole 67

4. Gravitaéné pole

4.1 Newtonov gravitacny zdkon

S pdsobenim gravitacného pola sa stretavame kazdy den. Jeho pdsobenie si najviac
uvedomime, ked’ paddme na zem pri potknuti. Gravitacné sila je pritazliva a pésobi medzi
kazdymi dvoma hmotnymi telesami. Jej smer je totoZzny so spojnicou tazisk telies. Velkost
a smer gravitacnej sily sa da jednoznacne urcit’ z Newtonovho gravitacného zékona:

F, =™y (4.1)

kde x = 6,67.10™"Nm’kg? je gravitatna konstanta. Ked'Ze grav1ta<:1a Je vzajomné silové

poOsobenie telies na seba, aj druhé teleso posobit’ na prvé teleso silou F'=-F.

Kazdé hmotné teleso okolo seba vytvara gravitacné pole, ktoré charakterizujeme
intenzitou. O jej existencii v 'ubovol'nom mieste pol'a sa mézeme jednoducho presveddit’ tak,
ze do tohto miesta umiestnime (vlozime) iné teleso. Na toto teleso bude posobit’ gravitaéna
sila. Intenzitu gravitacného pol’a mdzeme vseobecne definovat’ ako pomer gravitaénej sily
posobiacej na teleso k jeho hmotnosti. Intenzita pola je vektorova veli¢ina, Ktorej smer
a orientacia je dand vektorom gravitacnej sily a jej vztah je

K = By :—KMF (4.2)
ré

3

pri¢om rozmer intenzity gravitadného pola v Sl je [K] = N kg™ = ms™. Jej jednotka je totozna
so zrychlenim, gravitacné pole udel'uje v kazdom mieste pol’a telesu zrychlenie vel’kosti K.
Ak sa teleso nachadza v poli viacerych hmotnych telies vysledna intenzita v mieste daného
telesa je dana si¢tom — superpoziciou intenzit jednotlivych telies K=Y E

Najznamej$im a pre nas najddlezitejSim gravitatnym pol'om je gravitatné pole Zeme.
Pre jednoduchost’ najprv predpokladajme, Ze naSa Zem je gula s homogénne rozloZenou
hmotnost'ou. Pre velkost intenzity gravitaéného pol'a na povrchu Zeme plati:

24

K= KM—ZZ = 6,67 ><10*”&102 =9,8065m/s =g . (4.3)
R (6.37x10°)
Intenzita gravitacného pola sa teda rovna gravitacnému zrychleniu. Velkost gravitatného
zrychlenia nezavisi od hmotnosti telesa m. Ak by boli splnené zjednodusené predpoklady
tykajuce sa tvaru Zeme, rozlozenia hmotnosti v nej aZem by sa neotacala, velkost
gravitatného zrychlenia by bola na ktoromkol'vek mieste zemského povrchu rovnaka.
Vzhl'adom na to, Zze Zem ma tvar geoidu (je na poloch splostend) a rotuje, skuto¢né
zrychlenie, ktoré je telesim na zemskom povrchu udelené Zemou, sa nazyva tiazové
zrychlenie. Velkost tiaZzového zrychlenia zavisi od zemepisnej Sirky.

4.2 Pohyby telies v gravitacnom poli Zeme
Podl'a Newtonovho gravita¢ného zakona vztah Fq = m K (4.2) predstavuje silu, ktorou Zem

posobi na teleso hmotnosti m vo vzdialenosti r > Rz od stredu Zeme. No teleso (dom, most,
¢lovek, ...), ktoré sa nachadza povrchu Zeme sa aj s iou pohybuje. Z tohto dévodu nemdzeme
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pouzit’ len tak jednoducho dany vztah na vypocet gravita¢nej sily na nasSe teleso. Pouzivame
na to pojem tiazova sila Fg = mg. Dalej si vysvetlime rozdiel medzi gravitaénym zrychlenim
K atiazovym zrychlenim ¢. Velkost' tiazovej a gravitacnej sily Zeme sa vSak liSi a to
Z nasledujucich dévodov:
e Qravitacna sila zavisi od vzdialenosti telesa od stredu Zeme, ale Zem nie je dokonala
gul’a, je to elipsoid splosteny na pdloch. Tiazové zrychlenie rastie smerom od rovnika
k polu - meni sa so zemepisnou Sirkou.
e Hustota Zeme sa meni v jednotlivych oblastiach pod povrchom Zeme. Preto tiez
tiazové zrychlenie je r6zne na r6znych miestach Zeme.
e Najvicsi vplyv mé vsak rotacia Zeme. Na teleso na povrchu Zeme posobi gravitatna
sila Fq a sucasne aj odstrediva sila Fo = m o r, pretoze Zem rotuje uhlovou rychlostou
. Uhlova rychlost’ rotacie Zeme je na vsetkych zemepisnych Sirkach rovnaka, no
polomer otdcania r sa smerom od rovniku (r = Rz) zmenSuje. Vyslednd tiazova sila
pOsobiaca na teleso je dand vektorovym suctom gravitacnej a odstredivej sily,
ak zanedbame ostatné menej vyznamné sily:

FG:IEQ+IEO

Napriklad na rovniku je gravitacné zrychlenie K = 9,83m/s?, no vysledna velkost’ tiazového
zrychlenia vplyvom odstredive;j sily je

g =9,80665 m.s?~ 9,81 m.s

Tato hodnota bola prijatd ako normdlne tiaZové zrychlenie na druhej generalnej konferencii
pre vahy a miery vroku 1901. Odpoveda severnej zemepisnej Sirke 45° na {irovni mora.
Rovnice popisujuce rovnomerne zrychleny pohyb platia pre zvisly vrh v blizkosti zemského
povrchu (ak je odpor vzduchu zanedbatelny), tj. do vySok zanedbatelne malych oproti
zemskému polomeru, teda h << 6.10° km. Medzi tieto pohyby patria tzv. vrhy ako §ikmy vrh,
vodorovny vrh, zvisly vrh nahor, zvisly vrh nadol a volI'ny pad. Pre ne sa odvodi v§eobecny
tvar pohybovej rovnice, z ktorej je mozné jednoduchym dosadenim pociato¢nych podmienok
urcit’ vysledné vztahy pre prislusny druh pohybu. Do druhej triedy pohybov zaradime pohyby
vo velkej vySke nad zemskym povrchom, kde je velkost posobiacej sily urcend
z Newtonovho gravitatného zakona (4.1). V danej Casti si vySetrime pohyby po kruhovej (1.
kozmickd rychlost’) a parabolickej drahe v gravitatnom poli Zeme, pripadne pohyby
nebeskych telies.

0

-
>
T _.'-_'.'-_'.'-:':i:':"-,':"-:':"-.':":':"-.':"-.':":'.-:'_--'_--'_- " X

Obr. 4.1. Orientacia tiazovej sily Fg v siradnicovom systéme zviazanom so zemskym
povrchom
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4.2.1 Pohybova rovnica pre popis v malych vySkach

Pri rieSeni vSetkych pohybov v klasickej mechanike vychadzame z Il. Newtonovho
pohybového zakona matematicky sformulovaného vztahom (2.1). Z daného zakona pre
zrychlenie teda plati

_F lw- (4.4)
=T

kde F je vyslednica vietkych sil posobiacich na teleso. Jednotlivé sily F; su sily,

ktoré jednak spdsobuju pohyb atiez pdsobia proti pohybu. V naSom pripade budeme
uvazovat len posobenie gravitacnej sily

F, =(0,-mg,0). (4.5)

ZnaCenie sa zhoduje s Obr. 4.1. V 11. kapitole Numerické modelovanie realnych dejov
budeme uvazovat’ aj so silami posobiacimi proti pohybu.

Ked'ze rovnica (4.4) je vektorova rovnica, predstavuje vlastne trojicu algebraickych
rovnic, pricom budeme uvaZovat len gravitaén silu (4.5). Casto krat pohyb telies
analyzujeme Vv pravouhlom stradnicovom systéme (X, Yy, z). V kartézkom suradnicovom
systéme maju algebraické rovnice vektorovej rovnice (4.4) tvar

ax=0, ay=-9g, a, =0, (4.6)

kde ay, ay, a, su zlozky vektora a a Fy, Fy, F; st zlozky vyslednice vektora F.
Na to aby sme mohli ur¢it’ rychlost’ v a drahu s ako funkcie ¢asu t pre dané teleso
potrebujeme vediet’ okrem posobiacich sil aj pociatocné podmienky. Tie vo vSeobecnosti

urcuju, akl malo teleso pociato¢nt rychlost’ Vg a pociatoénu polohu F, Vv ¢aset=0,
VOZ(VOX’VOy’VOZ)’ r'(.):()(ano’zo) , 4.7)

t.j. v okamihu, ked’ na teleso zacala posobit’ sila F .

Riesenie pohybovych rovnic (4.6) s pociatocnymi podmienky (4.7) si budeme
ilustrovat’ na popise pohybu telies v tiazovom poli Zeme. Predpokladajme, ze mame hmotny
bod, ktory sa mdze nachéadzat’ v nie prili§ velkych vyskach nad zemskym povrchom vo vyske
mensej ako 100 m. Tento predpoklad zabezpeci, ze tiazovu silu posobiacu na teleso mézeme
povazovat’ za konstantnii (4.5). Dalej predpokladajme, Ze hmotny bod sa nachadza vo vakuu.
Takyto predpoklad zase zabezpeci, ze nemusime uvazovat odporové sily, ktoré by pdsobili
nateleso pohybujiice sa v atmosfére. Pre dalSie zjednodusenie budeme uvazovat len
dvojrozmerny suradnicovy systém Xy tak, Ze os X bude rovnobezna so zemskym povrchom
a 0s y bude na nu kolma (vid’. Obr. 4.1). Vysledné vseobecné vyjadrenia pre rychlosti a drahy
hmotného bodu v x-0vej a y-ovej stradnici su v tvare
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v, =V, , Vv, =V,, — 0t (4.8)

1
X=X, +V, L, y:y0+v0yt—§gt2,

A teraz, ked’ pozname vsSeobecné rovnice pre rychlosti a drahy, mdzeme podrobnejsie
charakterizovat’ mozné pohyby hmotného bodu v spominanom poli a urcit' niektoré ich
vlastnosti.

4.2.2 Volny pad

Volny pad je pohyb, ktory vykonava predmet spusteny z urcitej vysky h nad zemskym
povrchom (Obr. 4.2), pricom predpokladdme homogénne gravitacné pole. V tomto pripade sa
neuvazujeme odpor vzduchu. Predpokladajme, ze v ¢ase t =0 s boli pociatocné podmienky
volného padu nasledovné: Vox=Voy=0 (nulova rychlost) X, =0,Yyo="h. ZnaSich
v§eobecnych rovnic (4.4) pre vol'ny pad dostaneme

4,
x=0, y:h—%gtz, (4.9)

v, =0, v, =—gt, (4.10)

y

Z tychto rovnic vyplyva, Ze pri vol'nom pade pohyb prebicha len v 0si y-ovej a ide o pohyb
rovnomerne zrychleny smerom nadol. Jednoduchymi vypoctami sa daju urCit’ i niektoré
vlastnosti vol'ného padu.

YA
i@

Obr. 4.2 VoIny pad

Cas dopadu telesa ty moézeme uréit’ z rovnice pre y-ova stradnicu (4.9). Ked’ teleso dopadne,
tak y = 0 a potom pre ¢as dopadu vyplyva

oh (4.11)

Dal§im délezitym parametrom je rychlost dopadu Vg, s ktorou teleso dopadne na zemsky
povrch. Mdzeme ju uréit’ zo vztahu pre rychlost’ tak, Ze za Cas t dosadime ty zo vztahu (4.10).
Pre absolutnu hodnotu rychlosti takto dostaneme
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vg =+2gh . (4.12)

Na vztahoch (4.11) a (4.12) je zaujimavé, ze sa v nich nevyskytuje hmotnost’ telesa.
To ale znamena, ze telesa s roznymi hmotnostami (napr. pierko sojky a 1 kg kniha) spustené
z rovnakej vysky, by za nasich predpokladov, ktoré sme si stanovili na zaCiatku (bezodporové
prostredie a mala vyska nad zemskym povrchom), dopadli naraz a S rovnakymi rychlostami.
Vplyv odporovej sily na pohyb realnych telies budeme riesit v kapitole 8 Modelovanie
v programe Tracker a 11 Numerické modelovanie realnych dejov.

4.2.3 Vrh nahor

Tento pohyb predstavuje vyhodenie napr. lopty smerom nahor (vrh_nahor2.avi). Pri tomto
pohybe su pociato¢né podmienky nasledujuce: teleso sa pohybuje len v smere osi y, teda X-
ova zlozka polohy a rychlosti sa nemenia, st nulové: Vox = 0 m/s, Xo = 0 m. Loptu
vyhadzujeme z vysky Yy, =h smerom nahor, v smere osi y, teda s po¢iato¢nou rychlost'ou

Vv, > 0. Zo vSeobecnych rovnic (4.8) a predoslych pociatoénych podmienok dostaneme

x=0m, y=h+v,t—1gt? (4.13)

v, =0m, v, =V, —gt. (4.14)

X

Zo skusenosti vieme, Ze teleso postupne spomal’uje, az nakoniec zastane v najvy$Som bode
svojho pohybu a potom za¢ne vol'ne padat’ smerom nadol ako v predoSlom pripade - volny
pad. Ked’ze teleso v najvy$Som bode hmax mé nulovu rychlost’ v, (hmax ) =0m/s, da sa z tejto

informacie vypocitat’ aj kedy sa to stane:

V
tv =EO' (4.15)

Teraz ak do vzt'ahu pre drahu - vySku y (4.13) dosadime za Cas t ¢as ty, potom pre maximalnu
vySku hpax dostaneme po tpravach vzt'ah

Vo _ (4.16)

RieSenie vol'ného padu a vrhu nahor sa d4 aj z pohl'adu zédkona zachovania energii.
V pripade vol'ného padu i vrhu nahor mame dva stavy: I. maximalna vyska a Il. poloha telesa
tesne pred dopadom. V 1. stave uvazujeme len polohovu energiu telesa E; = E; = m g h, lebo
teleso na zaciatku (konci) pohybu ma nulova rychlost’ av Il. stave zase uvazujeme len
kineticku energiu Ey, = Ex = % mv?, polohova energia je nulova (h = 0). Ked’ ddme do rovnosti
tieto energie dostavame vztah bud pre rychlost dopadu pri volnom pade (4.12) alebo
pre maximalnu vysku vrhu nahor.
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4.2.4 Vodorovny vrh
Vodorovny vrh je pohyb, kedy je teleso v urCitej vySke h nad zemskym povrchom
vrhnuté vodorovne s poc¢iato¢nou rychlost'ou vo (Obr. 4.3).

Obr. 4.3. Vodorovny vrh

Jeho pohyb popisuju tie isté rovnice (4.8) ako pri vol'nom pade a vrhu zvislom nahor, len
s inymi pociatocnymi podmienkami. Oproti predoSlym pohybom, tento pohyb treba rieSit
Vv priestore. Vodorovny vrh sa da zlozit' z dvoch pohybov: volny pad a rovhomerny pohyb
v smere 0si X. Po¢iatoéné podmienky pre tento pohyb su nasledovné: teleso je vstrelené
v smere osi X (X = 0) s pociato¢nou rychlostou Vo Z pociatocnej vysky yo =h. Po dosadeni
tychto pociato¢nych podmienok do rovnic (4.8) dostaneme

X=V,t, y:h_%gtzl (4.17)

vV, =V, , v,=—gt. (4.18)
Pri vodorovnom vrhu sa teleso pohybuje po krivke, ktora sa da popisat’ parabolou v tvare:
y=h-x*g/ (2v§). Cas dopadu sa zhoduje s ¢asom uréenym pre volnom pade t; =,/2h/g
(4.11). Vzdialenost dopadu pri vodorovnom vrhu je mozné uréit zo vztahu pre X-ovu

stradnicu (4.17) tak, ze za Cas t dosadime ¢as dopadu ty. Pre vzdialenost' dopadu Xy tak
dostaneme

2h (4.19)

Vypocet rychlosti dopadu je vtomto pripade zlozitejsi, lebo vyslednd rychlost’ sa sklada
z x-ovej zlozky rychlosti vx = Vo a y-ovej v, =—gt, =,/2gh. Vysledna rychlost je teda dana

vzt'ahom:

v:\/vxz+vy2 = Vo' +2gh. (4.20)

pricom s 0Sou X zviera uhol

B= arctan(vy / vx)z arctan(\/Z_gh /v, ) (4.21)
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4.25 Sikmy vrh

Sikmy vrh je pohyb, kedy je teleso vrhnuté poéiatoénou rychlostou v, Vv rovine xy pod
urcitym uhlom & S 0S0U X, t.j. so zemskym povrchom (Obr. 4.4).

y
Yol ..V
V, i
mg
o !
0 IXo d X

Obr. 4.4. Sikmy vrh

Pohyb telesa opét” aj v tomto pripade popisuju tie isté rovnice (4.8) ako pri predchadzajticich
vrhoch, len sinymi pociatoénymi podmienkami. Z Obr. 4.4 je zrejmé, Ze v ¢ase t=0 st
pociato¢né podmienky nasledovné: V, = (V0 cosa, V, Sin a) Xo=Yo=0. Ked dosadime tieto
pociato¢né podmienky do rovnic (4.8) dostaneme

. 1
X=V,t cosa, y=V,t sina —Egtz, (4.22)

V,=V,Cosq, Vv, =V, sina —gt. (4.23)

Z tychto rovnic opdt’ vidime, Ze pohyb prebieha len v rovine xy. Rovnicu krivky vyjadrujucu
tvar drahy dostaneme analogickym spdsobom ako pri vodorovnom vrhu, pricom je tvar je
nasledovny: y=xtga —x*g/ (2v§ cos? a) ¢o je tiez rovnica paraboly.
V pripade Sikmého vrhu je tu viacero dolezitych parametrov, ktoré mdZeme ziskat
jednoduchou upravou:
e Cas dosiahnutia najvyssej vysky:

¢ =vosina (4.24)
g
e suradnice vrcholu:
V2 V2
x=—"sina cosa, Y, =->sin’a, (4.25)
249 29
e (as dopadu:
¢ _2Vpsina (4.26)

d H

g
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e vzdialenost” dopadu:

2

Xy :Zisina cosa , (4.27)

Vyslednd rychlost’ dopadu sa pocita rovnako ako v pripade vodorovného pohybu
(4.20) a uhol dopadu zase pomocou vztahu (4.21).

4.3 Pohyb telies v gravitacnom - radialnom poli Zeme

Dolezitymi velicinami pre kazdé vécsie nebeské teleso (Slnko, planéty, mesiace) su L. a IL.
kozmicka rychlost. I. kozmicka rychlost’ v, je rychlost, ktor musime udelit telesu v
horizontdlnom smere tesne nad povrchom planéty, aby obichalo okolo nej po kruhovej drahe
ako umeld druzica. II. kozmické rychlost’ vj; predstavuje tzv. Unikovl rychlost z povrchu
planéty. Je to minimalna rychlost, ktordt musime udelit’ telesu z povrchu planéty smerom
zvislo nahor, aby natrvalo opustilo jej gravitaéné pole planéty.

4.3.1 Pohyb telesa po kruhovej drahe okolo Zeme

Pokial’ chceme, aby delova gula vystrelena z dela neustale lietala okolo Zeme tesne
nad jej povrchom, treba jej na zaCiatku pohybu udelit dostato¢ni pociatocnu rychlost’ v,
vodorovnym smerom. Ak pri tomto pohybe zanedbame odpor vzduchu, potom podmienka,
ktora treba splnit’ na jej obichania je, aby odstrediva sila F=ma, =mv?/(R, +h) bola
rovnako vel’ka ako pritazliva gravitacna sila (4.1) ktorou nan posobi Zem. V danom pripade
sa bude teleso pohybovat’ po kruhovej drahe. Musi teda platit’

. L (4.28)
R,+h (R, +h)

Odtial pre rychlost’ v, vyplyva

M, (4.29)

Tento vzt'ah vyjadruje, akou optimalnou rychlostou sa méa pohybovat’ druZica na obeZnej
drahe okolo Zeme vo vyske h. Ak pouzijeme, ze h = 0 m (polomer obeznej drahy druzice je
prakticky zhodny s polomerom Zeme) dostdvame potom z predoslej rovnice po Uprave vzt'ah
pre prvi kozmicku rychlost’

v = /’d;A—ZZ=,/gRZ =7.9kmis. (4.30)

4.3.2 Pohyb telesa po parabolickej drahe v gravitaénom poli Zeme

ZvacSovanim pociatocnej rychlosti Vo telesa na vicsiu rychlost” ako je prva kozmicka
rychlost’ v; dosiahneme, Ze draha telesa bude elipticka. ZvacSovanim tejto rychlosti sa bude
menit’ tvar eliptickej drahy; elipsa sa stdva pretiahnutejSou. Aku teda rychlost musime
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minimélne udelit’ kozmickej rakete, aby sa dostala z dosahu zemskej gravitacie? Odpoved’
vSetci dobre pozname, tato rychlost’ ma aj pomenovanie a vola sa II. kozmicka rychlost’ a jej
hodnota predstavuje okolo 11 km/s. Ukazme si teraz na zaklade akého postupu sme dospeli
k spominanej hodnote. Pri vzd’al'ovani rakety zo zemského povrchu sa kona praca

W= |Fdr=« Zd
Jrar=el™
ktoru ked’ vypocitame, dostaneme
W= MMz (4.31)
Rz

Cela tato energia alebo praca, ktort treba dodat’, sa hradi z kinetickej energie telesa, rakety.

Ak dame do rovnosti kineticka energiu E, = %mvﬁ a danu potrebnu pracu dostaneme vztah

pre II. kozmicku rychlost’:

M
Vi = ZKR_Z =\2gR; = V[‘/E , (4.32)
z

Vi =112km/s.

Ked’ telesu udelime druht kozmicku rychlost’ dostane sa do oblasti priestoru slne¢nej ststavy,
v ktorych intenzitu gravitatného pol'a Zeme modzeme zanedbat. Teleso sa stane druZicou
Sinka.

4.3.3 Pohyb, pri ktorom teleso opusti slne¢ni sustavu

Pri d’alSom zvéacSovani pociatocnej rychlosti Vo telesa nad velkost druhej kozmickej
rychlosti vj; moZe teleso dosiahnut’ stav, ze opusti slne¢nu sustavu. Rychlost’, ktora treba
telesu udelit’ na povrchu Zeme, aby teda uniklo z gravitaéného pdsobenia Slnka, nazyvame
tretia kozmicka rychlost’ vy . K odletu z miesta obeznej drahy Zeme je treba rychlost’
42,1 km/s, no da sa vSak vyuzit' obezna rychlost’ planéty Zem, ktora je 29,8 km/s. Potrebna
dodatoc¢na rychlost’ tak klesne na 12,4 km/s. Raketa v§ak musi prekonat’ eSte gravitacné pole
Zeme. Tretia kozmicka rychlost’ je preto

Vi =164 km/s (433)

pri Starte zo zemského povrchu (tak sa udava najCastejSie), pripadne 13,8 km/s pre odlet
z vyCkavacej drahy okolo Zeme.
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Uloha 4.1:

Analyzujte dany pohyb, urcte rychlosti lopty a vel’kost’ tiaiového zrychlenia v jej
maximdlnej vyske.

(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,290 kg, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: vrh_nahor2.avi

RieSenie:

Na Obr. 4.5 je znazornena analyza pohybu lopty vyhodenej zvislo nahor. Hodnotu
rychlosti a zrychlenia v maximalnej polohe lopty je mozné urcit’ z casovych zavislosti. Ako
zo skusenosti vieme, rychlost’ lopty v maximalnej polohe bude nulova (v ¢ase blizko 1s),
problém vsak robi urCenie zrychlenia, ktoré mnohi Studenti v maximalnej polohe lopty
povazuju za nulové. Hodnotu okamzitého zrychlenia mozno urcit’ aj ako smernicu doty¢nice
ku grafu zévislosti rychlosti na ¢ase a ta, bude rovnaka pre pripad pohybu lopty nahor (po
opusteni rik), aj pre pohyb nadol (pokial’ sa lopta neodrazi od zeme) a taktiez aj v maximalnej
polohe lopty. Pre ur¢enie hodnoty priemerného zrychlenia je mozné pouzit’ linearnu regresiu.

Z |2 | B - | | xwvoit = & | Qaoew | " o [N\ A A |4 Z S| c
¥ O lopta m[2.900E1 | vyuZivana pamét: 52MB 0 247WB
q
— ¥ = gral' (o] Ioptalv [] Sync A‘
x10° lopta (t, 2) |
1.0k
o
= 0,5
op
1} 1 2 3 4
t
T lopta it, py)
2 T T T T
b fus | Lo .
—c = e &0 x
b e :
= 2l | Wl | ||
0 1 2 3 4
t
lopta (t, vy)
5[ : - : -
=0 1
5] |

-

[@ stranka vrh nahor - kinematika o ‘

7 —— - e e — Analyzujte dany pohyb, uréte velkost rychlosti lopty.
lopta vyhrany (nastavte hmotnost na paneli nastrojov, shift-click to re-mark highlighted position}| ‘|| Axs sila pésobi na loptu pri whodeni?

000 |100%- W » !;} .A a1 0w = (dizka meradla: 1 m, hmotnost lopty: 0,290 kg,

frekvencia snimok: 30 fps)
09_vrh_kinematika.trk

Obr. 4.5 Analyza zvislého vrhu smerom nahor


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/17_vrh_nahor2.avi
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NerieSené ulohy:

Uloha 4.2: Uréte hodnotu tiazového zrychlenia Zeme. Akou rychlostou je lopta vyhodend
a akou rychlostou dopadne?
(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vrh_nahor.avi

Uloha 4.3: Uréte hodnotu tiaiového zrychlenia Zeme. Akou rychlost'ou sa lopta pohybuje
vo vodorovnom smere? Akd sila posobi na loptu?
(ditka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vodorovny vrh.avi

Uloha 4.4: Analyzujte dany pohyb, uréte vel’kost’ rychlosti lopty vo vodorovnom a zvislom
smere. Akda vel’ka sila posobi na loptu pri kopnuti?
(ditka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,421 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: sikmy vrh.avi

Uloha 4.5: Analyzujte rychlost’ daného pohybu lopty, aka vel’ka sila posobi pri odrazoch?
(diZka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,610 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vrh_nadol.avi

Uloha 4.6: Analyzujte dany pohyb, uréte vel’kost’ rychlosti lopty. Akd velkd sila pésobi
na loptu pri hodeni dole?
(dizka meradla: 1 m, hmotnost’ lopty: 0,580 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vrh_nadol2.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/13_vrh_nahor.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/12_vodorovny_vrh.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/11_sikmy_vrh.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/14_vrh_nadol.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/18_vrh_nadol2.avi
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5. Tuhé teleso

Pri niektorych tivahach a fyzikalnej interpretacii nevysta¢ime s myslenym pojmom
hmotného bodu (napriklad pri ota¢avom pohybe). Modzeme vSak zanedbat’ zmeny tvaru
aobjemu telies, ktoré nastavaju posobenim vonkajsich sil, atak zavddzame pojem tuhé
teleso. Tuhé teleso je idedlne teleso, ktorého objem a tvar sa iuic¢inkom Pubovol’ne vel’kych
sil nement.

Bod, v ktorom sila pdsobi na teleso, nazyvame pésobisko sily. Uginok sily posobiacej
na teleso nezavisi len od velkosti a smeru sily, ale aj od jej posobiska. Pri tuhom telese
budeme skumat’ otaCavy pohyb daného telesa. Na rozdiel od posuvného pohybu, kedy vsetky
body telesa maji rovnaki okamziti rychlost’, pri otdavom pohybe budi mat’ vSetky body
tuhého telesa rovnaku uhlovi rychlost’.

5.1 Moment sily

Schopnost’ sily F otacat’ teleso okolo pevnej osi zavisi nielen na vel’kosti a smere sily,
ale aj od polohového vektora T pdsobiska sily vzhladom na os otaGania a charakterizuje ho

fyzikalna veli¢ina nazyvana moment sily M

Moment sily je vektorovou veli¢inou a jeho smer je kolmy k rovine vektorov 7 a F.
Jeho smer ur¢ime podl'a pravidla pravej ruky: ak poloZime prava ruky na povrch telesa tak,
aby prsty ukazovali smer posobiacej sily, ktord spdsobuje otacavy pohyb, vztyceny palec nam
ukaze smer momentu sily. Jednotkou momentu sily je newton meter [M] = N . m. Tak, ako
hybnost’ p charakterizuje posuvny pohyb hmotného bodu, charakteristikou ota¢avého pohybu

okolo osi neprechadzajucej hmotnym bodom je moment hybnosti L
L=Fxp=m(f=V), (5.2)

kde 7 je polohovy vektor hmotného bodu vzhl'adom na os otacania.

Tuhé teleso, ktoré sa modze otdfat okolo osi, bude vrovnovaznej polohe,
ked’ vektorové stcéty vsetkych sil a vSetkych momentov sil, ktoré na teleso pdsobia, buda
nulové vektory.

5.2 TaZisko telesa

Tazisko telesa je definovana ako posobisko tiazovej sily. Mozno ho uréit' ako
prieseénik taznic v telese. TaZisko pravidelnych rovnorodych telies, ktoré maju geometricky
stred sumernosti: gul'a, valec, obru¢, kvader a pod. je v strede sumernosti danych telies.
Tazisko nerovnorodych telies alebo geometricky nepravidelnych uréujeme zvy&ajne
pokusom. TaZisko moze lezat’ aj mimo telesa, napr. tazisko prstenca, dutej gule, nadoby.

5.2.1 TazZisko sustavy dvoch a viacerych hmotnych bodov

Pod pojmom tazisko stistavy dvoch hmotnych bodov budeme rozumiet’ taky bod, na spojnici
danych bodov (Obr. 5.1), pre ktory plati dana podmienka:
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Obr. 5.1 Urcenie polohy t'aZiska stistavy dvoch hmotnych bodov

_Me (5.3)

o|o

1

Ked'ze z daného obrazka vyplyva, ze a = Xt — X3 ab = X2 — X1, po dosadeni za a a b a tiprave
predoslej rovnice dostaneme:

_MyX, +M,X, (5.4)
Tom+m,

Dany vztah je mozné zovseobecnit’ aj pre siistavu n bodov. Ak je poloha i-tého bodu X; a jeho
hmotnost’ je m;, potom pre x-ovu polohu t'aziska danej ststavy plati:

X; :EZmixi, (5.5)
m&

kde m je celkova hmotnost’ stistavy rovna su¢tu hmotnosti jednotlivych hmotnych bodov m =
my + my + ...+ m,.

Kedze v trojrozmernom kartezianskom priestore je kazdy hmotny bod uréeny trojicou
suradnic (X, Vi, Zi), aj pre charakteristiku taZiska by bolo potrebné urcit’ suradnice yr a zr,
obdobne, ako tomu bolo v pripade xt a pre polohovy vektor taziska mézeme teda pisat’:

E=13mr. (5.6)
m iz

V pripade, Ze ststavu hmotnych bodov nahradime dokonale tuhym telesom so spojite
rozlozenou hmotnost'ou, moéZeme pre polohovy vektor taziska tuhého telesa pisat’

dem

"= jdm '

m

(5.7)
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Uloha 5.1:

Analyzujte pohyb kladiva ako pohyb dvoch Casti: poriska a kovovej casti kladiva, ¢o plati
pre pohyb ich faZiska?

(dl'z’ka kladiva: 0,3 m, hmotnost’ kladiva: 0,35 kg, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kladivo.avi

RieSenie:

Pohyb kladiva mdzeme chapat’ ako pohyb dvoch hmotnych bodov sustredenych
v taziskach poriska a kovovej cCasti. Program Tracker umozituje analyzovat pohyb dvoch
hmotnych bodov a nasledne ur¢it,, ako sa bude pohybovat’ ich tazisko.

Na Obr. 5.2 je analyzovany samostatne pohyb kovovej casti kladiva (Cierny
kosostvorec) a drevenej Casti poriska (modry kosostvorec) (obe casti povazujeme za
homogénne). Ked'ze pozname celkovi hmotnost’ kladiva a vieme uréit' vzdialenosti medzi
taziskami poriska a drevenej Casti od taziska celého kladiva za pomoci meradla v programe
Tracker, vyuzitim vztahu (5.3) dokazeme odhadnit hmotnosti samostatnej kovovej
a drevenej Casti kladiva. Pokial’ sme to spravne ur¢ili, taZisko sustavy dvoch hmotnych bodov
uréené programom Tracker (Cerveny bod) by sa malo pohybovat’ po t'azisku kladiva — bode na
kladive oznacenom bielou paskou.
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Obr. 5.2 Analyza pohybu kladiva ako stustavy dvoch hmotnych telies


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/24_kladivo.avi
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5.3 Moment zotrvacnosti a kinetickd energia otac¢avého pohybu

Budeme uvazovat’ o rovnomernom otacavom pohybe tuhého telesa okolo osi. Ked’ sa
tuhé teleso rovnomerne otaca uhlovou rychlostou @, pohybuju sa vsetky jeho Castice, ktoré
povazujeme za hmotné body, uhlovou rychlostou w. Pre velkost’ rychlosti i-tej astice plati
V.= (5.8)

kde vi je velkost’ rychlosti i-tej Castice arj je vzdialenost’ i-tej Castice od osi otacania.
Pre kinetickt energiu i-tej Castice mdzeme pisat’

my; 0 Jo (5.9)
2

kde veli¢ina J; predstavuje moment zotrvacnosti i-tej Castice vzhl'adom na os otacania.
Vyslednu kineticka energiu telesa, ktoré kona rovnomerny otacavy pohyb okolo nehybnej osi
uré¢ime suctom kinetickych energii jeho jednotlivych Castic:

E, —%Ja)z, (5.10)

kde J = J;+J,+...+J, sa nazyva moment zotrvacnosti telesa aje rovny suctu momentov
vSetkych jeho castic.

J=me?+mr +. . +mrr2=> mr’. (5.11)
i=1

Jednotkou momentu zotrvacnosti je [J] =kg.m?.

Vo vSeobecnosti vypoCty momentov zotrvaénosti nie su trividlne, a preto v tejto
ucéebnici budeme pracovat’ len s momentami zotrvacnosti niektorych homogénnych telies:
tenkého rovnorodého kotuca (valca), ktorého os prechadza stredom kolmo na rovinu kottca:
J = % mr®, kde m je hmotnost kotica (valca) ar je polomer kotuca (valca); rovnorodej gule
s hmotnostou m a polomerom r: J = 2/5 mr?; dutej gule s hmotnostou m a polomerom r:
J=2/3 mr%; tyée s hmotnostou m a dizkou |, vzhladom na os kolmu na ty¢ a prechadzajicu
stredom ty&e: J = 1/12 ml? a koncovym bodom tyde J = 1/3 ml°.

Ak teleso bude sucasne vykonavat’ posuvny pohyb s rychlostou taziska vr a otacavy
pohyb okolo osi rotacie s uhlovou rychlostou , jeho celkova kineticka energia bude potom
dana ako sucet kinetickej energie posuvného a rotaéného pohybu:

1 2

E, =y (5.12)

+1Ja)2
2

5.4 Pohybova rovnica telesa otacajuceho sa okolo osi

Ak teleso vychylime zrovnovaznej polohy abude vykonavat kmitavy pohyb
s uhlovym zrychlenim &, potom pohybova rovnica, ktora charakterizuje jeho pohyb ma tvar:
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M = Jg (5.13)

kde M predstavuje moment vSetkych sil posobiacich na teleso vzhI'adom na os rotacie a J je
moment zotrvacnosti telesa vzhl'adom na os otacania.

Uloha 5.2:

Analyzujte valivy pohyb gul’ na naklonenej rovine. Ktora z gul roznych hmotnosti,
priemerov a materidalov (kov (m = 727 g, d = 72 mm), drevo (m = 5,9 g, d = 29 mm), guma
(m = 6,6 g, d = 23 mm)) dosahuje na konci naklonenej roviny najvysSiu rychlost’?
Vysvetlite! (frekvencia snimok: 120 fps, dlzka meradla: 1m)

zdroj: valenie_gule.avi Zavisi rychlost’ valenia gul’ od hmotnosti?

RieSenie:
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Obr. 5.3 Analyza valivého pohybu pre kovoviu a gument gul’u
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Na priklade homogénneho telesa kruhového prierezu (valec, gula) ktoré sa vali vplyvom
svojej tiaze dole po naklonenej rovine si ukdZeme urcenie zrychlenia taziska telesa ar
a rychlosti vr, ktorou sa pohybuje teleso po prejdeni drahy s, ked” v ¢ase t = 0s bolo v pokoji.
Teleso ma polomer r a hmotnost' m a naklonena rovina zviera uhol a S vodorovnou rovinou.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/46_valenie_gule.avi
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Obr. 5.4 Teleso valiace sa po naklonenej rovine a sily, ktoré na neho posobia
Na Obr. 5.4 st znazornené sily, ktoré posobia na teleso: tiazova sila F_G), reakcia
podlozky ﬁ';, ktorej posobisko sme posunuli pozdiZ jej vektorovej priamky do stredu telesa

atrecia sila F, posobiaca v mieste dotyku podlozky a telesa. Pre zjednodusenie budeme
predpokladat’, Ze hmotnost’ telesa je rozloZzena symetricky vzhl'adom k osi rotacie, a teda
tazisko splyva s geometrickym stredom telesa. Ked'ze sa teleso dotyka podlozky nepatrnou
ploskou, moézeme valivé trenie zanedbat. Kedze uvazujeme o pohybe okolo osi

prechadzajucej stredom telesa, budi momenty tiazovej sily _F_; a reakcie podlozky F; rovné
nule, a teda neprispievaju k urychl'ovaniu ota¢avého pohybu. Roztacanie telesa proti smeru
hodinovych ruéiciek sposobuje vyhradne trecia sila E), ktorej rameno sily je 7.

Suradnicovu ststavu sme si zvolili tak, ze os X je rovnobezna s naklonenou rovinou
a 0s Yy je kolma na naklonentu rovinu. Podl'a vety o pohybe taziska je zrychlenie taziska dané
pohybovou rovnicou

F=ma,, (5.14)

ktort si m6Zeme rozpisat’ zvlast’ pre X-ovu a y-ovu zlozku

d
ma,, =m

2
X
L A (5.15)

d’y
may, = m—dtzT =Y F, =Fg —F. (5.16)

kde xt a yr predstavuju suradnice taziska telesa. Ked’ze pohyb telesa sa bude uskutocnovat’
len v smere osi x anie v smere kolmom na podlozku (y-ova os), kde je tazisko v pokoji,
modzeme rovnicu (5.16) polozit’ rovnl nule

(5.17)

2
ddi’; 0, takse Fy —F, =0,

éize
Few =mgcosa = F. (5.18)
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Dostali sme, ze tlakova sila podlozky Fgr pdsobiaca na teleso je rovnako velka ako
normalova zlozka tiazovej sily Fen. Ked'Ze sily lezia na jednej priamke, navzdjom sa rusia.
Vzhl'adom k tomu, Ze v prvej pohybovej rovnici st dve nezname (arx a Ft), je potrebna este
jedna pohybova rovnica, ktora suvisi s otaavym pohybom telesa a momentom trecej sily
vzhl'adom na os otacania, ktora prechadza stredom ¢i uz valca alebo gule

I"e = ZM_l*dﬂ . (5.19)

Ak sa bude teleso valit' po naklonenej rovine bez Smykania, bude pre rychlost taziska
v kazdom okamihu platit’

_Ox . (5.20)

Pre zrychlenie taziska potom dostavame

0 Qv do (5.21)
Todt dt

Dosadenim tohto vyrazu do prvej pohybovej rovnice dostaneme

er:thO: mgsina —F, . (5.22)

Vyjadrenim trecej sily F z tretej pohybovej rovnice (5.19) a dosadenim do predchadzajticej
dostaneme

mrd—w =mgsina —I—Td—w (5.23)
dt rodt’

mrd_a)( IT2 +l}:mgsina_ (524)
dt \ mr

a odtial’ vyuzitim rovnice (5.21) pre h'adané zrychlenie dostavame

_ gsina
ar = IT : (525)

mr?

Vzhladom k tomu, Ze zrychlenie telesa je konStantné a teleso sa zacina rozbichat’ z pokoja,
bude vykonévat’ rovnomerne zrychleny pohyb pre drahu ktorého plati

1

S :Eath. (5.26)

Odtial pre Cas, za ktory prejde drahu S mézeme pisat’
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(= |2 (5.27)
a

Pre hl'adanu rychlost’ taziska telesa vr pohybujiceho sa z pokoja rovnomerne zrychlenym
pohybom po prejdeni drahy S potom plati

v; =a,t, (5.28)

(5.29)

(5.30)

Ak teraz budeme uvazovat, ze po naklonenej rovine sa vali gula (Irg = 2/5mr?, v pripade
valca by to bolo Ity = 1/2mr2), pre hladané zrychlenie taziska valca ar, a rychlost’ vy
dostavame

a;, = gsina 593ina
L .
T2 7 (5.31)
S 1
mr
2sg sina 10 .
Vig = |5 =,/= Sgsina.
2 0 7 (5.32)
5 ;+1
mr

Ako si mézeme vSimnut, zrychlenie/rychlost homogénnej gule (valca) na naklonenej rovine
vobec nezavisi od jeho polomeru a hmotnosti!
Z predchadzajucich vzt'ahov je mozné vyjadrit’ velkost trecej sily Fy

gsina
I
i
|, a, ozt mgsina (5.33)
i 2 . omr

Z tohto vztahu vyplyva, Ze velkost’ trecej sily F je menSia ako priemet tiazovej sily do smeru
naklonenej roviny Fgr, ktorej velkost’ je mgsina. Preto sa teleso bude valit’ dole naklonenou
rovinou zrychlenym pohybom. Valivy pohyb vSak nastane iba v tom pripade, ak trecia sila
bude mensia ako maximalna staticka trecia sila, ¢ize



Tuhé teleso 87

F(uF, = umgcosa. (5.34)

Pre vel’ky uhol sklonu naklonenej roviny mozZe teda dojst’ k Giastoénému skizavaniu telesa.

NerieSené ulohy:

Uloha 5.3: Analyzujte pohyb sekery ako pohyb dvoch Casti: poriska a kovovej Casti sekery,
Co plati pre pohyb ich taZiska?
(dl¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ sekery: 1,5 kg, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: sekera_tazisko.avi

Uloha 5.4: Analyzujte pohyb plechovic na naklonenej rovine. Ktord z plechovic je plnd (m =
523,2 g) a prazdna (m = 15,8 g)? UrcCte momenty Zzotrvacnosti danych
plechovic.

(frekvencia snimok: 120 fps, ditka meradla: 1m, priemer plechovice
d = 65,6 mm)

zdroj: plechovice.avi

Zavisi rychlost’ pohybu valcov na naklonenej rovine od ich hmotnosti?
Vysvetlite!

Uloha 5.5: Analyzujte pohyb pukov po naklonenej rovine. Uréte zrychlenie a silu, ktord
posobi na puky.
(1 dielik: 1cm, frekvencia snimok: 120 fps, hmotnost’ oranZového puku: 50 ¢,
modrého: 157 g, lopty: 60,4 g)
zdroj: naklonena rovina puky.avi, naklonena rovina puk lopta.avi

Uloha 5.6: Jedna 7 gul’ je 10 ndsobne t'azSia ako druhd. Gule sa valia po vodorovnej rovine
priblitne rovnakou rychlostou. Na konci stola padnii na zem. Co plati pre ich
vzdialenosti od podstavy stola pri dopade?

(ditka meradla: 1 m, hmotnost svetlejSej lopty: 0,0025 kg, tmavsej: 0,025 kg,
frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: vodorovny vrh.avi

Uloha 5.7: Gule sa valia po naklonenej rovine a na konci roviny pokracujii pddom na zem.
Co plati pre ich vzdialenosti od podstavy stola pri ich dopade na zem?
Analyzujte pre rozne t'azké gule a s roznou vypliiou (plné, duté).
(di¥ka meradla: 1 m, hmotnost’ svetlejSej lopty: 0,0025 kg, tmavsej: 0,025 kg,
frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: zo_strechy.avi, zo_strechy2.avi (Mg;ys) = 18,7 9; Moranzova = 60,4 Q.



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/23_sekera_tazisko.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/47_plechovice.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/naklonena_rovina_puky.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/naklonena_rovina_puk_lopta.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/vodorovny_vrh.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/zo_strechy.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/zo_strechy2.avi
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Uloha 5.8: Valce (gule) réznych hmotnosti sa valia po naklonenej rovine. Na Kkonci
naklonenej roviny zaénii padat’ na zem. Co plati pre ich vzdialenosti od steny
pri dopade? (Rozmery valcov su rovnaké.)

(dl'z”,ka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps, hmotnosti valcov: 1,807 kg,
0,640 kg, 0,264 kg)

zdroj: strecha valce.avi,

(120fps, hmotnosti gul’: 727 9, 8709, 25¢,5,99, 6,6 9),

zdroj: strecha_gule.avi,

(120 fps, hmotnosti diskov: 233 g, 86 g, 55 Q)

strecha disky.avi,

Uloha 5.9: Gul’a a valec sa valia po naklonenej rovine a na konci roviny pokracujii padom
na zem. Co plati pre ich vzdialenosti od podstavy stola pri ich dopade na zem?
(dlika dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps, mgye = 727 g, Myaica = 640 Q)
zdroj: strecha gula valec.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_valce_120.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_disky_120.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/strecha_gula_valec_120_uhol.avi
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6. Kvapaliny

Samostatné postavenie v mechanike telies ma mechanika kvapalin. Z hladiska
vnutornej Struktury sa kvapaliny od latok pevného skupenstva lisia tym, ze ich molekuly uz
nie su viazané na istii rovnovaznu polohu a konaji neusporiadané posuvné a rotaéné pohyby.
Vzdialenosti medzi molekulami byvaja v kvapalinach zvycajne vicésie ako v tuhych telesach.
Kvapaliny si zachovavaju svoj objem, nezachovavaju si vSak urcity tvar, ich tvar je dany
tvarom nadoby. Plyny na rozdiel od kvapalin nemajt ani urcity tvar, ani objem, su rozpinavé,
stlaciteI'né a pruzné.

6.1 Tlak v kvapalindch

Tlak v kvapaline p je definovany prostrednictvom sily F pdsobiacej kolmo na rovinnti
plochu a vel'kostou danej plochy S:

_F (6.1)
p S

Jednotkou tlaku je pascal, Pa (Pa = N/m? =kg . m™.s?).
6.1.1 Pascalov zakon

Pre tlak vyvolany vonkajSou silou plati Pascalov zdakon, ktory hovori: tlak vyvolany
vonkajSou silou pésobiacou na povrch kvapaliny alebo plynu je vo vSetkych miestach
a smeroch rovraky. To sa vyuziva hlavne v hydraulickych zariadeniach, ktoré obsahuju dva
valce s roznymi priemermi, ¢ize obsahmi ploch S; < S, ktoré st spojené trubicou a naplnené
kvapalinou. Ak na piest s obsahom S; bude posobit’ sila Fi, vyvola v kvapaline tlak
p1 = F1/S;. Ten sa bude sirit' kvapalinou a v mieste vaésieho piestu s obsahom S, bude
kvapalina pdsobit’ silou velkosti

S
F, =p,S,=p:S, = Fl_z’ (6.2)
Sl
¢ize pdsobenim mensou silou F; m6Zeme vyvolat’ vacsiu silu F.

6.1.2 Hydrostaticky tlak

Tlak v kvapaline sposobeny vlastnou tiazou kvapaliny vytvara hydrostaticky tlak.
Ak mame vnadobe kvapalinu hustoty pi, tak vhlbke h bude na plochu S pdsobit
hydrostaticka tlakova sila Fy,

F, =Shp, g, (6.3)

ktora v hibke h vyvola hydrostaticky tlak

F (6.4)
S

Pn = =hpg.
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Velkost dan¢ho tlaku nezavisi od tvaru nadoby ani od mnozstva kvapaliny v nej
(hydrodynamicky paradox), podla vztahu (6.4) zavisi len od hlbky, hustoty kvapaliny

a tiazového zrychlenia.

Uloha 6.1:

Uréte, aka je hustota kvapaliny v U-trubici. (Fialova kvapalina je voda, jej hustota je rovnd
1000 kg/m®).
zdroj: hustota.jpg

RieSenie:

Na Obr. 6.1 je znazornena cast’ U-trubice, v ktorej st naliate kvapaliny s rozdielnymi
hustotami. Ak by sme urobili Gsecku v mieste dielika 10 (pod 0), kde sa spéjaju obe
kvapaliny, mohli by sme povedat’, Ze kvapalina v I'avej aj pravej ¢asti posobia na kvapalinu
pod nimi rovnakou silou, pretoze je cela ststava v pokoji. Ked’Ze prierez trubic je rovnaky, aj
plocha je v oboch trubiciach rovnaka, a teda tlak posobiaci v mieste dielika 10 (pod 0) je

v l'avej aj pravej trubici rovnaky:

p.=h.pu9=ps =hp,9, (6.5)
odtial’ vyplyva
Pa _Ne (6.6)
P2 hy

Od¢itanim dielikov zo stupnice a vynasobenim hustotou vody dostdvame pre nezndmu
tekutinu piq = 60/75 *1000 = 800 kg/m®.

FR (R [ s e

5 L

o lem‘l‘\‘lwlllw!ml\lllrllpl;!ﬂlwl

‘“'I(|||1|,,|

51

—

" Obr. 6.1 U trubica


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/hustota_oleja.jpg
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6.2 Archimedov zdakon

Teleso ponorené do kvapaliny je nadl’ahéované hydrostatickou vitlakovou silou,
ktorej velkost’ je rovna tiaZi kvapaliny vytlaCenej ponorenou Ccast’ou telesa. Danu
formulaciu nazyvame Archimedov zdkon a matematicky to mézeme vyjadrit’ nasledovne:

F. =Shp,g=Vp. g, (6.7)

kde V predstavuje objem ponorenej Casti telesa (objem vytlacenej kvapaliny ponorenou
Cast'ou telesa).

Uloha 6.2:

Odhadnite hustotu dreva plavajiiceho vo vode.
(dlZka meradla: 0,15 m)

zdroj: drevo.jpg

RieSenie:

Obr. 6.2 Aplikacia Archimedovho zakona

Na Obr. 6.2 je znazornené teleso (kus dreva) plavajice na vode. Ak ozna¢ime objem
telesa V1 a hustotu telesa p;, na teleso bude posobit’ tiazova sila Fg = V1 pt 9. Zaroven vSak na
teleso bude posobit’ hydrostaticka vztlakova sila, ktorej velkost' je Fy, = Vi pk g, kde Vi
predstavuje objem vytlaCenej kvapaliny (ponorenej casti telesa). Ak dame oba vztahy
do rovnosti, dostaneme

Vi 9 =Vip 9. (6.8)

Odtial’ vyplyva


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/drevo.jpg
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oV _he (6.9)
P Vi by

kde hy, hr predstavuji hribku ponorenej Casti telesa a celého telesa, ked’ze plocha S je pre
ponorenu cast’ telesa a celé teleso rovnaka. Staci uz len ur¢it’ pomer hrubky ponorenej Casti
telesa voci hribke celého telesa pomocou meracich néstrojov v programe Tracker, prenasobit’
hustotou vody (px = 1000 kg/m®) a dostaneme hl'adant hustotu telesa.

6.3 Povrchova vrstva kvapaliny

Uz ste sa istotne stretli s tym, Ze na povrchu kvapaliny sa dokdzu udrzat' predmety
z materidlov, ktorych hustota je vicsia, ako je hustota vody (tenka ihla, Ziletka, hlinikova
minca s pod.). Aj kvapka vody na konci vodovodného kohutika sa postupne zvacsuje az kym
sa nevytvori zuzeny ki¢ok a potom sa odtrhne. Tieto javy suvisia s povrchovou vrstvou
kvapaliny, kedy kvapalina na rozhrani voda-vzduch sa sprava podobne ako tenka pruzna
blana. Povrchova vrstva kvapaliny pdsobi na vnutro kvapaliny tlakovou silou, ktora vytvara
tzv. molekulovy (kohézny) tlak. Povrchova vrstva kvapaliny ma energiu, ktoru nazyvame
povrchovd energia E. Ak sa zmeni povrch daného objemu kvapaliny 0 hodnotu A4S, zmeni sa
aj povrchova energia o hodnotu

AE = 0AS, (6.10)

kde veli¢ina o sa nazyva povrchové napiitie. Povrchové napitie zavisi od druhu kvapaliny
a prostredia nad vol'nym povrchom kvapaliny, priom so zvysSujucou teplotou sa povrchové
napitie kvapaliny vo¢i danému prostrediu zmenSuje. Kvapalina daného objemu mé snahu
nadobudnut’ taky tvar, aby jej povrchova energia bola minimalna, a teda aj jej povrch bol ¢o
najmens$i. Preto aj volné kvapky rosy alebo hmly maju gulovy tvar, pretoZe spomedzi
vSetkych geometrickych utvarov pri danom objeme ma gula najmensi povrch. Pri vicSich
kvapkach je vSak aj gulovy tvar deformovany v dosledku tiaZzovej sily a tlakovej sily
podlozky.

Povrchové napitie o je taktiez rovné podielu velkosti povrchovej sily F a dizky okraja
povrchovej blany |, na ktory sila pésobi kolmo v povrchu kvapaliny:

F (6.11)

Jednotkou povrchového napitia je N. m™. V pripade, Ze je povrch kvapaliny zakriveny,
potom ma povrchova sila smer doty¢nice k povrchu kvapaliny v danom bode.

Uloha 6.3:

Voda vyteka hrubostennou kapilarou tak, Ze na konci kapildary sa tvoria kvapky. Analyzou
daného javu urcte povrchové napiitie vody v styku so vzduchom!

(dizka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

Zdroj: povrchove napatie.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/povrchove_napatie.avi
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RieSenie:

Analyzou daného deja mozno ur¢it moment, kedy sa kvapka ,,odtrhava®, t.j. moment,
kedy su v rovnovahe tiazova sila s povrchovou silou Obr. 6.3. Vyuzitim predchadzajtcich
vztahov (6.11) mozno teda pisat’:

F=ol=F, =mg, (6.12)

kde m je hmotnost’ kvapky. Vyuzitim znalosti, ze | je obvod kruhu v ziZenom mieste
a kvapka ma tvar gule mézeme pisat’:

4 (d 6.13
ond, =—n| — | o9 (6.13)
“73" 2
Odtial’ pre povrchové napitie dostdvame
dgpg (6.14)

Po dosadeni hodndt zistenych v programe Tracker bola ur€ena hodnota povrchového napétia
vody pri styku so vzduchom ¢ = 76 mN/m.

S H &% | B - || ¥worit = 8 | Qaoen | 0 oy | N S A A | A A, = c
¥ %/ priemer diika|3061E-3 uholodx-ovejosi Momentalne dostupnaverzia 4.87 vyuZivana pamit: 28MB o 247MB
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kapilara: dkap= 3.693 mm, vyska h=1,264cm
kvapka: dg = 5,247 mm, rg = 2,527 mm

mg = 1/6 pi dg*3. 9,81 . 1000
F=sigma.l = si. pi. dk

si=1/6 (0.00524)*3.9,81. 1000/0.003061
si =76mN/m

ay.

[@ stranka Povrchové napitie a

Uréte povrchové napétie vody v styku so vzduchom!
(dizka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

priemer vybrany (pre meranie vzdialenosti a uhlov tahajte konce)
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-

P || [r—

povrchove_napatie.trk

Obr. 6.3 Urcovanie povrchového napitia vody pri styku so vzduchom
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6.3.1 Kapilarita

Zo skusenosti vieme, ze ked’ do sklenej nadoby nalejeme vodu, pri stenach nadoby
nebude povrch kvapaliny kolmy na stenu, ale bude zakriveny. To zakrivenie je tym véacsie,
¢im je naddoba uzsia (najvyraznejsie je to pri tenkych kapilarach). Duty povrch vytvori voda aj
lieh v sklenej nadobe — hovorime, Ze kvapalina zmaca steny nadoby. Ak do sklenej nadoby
nalejeme ortut’, povrch kvapaliny bude pri stenach nddoby vypukly — hovorime, Ze kvapalina
nezmaca steny nadoby. Zakrivenie vol'ného povrchu kvapaliny pri stenach nadoby (hlavne
v uzkych rarkach — kapildrach), pri kvapkach abublinach spdsobuje, Ze vyslednica
povrchovych sil, ktora posobi kolmo na volny povrch kvapaliny je nenulova. Tato sila
vyvolava kapilarny tlak, py, ktory je pre volny povrch kvapaliny gulového tvaru dany
vztahom

_20 (6.15)
pk - R y

kde R je polomer gul'ového povrchu a o je povrchové napitie.
Pri tenkej gulovej mydlovej bubline s polomerom R (a dvoma povrchami kvapaliny) je
kapilarny tlak vnutri bubliny rovny

do
P = = (6.16)

Uloha 6.4:

Mame dva baloniky s roznymi priemermi nafukané viduchom navidjom prepojené
trojcestnym kohutikom. \V ktorom baloniku je viési tlak, s vicésim objemom alebo mensim
objemom vzduchu? Co sa stane po otvoreni prepojovacieho ventilu? Vysvetlite!

Zdroj: tlak plynu.avi
RieSenie:

Na nasledujucom obrazku Obr. 6.4 je znazorneny pokus s nafuknutymi balonmi
prepojenymi trojcestnym ventilom. Po otvoreni prepojovacieho ventilu, aj ked je to
pre mnohych S$tudentov prekvapujuce anecakané, prejde vzduch z menSieho baldnika
do vicsieho. (Komplexné rieSenie danej ulohy vSak presahuje ramec tejto ucebnice, viac
v literatare (Jeskova a kol., 2012).)

Obr. 6.4 Pokus s nafaknutymi balonmi prepojenymi trojcestnym ventilom


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/51_tlak_plynu.avi
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Ak by sme mali miesto balonikov mydlové bubliny, situacia z predchadzajiceho pokusu by sa
zopakovala, vicsia bublina by sa zvédcSovala a mensia by sa zmensSovala az by nakoniec
zanikla, pretoZe v mensej bubline by bol vacsi kapilarny tlak ako vo vicsej. Vo vSeobecnosti
mozno konStatovat, Ze ¢im je polomer gulového povrchu mensi a povrchové napitie vicsie,
tym je kapilarny tlak vyssi, ¢o potvrdzuje vztah (6.16).

Ked do sirokej naddoby s vodou ponorime kapildru — uzku sklenu rarku, v kapilare
vystpi voda do vysky h nad volnou hladinou v nadobe (Obr. 6.5). ZvySenie vol'nej hladiny
kvapaliny v kapilare na nazyva kapilarna elevdcia a nastava pri kvapalinach, ktoré zmacaju
steny nadoby. Ak by sme do sklenej nadoby naliali ortut’ a ponorili by sme do nej kapilaru,
pozorovali by sme zniZenie volnej hladiny ortuti v kapilare oproti volnej hladine ortuti
v nadobe. Toto znizenie volnej hladiny ortuti v kapilare sa nazyva kapildarna depresia
apozorujeme ju pri kvapalinach, ktoré nezmacaju steny kapilary. Kapilarna elekacia
a kapilarna depresia sa stthrne nazyvaju kapilarita.

Uloha 6.5:

Analyzou kapilarneho javu uréte povrchové napiitie vody v styku so vzduchom!
(dlZka dielika: 1 cm)
Zdroj: kapilarita.jpg

. v .
RieSenie:
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Obr. 6.5 Urcovanie povrchového napitia vody pri styku so vzduchom za pomoci
kapilarity

Ako znazoriiuje Obr. 6.5, po ponoreni kapilary do vody, sa v kapilare s polomerom R
(ur¢ime pomocou meracich nastrojov programu Tracker) vytvori duty povrch, ktory po


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kapilarita.jpg
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zjednoduSeni mozeme povazovat za tvar polgule s polomerom R. Zakriveny duty povrch
kvapaliny v kapilare pdsobi na kvapalinu silou v smere von z kvapaliny. Vyska hladiny
v kapilare sa bude zvicSovat’ dovtedy, pokial’ sa dana sila nevyrovna hydrostatickej tlakove;j
sile, teda kapilarny tlak zodpovedajuci zakriveniu povrchu sa vyrovnéd hydrostatickému tlaku
odpovedajucemu stipcu s vyskou h:

20
P =—=hpg =p,. (6.17)
R
Odtial’ pre hl'adané povrchové napétie vody v styku so vzduchom dostavame:
&= PR (6.18)

2

Po zadani parametrov uréenych v programe Tracker sme vyratali hodnotu povrchového
napétia vody pri styku so vzduchom ¢ = 0,074 N/m.

6.4 Rovnica spojitosti

Doteraz sme uvazovali o kvapaline Vv pokoji, pripadne o rovnovaznom stave
po ustaleni kvapaliny. Teraz budeme uvazovat’ o idealnej kvapaline (bez vnutorného trenia,
dokonale nestlacitelnej), ktord pradi trubicou alebo potrubim. Pri prideni idedlnej kvapaliny
bude vo vSetkych bodoch prierezu pridovej trubice rovnaka rychlost. Ak ozna¢ime plochu
prierezu vybranej pradovej trubice S a velkost’ rychlosti prudenia kvapaliny v tomto priereze
v, za 1 sekundu pretecie tymto prierezom objem kvapaliny, ktory nazyvame objemovy prietok
Quv=Sv.

Ked’Ze kvapalina nemdze stenami trubice ani vytiect, ani pritiect, musi byt’ objemovy
prietok pre l'ubovolne vel’ky prierez rovnaky, co mézZeme vyjadrit

S,v, =S,Vv,. (6.19)

Danti rovnicu nazyvame rovnicou spojitosti (kontinuity) pre idealnu kvapalinu. Dana rovnica
vyjadruje zakon zachovania hmotnosti v prudiacich kvapalinach.

Uloha 6.6:

Urcte rychlost’, akou vystrekuje kvapalina zo striekacky a porovnajte ju s rychlostou
pohybu piesta. Overte platnost’ rovnice spojitosti - kontinuity.

(diéka dielika: 0,01 m, frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: rovnica_spojitosti.avi

Riesenie:

Analyzou v programe Tracker boli vySetrované rychlosti pohybu piesta a vytekajucej
kvapaliny v smere osi x Obr. 6.6 a Obr. 6.7. Na zaklade linearnej regresie boli stanovené
rychlost’” vytekajucej kvapaliny v smere osi X vk = 0,9792 m/s arychlost pohybu piesta
Vp = 0,0327 m/s. vyuzitim meracich néstrojov boli stanovené taktieZ priemery vytokovej casti
striekacky dx = 0,00541 m a piestu d, = 0,02481 m. Nasledne vyuzitim vztahu (6.19) mozno
potvrdit’ platnost’ rovnice spojitosti. (Ponechavame na samotnom Ccitatel'ovi).


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/rovnica_spojitosti.avi
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Obr. 6.6 Analyza pohybu piesta a vytekajucej kvapaliny
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6.5 Bernoulliho rovnica

Ked’ze pradiaca kvapalina moéze prekonavat vySkové rozdiely, ma aj urcita
potencidlnu energiu a mdze konat’ pracu - napr. roztacat’ koleso vodnej turbiny. Prudiaca
kvapalina pozostava z cCastic, ktoré maji hmotnost’ aj rychlost, preto je mdze priradit’ aj
kinetickl energiu. Ak budeme uvazovat’ pradenie idedlne kvapaliny, zo zadkonov zachovania
po istych matematickych upravach by sme sa dopracovali ku vztahu

1 1
Epvlz +h1pg + P, :Ep‘/z2 +h2pg + Py, (6.20)

ktory sa nazyva Bernoulliho rovnica, kde v; a v, predstavuji rychlosti pradenia kvapaliny
v dvoch réznych prierezoch trubice S; a Sy, h; ah, predstavuja vysky, v ktorych sa Casti
trubice sprierezmi S; a S; nachadzaju, p; ap, predstavuji tlak v kvapaline v mieste
s prierezmi S; a S,.

Dana rovnica predstavuje zakon zachovania mechanickej energie pri prudeni ideélne;j
kvapaliny. Prvy ¢len rovnice predstavuje kineticka energiu kvapaliny jednotkového objemu,
druhy potencialnu energiu kvapaliny jednotkového objemu a treti ¢len mozno interpretovat’
ako tlakova potencialnu energiu objemovej jednotky kvapaliny. Z Bernoulliho rovnice
vyplyva, ze sucet kinetickej, potencidlnej a tlakovej potencialnej energie objemovej jednotky
idealnej prudiacej kvapaliny je vSade v kvapaline rovnaky.

Uloha 6.7:

Aky je vztah medzi vySkou hladiny tekutiny nad dnom nadoby a vySkami otvorov v stene
ndadoby hy a hy od dna nddoby, ak tekutina striekala z obidvoch otvorov do rovnakej
vzdialenosti na vodorovnu rovinu, na ktorej je nadoba poloZena?

zdroj: vytok vody.flv
RieSenie:

Rychlost vytekania kvapaliny znadoby zotvoru vhibke h pod hladinou udava
Torricelliho vit’ah

v=,2gh. (6.21)

Dana rychlost’ je rovnaka ako rychlost’, ktort by teleso ziskalo volnym padom z vysky h.
Ak ozna¢ime h; vzdialenost’ prvého (vyssieho) otvoru od dna hladiny a vzdialenost' h,
vzdialenost’ druhého otvoru odo dna, pre rychlosti vytekajucej kvapaliny z otvorov dostdvame

v, =+29(h-h,) a v, =/2g(h-h,). (6.22)

Ked’ze podla zadania ma voda dopadat’ do rovnakej vzdialenosti od nddoby, musi pre X-ové
vzdialenosti platit’:

X, =Vt =X, =V,t,, (6.23)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/26_vytok_vody.avi
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Kde t; a t; predstavuju ¢asy vol'ného padu, kedy kvapalina z danych otvorov dopadne na zem.

MoZeme teda pisat’:
U (6.24)
g g

Dosadenim vzt'ahov (6.22) a (6.24) do rovnice (6.29) a ich Gipravou dostavame

(h - hl)hl = (h —h, )hz , (6.25)
h(h, —h,)=h? —h?Z. (6.26)

Odtial’ dostavame
h=h, +h,, (6.27)

¢o potvrdzuje aj obrazok Obr. 6.8, voda vytekajuca z otvorov v dvoch réznych vyskach odo
dna bude dopadat’ do rovnakej vzdialenosti, ked’ vodna hladina bude vo vyske rovnajucej sa
suctu vySok oboch otvorov odo dna nadoby. Da sa taktiez ukazat, ze z kazdych dvoch
symetricky vzdialenych otvorov voé¢i stredu budi vodné prady dopadat do rovnakej
vzdialenosti od nadoby. Ak je otvor v strede medzi dnom a hladinou vo vyske H, bude voda
vytekat’ do vzdialenosti H (Kires, 1996).
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Obr. 6.8 Vytekanie kvapaliny z otvorov nadoby
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6.6 Obtiekanie telies

Pri pradeni realnej kvapaliny sa objavuju v kvapaline sily, ktoré¢ brzdia jej pohyb.
Dané sily maju povod vo vzajomnom silovom pdsobeni ¢astic kvapaliny a nazyvaji sa silami
vnutorného trenia. Viskozne vlastnosti kvapaliny charakterizuje koeficient dynamickej
viskozity #. Jednotkou dynamickej viskozity je 1Pa.s. Koeficient dynamickej viskozity je pri
vé&Sine kvapalin radovo 107 Pa.s, pri¢om jeho hodnota je zavisla od teploty a tlaku.

Uloha 6.8:

Uréte koeficient dynamickej viskozity kvapaliny v odmernom valci. Hustota skla, 7 ktorého
je gulocka vyrobena, je 2500 kg/ms, hustota glycerinu je 1260 kg/ms.

(dl3ka dielika: 1 cm (mierka na valci md 10 cm), frekvencia snimok: 30 fps)

zdroj: viskozita.avi

RieSenie:

Po pusteni malej gul'6¢ky do skimanej kvapaliny sa gul6cka v kvapaline nebude
pohybovat’ vel'kymi rychlost'ami, takze okolo nej nebuda vznikat viry a teda obtekanie telesa
mozno povazovat za laminarne. V tomto pripade bude odporova sila spdsobend len
viskozitou kvapaliny. Pri tomto pradeni bude odporova sila dana Stokesovym zakonom,
podla ktorého je odporova sila umerna prvej mocnine rychlosti, koeficientu dynamickej
viskozity a linearnym rozmerom telesa. Podla tohto zékona je odporova sila guldcky Fo
pri rovhomernom pohybe v kvapaline vyjadrena pomocou tzv. Stokesovho vzorca v tvare

F, =6mrv, (6.28)

kde 7 je koeficient dynamickej viskozity kvapaliny, r je polomer gul'6¢ky a v je rychlost jej
pohybu v nepohybujucej sa kvapaline. Na zaklade znalosti Stokesovho vzorca a ustalenej
rychlosti gul’'ocky vo viskdznej kvapaline je mozné urcit' koeficient dynamickej viskozity.
Gul'6¢ka po uvolneni v kvapaline bude padat’” volnym padom. Vyslednd sila posobiaca
na gul'd¢ku sa da zapisat’ ako

F=G-F,-F,. (6.29)

Pri pade gul'6¢ky bude jej rychlost’ postupne rast’, no so zvySovanim rychlosti bude narastat’
aj odporova sila. V ur¢itom okamihu dosiahne odporova sila taku vel'kost, ze vSetky sily sa
navzajom vykompenzujl, vysledna sila pdsobiaca na gul’6cku bude nulova a gul'6¢ka sa bude
pohybovat’ rovnomernym pohybom. Po dosadeni jednotlivych sil (tiazove) Fg = mg = V pt g,
vztlakovej Fvz = V px g) do predchadzajuceho vzt'ahu (6.29) a odporovej sily Fo zo vztahu
(6.28) dostaneme

Vp,g =Vp, g +6nrv. (6.30)

kde V = 4/3 7Z’|’3 je objem gul'd¢ky (zaroven aj vytlacenej kvapaliny), pt @ pk s hustoty telesa
a kvapaliny. Upravou predoslého vztahu pre hladany koeficient dynamickej viskozity
dostavame


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/28_viskozita.avi
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FitName:|P|‘iamka ‘v‘ ‘FitBuiIder...‘ LANEE 797ES L 18 0.6 0,02
B 3IE1EE_3 19 0,633 0,021
Fit Equation: x = A*t + B Ii - = 20) 0 667 0,022
21 07 0,023
Autofit rms dev 9 259E-4 22 0733 0.024|~]
Dirag table columns to yellow (horizontal axis) or green (vertical axis) for curve fitting non-editable

Obr. 6.10 Urcovanie priemernej a okamzitej rychlosti gul’o¢ky
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Dosadenim parametrov urcenych v programe Tracker ur¢ime koeficient dynamickej
viskozity, ktory pre glycerin sa pohybuje v rozmedzi 0,1 — 1,5 Pa.s v zavislosti od mnozstva
vody Vvdanom glycerine a okolitej teplote. (Kalkulaciu ponechavame na samotnom
Citatel'ovi.)

NerieSené ulohy:

Uloha 6.9: Odhadnite, akou rychlostou dopadd voda zo strechy zamku na jeho nddvorie.
(predpokladajme vysku cloveka 1,7 m.)

zdroj: wawel.jpg
zdroj: kopernik.jpg, zdroj: sekera_tazisko.avi

Uloha 6.10: Uréte povrchové napiitie vody v styku so vzduchom.
(dlZka dielika: 1 cm, frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kvapka.avi

Uloha 6.11: Uréte kapilarny tlak vo vniiti mydlovej bubliny.
(dlZka dielika: 1 cm, povrchové napitie roztoku mydla vo vode v styku
so vzduchom je 40 mN/m)

zdroj: bublina.jpg,

Uloha 6.12: Z dvoch nddob vytekd voda rovnakého objemu. Na konci prvej ndidoby je
kratSia slamka, na konci druhej dlhSia. Z ktorej nadoby vytelie kvapalina
skor? Odovodnite.
zdroj: vytekanie kvapaliny.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/wawel.jpg
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/48_kvapka.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/video_49.jpg
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/50_vytekanie_kvapaliny.avi
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7. Kmitavy pohyb

S kmitavymi pohybmi sa stretdvame vSade okolo nés. Niekedy je kmitanie ziaduce
(chvenie v pripade hudobnych nastrojov), inokedy je neziaduce (napr. kmitanie auta, pracky).
Niekedy ho vnimame (chvenie struny, membrany v reproduktore), inokedy si ho
uvedomujeme velmi malo (kmitanie molekdl vzduchu, ktoré prenasaju zvuk, kmitanie
kremennych krystalov v naramkovych hodinkach).

V redlnom svete je kmitanie zvyc¢ajne timené. Trecie sily a odpor prostredia postupne
premienaju mechanicku energiu na teplo, atak sa pohyb postupne zmensuje. Ak budeme
energiu doplnat,, nielenZe zabranime stratam, ale za uréitych podmienok sa méze vychylka
pri kmitavom pohybe zvéacSovat (napr. pohyb deti na hojdacke).

7.1 Harmonicky pohyb

Akykol'vek pohyb, ktory sa opakuje v pravidelnych intervaloch sa nazyva periodicky
pohyb alebo kmitanie. Podla veli¢in, sktorymi sa pri kmitani stretdvame, hovorime
0 kmitoch mechanickych, elektrickych, atd. Po pojmom harmonicky oscilator budeme
rozumiet’ kazdé volné zariadenie, ktoré moze volne kmitat’ bez vonkajSieho pdsobenia,
napriklad zévazie zavesené na pruzine po vychyleni z rovnovéznej polohy, fyzikalne kyvadlo
pri malych odchylkach apod. Potom hovorime, Zze mechanické oscilatory vykonavaju
kmitavy pohyb. Trajektéria kmitavého pohybu mdze byt priamociara aj krivociara, ale pohyb
sa vzdy uskutoc¢iiuje po tej istej krivke (alebo asponn jej Casti). Rovmovdina poloha
predstavuje polohu, v ktorej su sily posobiace na oscilator v rovnovahe, t.j. ich vyslednica sa
rovna nule. Je to poloha, v ktorej by sa kmitajuci objekt nachadzal, keby bol v pokoji.
Kmitanie oscilatorov sposobuje bud’ sila pruznosti, ktora vznika pri deformacii pruziny alebo
tiazova sila. (Predpokladdme pri tom, Ze nedochadza k trvalym zmendm pruZiny a pre
deformaciu pruziny (prediZenie alebo stladenia) plati Hookov zakon a deformacia pruZiny je
priamoumernd posobiacej sile.) Na uvod sa budeme venovat jednoduchym kmitavym
pohybom po priamke. Tejto poziadavke najlepSie vyhovuje kmitanie zdvazia zavesené¢ho
na pruzine. Takyto oscilator sa nazyva pruZinovy oscildtor (Obr. 7.1). Najjednoduchsim
mechanickym oscildtorom, ktoré¢ho kmitanie spdsobuje tiaZzova sila a pohyb sa uskutociiuje
po ¢asti kruznice je kyvadlo. V minulosti malo vel’ky vyznam ako zariadenie pre meranie ¢asu
(kyvadlové hodiny). Hlavnom ¢rtou oscilatora je, ze po istom case sa dostane do rovnakej
polohy, mé ta istd rychlost’ a zrychlenie. Periodicky sa opakujucu €ast’ kmitavého pohybu
nazyvame Kmit, polovicka kmitu je Kyv. Charakteristické veli¢iny kmitavého pohybu st
perioda (doba kmitu) T alebo frekvencia (kmitocéet) f, sktorymi sme sa uz stretli
v kinematike hmotného bodu. Perioda predstavuje dobu, za ktort oscilator prebehne jeden
kmit a vrati sa do zvoleného pociato¢ného stavu. Jednotkou periody je sekunda. Frekvencia sa
rovnd poctu kmitov, ktoré prebehnu za jednu sekundu. Je teda prevratenou hodnotou periddy
audava sa v hertzoch (Hz). Ak je mozné kmitavy pohyb matematicky popisat’ jednou
harmonickou funkciou, hovorime, ze teleso vykonava harmonicky kmitavy pohyb. AK na
teleso bude posobit vysledna sila, ktora je priamoumerna jeho vychylke pri pohybe
po priamke budeme takuto kmitajicu sustavu oznafovat netlmeny linedrny harmonicky
oscilator. V pripade priamociareho pohybu, kedy uz uvazujeme o odpore prostredia hovorime
0 kmitajucej stustave ako 0 tlmenom linearnom harmonickom oscilitore. Ak na takyto
oscilator bude posobit’ vonkajsia periodicka sila, hovorime o vynitenych kmitoch. Ak bude
kmitanie prebiehat’ bez vplyvu vonkajsich sil, budeme hovorit’ o viastnych kmitoch.
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7.1.1 Kinematika a dynamika kmitavého pohybu

Obr. 7.1 K vysvetleniu kmitania mechanického oscilatora

Kym pruzina oscilatora nie je zatazena zavazim, ma dizku 1o (Obr. 7.1). Ked
na pruzinu zavesime zavazie, pruzina sa posobenim tiaze G = mg zavazia predizi na dizku |
= lp + 41, pricom sa pruzina deformuje (v inercidlnej vzt'aznej sustave maju tiazova sila F—G:
ktorou je zavazie pritahované k Zemi atiaz C_f, ktorou poOsobi zavazie na zaves, rovnaku
velkost” aj smer). V dosledku pruznosti pruziny vznikne sila Fp), ktorej velkost’ sa v zavislosti
od prediZenia zvituje a ktord méa opadny smer ako tiazova sila Fg. Jej velkost je Fo = k(l-lo)
= k4l, kde k je tuhost pruziny. Tuhos#’ pruginy k = F, /| 4l odpoveda sile, ktora sposobi
predlzenie o jeden meter. Sila F, sa bude zvdc¢Sovat az do okamihu, pokial nenastane
rovnovazny stav, teda sily F—(; a FI; sa nevyrovnajui. Pri tomto stave pdsobia na zavazie sily
rovnako velké ale opa¢ne orientované. Zavazie sa ustali v rovnovaznej polohe O, do ktorej
umiestnime zaciatok vzt'aznej ststavy, v ktorej plati Fp) = —F_G). Dal$im prediZzenim pruZiny sa
rovnovaha porusi. Sila pruZznosti sa zvicsi, kym tiaZzova sila ostdva konStantna. Vyslednica
posobiacich sil bude pdsobit’ nahor smerom do rovnovaznej polohy. (To plati, ak predizenie
smeruje nadol, v opaénom pripade stladenia pruziny nahor bude vyslednica sil smerovat
nadol, ale opit’ do rovnovaznej polohy.) To znamena, ze na oscilator v pripade akejkol'vek
deformdacie pruziny bude poOsobit’ premenliva sila, ktora je pri¢inou kmitavého pohybu.
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Ak teda vychylime zavazie z rovnovaznej polohy vo zvislom smere a teleso uvol'nime, sila
mu udeli zrychlenie a zavazie bude volne kmitat. Okamzitd poloha zavazia je urcena
stradnicou X, ktord nazyvame okamZita vychylka. Okamzitd vychylka vzhladom
na rovnovaznu polohu dosahuje kladné aj zaporné hodnoty. Najvdcsia hodnota okamzitej
vychylky sa nazyva amplititda vychylky alebo vykmit X,

Pri okamzitej vychylke X bude posobit’ na oscilator celkova sila velkosti

F = Fe— Fp = mg — k(41+x). (7.2)

Ked'ze plati mg = k41, je pri¢inou kmitania sila, ktorej priemet do 0si X je

F = -kx. (7.2)

Moézeme teda konStatovat, Ze harmonicky pohyb mechanického oscildtora je
spdsobeny silou F, ktora stale smeruje do rovnovaznej polohy a je priamoimernd okamzitej
vychylke. Ked’Zze uvazujeme, Ze pohyb oscildtora nie je ovplyviiovany vonkaj$imi silami
(pripadne ich vplyv modzeme zanedbat), moézeme jeho harmonicky pohyb povazovat
za vlastné kmitanie. (Vlastné kmitanie oscilatora prebieha iba s istou uhlovou frekvenciou wy,
ktora suvisi S vlastnostami oscilatora.) Ststava pruzina + teleso na Obr. 7.1 sa nazyva
harmonicky, niekedy aj linedrny harmonicky oscildtor, o znamena, Ze sila je tmerna prvej
(a nie inej) mocnine vychylky x.

Ak chceme rieSit’ pohybovl rovnicu vlastného kmitania oscilatora, prepiSeme si ju
do tvaru

2
md—i( = —kx. (7:3)
dt
Kratkou upravou dostaneme
2
d—;( + k x=0. (74)
dt

Ked zavedieme substiticiu ap’= k/m, dostaneme rovnicu

2
%+a)§X:O.

(7.5)

Dana rovnica (7.5) je linearnou diferencialnou rovnicou 2. radu. Jej sposob rieSenia presahuje
rdmec tejto knihy, preto v d’alSom kroku budeme pouzivat’ zovSeobecnené riesenie pohybove;j
rovnice pre vlastné (netimené) kmitanie harmonického oscildtora, ktoré ma tvar

X(t) = Xm COS (ot +¢), (7.6)
kde x predstavuje okamzitii vychylku v ¢ase t, X, je maximalna vychylka (spodny index m

znamena maximum) alebo aj amplitida kmitov, argument (aot + @) je faza kmitu a ¢ je
fazova konStanta (alebo zaciatocna faza kmitavého pohybu v ¢ase t = 0.) M6ze mat’ kladnu
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aj zaporni hodnotu a meria sa v zvy¢ajne v radianoch. Obidve konStanty X, a @ vyplyvaja
z pociatocnych podmienok a uréuju hodnotu vychylky v zac¢iatoénom okamihu (v ¢ase t = 0s).
Ked'Ze funkcia kosinus v rovnici (7.6) sa meni medzi krajnymi hodnotami + 1, vychylka X(t)
sa bude menit’ medzi krajnymi hodnotami + Xp,.

Vysvetlime si teraz fyzikdlny vyznam konStanty an. Doba, za ktora sa teleso dostane
znova do tej istej polohy a nazyva sa perioda kmitov (To). Z toho vyplyva, Ze pre l'ubovol'ny
Cas t musi platit’ X(t) = X(t +To). Pre jednoduchost’ uvazujme ¢ = 0 rad a zapracujme tuto
uvahu do rovnice (7.6). Nasledne dostavame

Xm COS (ot ) = Xm COS (wo(t +To)). (7.7)

Kedze funkcia kosinus je periodicka s periodou 2z rad, z predchadzajucej rovnice
dostavame

wot + 27 = wo(t +To) , (7.8)

Odtial

2r = a)oTo. (79)

Ak zakomponujeme do predchadzajuceho vztahu zndmy vztah medzi peridodou
a frekvenciou a pouzitu substitticiu z rovnice (7.5), dostavame

o, :_Zr_”zz,zfo :\ﬁ, (7.10)
m
0

Veli¢ina wo definovana predchddzajicim vztahom sa nazyva uhlova frekvencia (tieZ
kruhova frekvencia) pohybu a jej jednotka v ststave SI je radian za sekundu, fyzikalny
rozmer je s . Jednoduchy kmitavy pohyb je periodicky, priamo¢iary a nerovnomerny.
Vyuzitim predchadzajaceho vzt'ahu mézeme vyjadrit’ periodu vlastnych kmitov netlmeného

harmonického oscilatora
T, :2_”:27,\@_ (7.11)
o, k

Frekvencia netlmenych kmitov fy predstavuje pocet kmitov za jednotku ¢asu

1_1 /k (7.12)

fo=—=—.|—.
1, 2z\m

Zaujimavostou je, Ze frekvencia kmitania nijako nezdvisi od toho, ako vel'mi sme pruzinu
natiahli, ¢ize od velkosti amplitidy kmitov. Ako mézeme zo vztahu (7.12) vidiet, zavisi len
od hmotnosti kmitajaceho telesa a konStanty — tuhosti pruziny. Nezavisi taktiez na velkosti
gravita¢ného zrychlenia.
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V literatare sa taktiez moézeme stretntit’ s rieSenim pohybovej rovnice (7.5) v tvare
X = Xm Sin (apt+¢), Go odpoveda rovnici (7.6), ibaZe hodnota fazovej konstanty je posunuta
0 /2, ¢o vyplyva z vlastnosti funkcie sinus a kosinus.

Pre vyjadrenie rychlosti kmitavého pohybu vyuZzijeme znalosti z kinematiky hmotného
bodu, kedy rychlost’ telesa pohybujiiceho sa po priamke je dand ako derivacia jeho polohy
podla ¢asu. Mozeme teda pisat’

dx

V=— =—X @ sin(at+¢)=x o cos(a)ot +qp+%j- (7.13)

dt

Podobne, ako bol parameter Xy, v rovnici (7.6) nazvany amplitidou, z predchadzajucej rovnice
vyplyva, zZe amplitida rychlosti je rovnd Vy = Xman. Zrychlenie kmitavého pohybu telesa
ur¢ime ako derivaciu rychlosti daného telesa podla ¢asu (pripadne druhu derivaciu vychylky
podrla Casu).

a= % = X, @F COS(@yt + @) = X, cos(apt + @+ ) = —af X

(7.14)

Kladna veli¢ina Xmap® predstavuje v tomto pripade amplitidu zrychlenia ay. Za povSimnutie
stoji, ze rychlost’ predbieha vychylku vo faze o 772 a zrychlenie predbieha vychylku vo faze
o uhol 7 (Obr. 7.2). Zo vztahu taktiez vyplyva, ze zrychlenie kmitavého pohybu je priamo
umerné okamzitej vychylke a v kazdom okamihu mé opa¢ny smer.

Z predchadzajiceho vztahu pre zrychlenie kmitavého pohybu a(t) = - wo(t) a substiticie
zavedenej v rovnici (7.4) dostavame

a(t) = _k x(t) , kde L w? . (7.15)
m m
Zo vztahu vyplyva, ze zrychlenie kmitajuceho telesa je imerné jeho vychylke a ma opacné
znamienko, priCom konS$tantou umernosti je druhd mocnina uhlovej frekvencie, ktora zas
zavisi len od vlastnosti samotného oscilatora, t.j. od jeho hmotnosti a tuhosti pruZiny (tieto
veliiny sa nazyvaju tiez aj parametre oscilatora). Najvacsia kladnd hodnota vychylky bude
odpovedat’ zapornému zrychleniu s najva¢sou velkost'ou a naopak. Ak bude vychylka nulova,
zrychlenie bude taktiez nulové, avSak velkost’ rychlosti kmitavého pohybu v danom okamihu
bude maximalna.
Casovy priebeh harmonického kmitania telesa je znazorneny na Obr. 7.2. Suradnicovu
sustavu sme pre lepSiu analyzu pootocili o 772, takze kladny smer osi X bude smerovat’ zvislo
nahor.

Uloha 7.1:

Popiste rovnicami kmitavy pohyb telesa (vit'ahy pre okamZitu vychylku, rychlost
a zrychlenie), urcte uhlovu frekvenciu a fazovu konstantu kmitavého pohybu.

(frekvencia snimok: 120 fps)

zdroj: kmity pruzina2.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kmity_pruzina2.avi
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Obr. 7.2 Analyza vlastnych kmitov harmonického pohybu pruzinového oscilatora

DetailnejSou analyzou ¢asovych zavislosti mozno usudit’ (Obr. 7.3, Obr. 7.4), ze kmitavy
pohyb mozno popisat’ rovnicami x(t) = 0,06738 cos(4,134t + 4,726) (okamzitd vychylku
oscilatora predstavuju Stvoréeky Cervenej farby) a vy = -4,134.0,06738 cos(4,134t + 4,726)
(okamzita rychlost’ je znazornena modrymi gul'6¢kami), z ¢oho vyplyva, ze amplitida kmitov
je Xm = 0,067m, uhlova frekvencia kmitavého pohybu je ap = 4,134rad.s™a fazova konstanta
kmitavého pohybu je ¢ = 4,726rad.

Aj Vv pripade tohto pohybu mozno v ktoromkol'vek okamihu uréit’ rychlost’” kmitavého
pohybu v ¢ase t ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode (Obr. 7.3 — v ¢ase t = 0,525
ma smernica doty¢nice hodnotu -0,144m.s™, ¢o odpoveda rychlosti pohybu v danom case
uréenej z tabul’ky: vy (0,517s) = -0,144m.s™) a okamzita vychylku v danom &asovom intervale
ako obsah plochy pod krivkou zavislosti rychlosti na ¢ase (Obr. 7.4 - obsah vyznacenej
plochy je 0,0295m, ¢o priblizne odpoveda zmene okamzitej vychylky vo vyznacenom
Casovom intervale At = t195 — t1gp = 1,625s — 1,517s = 0,108s: Ax = x195 — X182 =0,029m).
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Obr. 7.3 Analyza vychylky pruZinového oscilatora z rovnovaznej polohy
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Obr. 7.4 Analyza rychlosti pruzinového oscilatora z rbvnovéinej polohy

Ako netlmeny harmonicky pohyb si s dostato¢nou prednostou médzeme predstavit
pohyb hmotnej gule zavesenej na vlidkne zanedbatenej hmotnosti oproti guli po slabom
vychyleni z rovnovéaznej polohy (uvazujeme o vychylkach do 5° kedy sina ~ a). Takyto
oscilator v idedlnom pripade mézeme povazovat’ za matematické kyvadlo. Ak bude uhlova
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vychylka matematického kyvadla mald, mézeme ho povazovat za harmonicky oscilator,
podobny ststave pruZina-teleso. Ulohu tuhosti pruziny k tu bude zohravat' veli¢ina mg/L.
Pre periodu matematického kyvadla mézeme teda pouzit’ upraveny vztah (7.11), v ktorom
doba kmitu matematického kyvadla nezavisi na hmotnosti kyvadla

To=zn\/m=27z m_or | (7.16)
k mg/L g

Popiste rovnicami pohyb matematického kyvadla (vit’ahy pre uhlovu vychylku, uhlovi
rychlost’ a uhlové zrychlenie), urcte uhlovu frekvenciu a fazovu konStantu kmitavého
pohybu a 7 doby kmitu urcte hodnotu tiaZového zrychlenia Zeme!

(dl3ka meradla: 1 m, di¥ka zdvesu: 3 m)

zdroj: matematicke kyvadlo.avi

Uloha 7.2:

RieSenie:

Analyzou uhlovej vychylky € z rovnovaznej polohy (Obr. 7.5) (pripadne okamzitej
vychylky v smere 0si X) sa mozno dopracovat’ jednak k uhlovej frekvencii kyvadla a nasledne
Kk periode kmitov. Dany priebeh mézeme popisat’ rovnicou &t) = 0,111 cos (1,827t + 6,27)
(pripadne pre okamziti vychylku vo zvislom smere bude platit’ x(t) = 0,33 cos (1,827t +
6,27)), z Goho vyplyva, Ze uhlové frekvencia kmitavého pohybu je @y = 1,827radsa fazova
konstanta kmitavého pohybu je ¢ = 6,27rad. Z hodnoty uhlovej frekvencie kmitavého pohybu
kyvadla mézeme urcit’ periddu kmitavého pohybu, ktora je To = 3,44s. (Tt mdézeme odhadnit
aj z grafu Obr. 7.5, ked’ dokazeme odcitat’ ¢as desiatich kmitov.) Odtial’ uz nie je problémom
uréit’ zo vztahu (7.16) aj hodnotu tiazového zrychlenia Zeme, ktoré pri dizke daného kyvadla
L = 3m azuréenych parametrov vychadza g = 10,01m.s. (Pri analyze sme uvaZovali
0 vychylkach do 5°, pre velké vychylky je rieSenie daného problému zlozitejsie.)
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Obr. 7.5 Analyza uhlovej vychylky matematického kyvadla


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/06_matematicke_kyvadlo.avi
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7.1.2 Premeny energie v mechanickom oscilatore

Aby sme mechanicky oscilator uviedli do kmitavého pohybu, musime ho vychylit
z rovnovaznej polohy. Ak teleso uvolnime, nadobudnutd potencidlna energia natiahnutej
pruziny sa premeni na kineticki energiu kmitajiceho telesa. Po prechode rovnovaznou
polohou teleso zacne pruzinu stlaat’” (pripadne nat'ahovat’ v zavislosti od pociatoéného
vychylenia) a kinetickd energia pruziny sa meni na potencidlnu energiu stlacenej pruziny.
Ked oscilator dosiahne amplitidu vychylky je potencidlna energia pruznosti oscilatora
najvicsia. Potom sa oscilator vracia spat’ do rovnovaznej polohy, jeho okamzita vychylka sa
zmensuje, no na druhej strane sa zvacSuje rychlost’ zavazia a jeho kineticka energia Ei je
pri prechode rovnovaznou polohou najvdéSia arovna potencialnej energii pri najvacsej
vychylke z rovnovaznej polohy. Po prechode rovnovaznou polohou sa rychlost’ oscilatora
bude opét’ zmenSovat, pruzina oscildtora sa natahuje a zvicSuje sa jeho potenciilna energia.
Ked oscilator dosiahne amplitidu vychylky, bude rychlost zavazia, ateda aj kineticka
energia opdt’ nulova. Pri harmonickom pohybe sa periodicky premienia potencidlna energia
oscilatora na kineticktl a naopak. Celkova energia oscildtora je pritom konStantna a v kazdom
okamihu sa rovna st¢tu potencialnej a Kinetickej energie.

Ak budeme uvazovat o netlmenom harmonickom pohybe, celkovd mechanicka
energia v izolovanej sustave, v ktorej pdsobi iba konzervativna sila, je konStantna a je rovna
suctu kinetickej a potencialnej energie. V miestach s maximalnou vychylkou je rychlost’
oscilatora nulova (kinetické energia je taktiez nulova) a celkova mechanicka energia je rovna
potencidlnej energii, pre ktora plati:

0
E = By = [~ koxdx =kt (7.17)

'm

Rovnaku hodnotu celkovej energie dostaneme, ked’ budeme analyzovat’ kineticka energiu,
ktora dosahuje maximalne hodnoty pri prechode oscilatora rovnovaznou polohou, pricom
potencialna energia je nulova. Po dosadeni maximalnej hodnoty rychlosti zo vztahu (7.13)
do vztahu pre kineticku energiu dostaneme

E=E :%mv2 = %ma)gxz = lkx2 ) (718)

k max

Pre okamzité hodnoty kinetickej a potencialnej energie plati

= :%mv2 :%ma’gxi sin?(apt + ). (7.19)
Ep = %kx2 = %eri Cosz(a)ot + {D) = % ma)gxri COSZ(COOt n ¢) (720)

MozZno sa presvedcit, Ze sucet okamzitych hodndt kinetickej a potencidlnej energie
harmonického oscilatora nezavisi na Case:

w =E +E_ = %mngri (Sinz(a)ot+¢)+ cos? (m,t +go)): %mngni =%kx2 (7.21)

p m

E
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pricom sme vyuzili, ze pre kazdy uhol « plati
cos?a +sin‘a = 1. (7.22)
Ako z predchadzajuceho vztahu vyplyva, celkovd mechanickd energia netlmeného

harmonického oscilatora je konstantnd a priamo umerna tuhosti pruziny a stvorcu amplitudy
kmitov.

Uloha 7.3:

Analyzujte kmitavy pohyb z hladiska energii (kinetickd, potencidlna, celkova).
(1 dielik je 1cm, frekvencia snimok: 120 fps)
zdroj: kmity pruzina2.avi

Riesenie:
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Obr. 7.6 Analyza ¢asového vyvoja energii kyifadla

Ako mozno z predchadzajuceho Obr. 7.6 vidiet, pri kmitavom pohybe pruzinového
oscilatora dochéadza k periodickym zmenam kinetickej energie Ex na potencialnu Ep, pricom
v kazdom okamihu plati, Ze ich sufet Enech je konsStantny (odpor prostredia zanedbavame,
mensie fluktudcie vznikaju pri vypocte rychlosti kyvadla, ¢o sa prejavi aj pri vypocitanej
Kinetickej energii).

Uloha 7.4:

Urcte tuhost’ pruziny. Hmotnost’ pera je 6 gramov.
(1 dielik =1 cm, 120 fps). zdroj: tuhost pruziny.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/kmity_pruzina2.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/18_tuhost_pruziny.avi
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RieSenie:
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Obr. 7.7 Analyza pohybu pera

Ak vyuzijeme znalost' vztahu (7.18) a (2.26), dame ich do rovnosti a pomocou analyzy
Vv Trackeri ur¢ime maximalne stlacenie pruziny X, a vysku h, do ktorej vyleti pero, vieme sa
dopracovat’ k tuhosti pruziny, ktora v tomto pripade vychadza k = 311 N/m.

7.2 Tlmeny harmonicky oscildtor a tlmené kmitanie

Predchadzajuce uvahy boli robené za predpokladu, ze v priebehu harmonického
kmitania neposobia na oscilator ziadne iné vplyvy. Za daného idedlneho predpokladu by sa
amplitida vychylky nemenila a oscilator by kmital neobmedzene dlho. V skuto¢nosti v§ak na
oscilator pdsobia sily, ktoré su pri¢inou premeny mechanickej energie na ini formu energie,
zvicsa na jeho vnutornu energiu. To sa prejavi postupnym zmenSovanim amplitidy vychylky,
az postupne kmitanie zanikne. Tomuto procesu hovorime tlmené kmitanie.

Pri¢inou tlmeného kmitania oscilatora je najCastejSie trecia sila, ktord vznika
vzajomnym posobenim oscilatora a prostredia, v ktorom sa oscilator pohybuje. Ak je tlmenie
oscilatora prili§ vel'ké, kmitanie nenastane a oscilator sa po vychyleni vrati do rovnovaznej
polohy (aperiodicky pohyb).

V praxi, ked’ sa vyzaduje malé tlmenia, pri¢iny tlmenia sa obmedzuju, a naopak, tam,
kde je kmitanie neziaduce, tlmenie sa umelo zvac¢Suje (napr. timice perovania v automobiloch,
tlmenie pohybu ra¢ok meracich pristrojov a pod.).

Vlastné kmitanie oscilatora je vzdy tlmené. Casovy priebeh tlmenia zavisi jednak od
vlastnosti oscilatora, ale aj od prostredia, v ktorom sa kmitanie uskutociiuje. Tlmenie
ovplyviiuje amplitidu vychylky aj periodu kmitania. Tlmeny oscildtor md vacsiu periddu
kmitania ako rovnaky oscilator bez tlmenia.

Experimentalne moéZeme tlmeny kmitavy pohyb realizovat napriklad ponorenim
kmitajucej ststavy — harmonického oscilatora do viskoznej kvapaliny (pripadne nechat
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oscilator kmitat’ dostato¢ne dlho na vzduchu). Predpokladajme pri danom pohybe, ze odpor
prostredia je priamo umerny rychlosti Foqp= — kv, kde k" > 0. Sila odporu prostredia bude
smerovat’ proti smeru rychlosti, ¢o vyjadruje znamienko minus v pohybovej rovnici

2
L (7.23)
dt dt

Ak pouzijeme substitticiu (vzt'ah (7.10))

Y hak_:%, (7.24)
 \m m
pohybova rovnica prejde na tvar
d’x ., dx (7.25)

W+2ba+a)02X:O.

!

k - : :
Konstantu b= om charakterizuje vplyv trenia a nazyva sa koeficient utlmu, oy je vlastna
m

uhlova frekvencia, t.j. uhlovd frekvencia netlmeného harmonického oscildtora. VSeobecné
rieSenie predchadzajucej pohybovej rovnice ma tvar

X = X, ' cos(at + ¢)- (7.26)

Uhlova frekvencia @ je mensSia, ako uhlova frekvencia pri netlmenom kmitani ax tej istej
sustavy a meni sa aj amplituda, ktord s ¢asom exponencialne klesa:

= x,e . (7.27)
Priebeh kmitania a zmeny amplitiidy je znazorneny na obrazku.
'y
zim| z(t) = zge™ cos (wt+a)
=(t)
=2(t+T)

-
0
tis

¥
Obr. 7.8 Tlmené harmonické kmity

Prisne vzaté nemozeme tlmeny kmitavy pohyb pokladat’ za periodicky pohyb, pretoze
kmitajuci bod nedosiahne svoju povodnu vychylku. Pohyb je kvaziperiodicky a o periode T
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moézeme hovorit’ iba ako o ¢asovom intervale, za ktory hmotny bod prechadza rovnovaznou
polohou.
Pre peridodu tlmenych kmitov plati

ToZ__2m (7.28)

o Jol-b*

pricom T >Ty, kde To predstavuje periddu vlastnych kmitov. Ak je tlmenie malé, peridda
kmitavého pohybu sa takmer rovna peridde netlmenych kmitov a predchédzajuci vzt'ah sa
zmeni na vztah (7.11). Pri zvd¢Sovani tlmenia bude aj periéda tlmenych kmitov narastat’.
Pre mechanicku energiu tlmeného oscilatora bude platit, ze sa s ¢asom zmensSuje. Pre slabé
tlmenie moézeme amplitdidu Xy Vrovnici (7.21) nahradit vyrazom (7.26) aziskame tak
zavislost’

E(t)~ %kXS exp(— 2bt). (7.29)

Podiel amplitidy dvoch po sebe nasledujucich maximalnych vychyliek na tu istd stranu
nazyvame #tlm a oznacujeme A, pricom plati

Lo ) oxe™ (7.30)

X, (t+T)  x,e ™)

Prirodzeny logaritmus utlmu je logaritmicky dekrement utlmu & a vyuzijuc predchadzajiucu
rovnicu mdzeme pisat’

S=InA=bT. (7.31)

Cim bude vicsi je logaritmicky koeficient utlmu, tym je potrebny mensi podet kmitov
na urcité znizenie amplitudy.

Uloha 7.5:

Analyzujte tlmeny kmitavy pohyb (ndjdite vztahy pre okamiZitii vychylku, rychlost’
a grychlenie, urcte uhlovu frekvenciu a fazovu konstantu kmitavého pohybu).

(di¥ka meradla: 0,1 m, frekvencia snimok: 120 ps)).

zdroj: timene _kmity2.avi

Riesenie:

Na nasledujucom Obr. 7.9 je prevedena analyza timenych harmonickych kmitov pruzinového
oscilatora — zévazia z predchadzajucej ulohy (Uloha 7.3) zaveseného na pruzine a ponoreného
do kvapaliny. Ako aj v predchadzajucom pripade netlmeného pruzinového oscilatora, aj
V tomto pripade si mézeme vSimnut fazovy posun medzi okamzitou vychylkou, rychlost'ou
a zrychlenim kyvadla v danom case.


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/tlmene_kmity2.avi
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Obr. 7.9 Analyza timenych kmitov harmonického pohybu kyvadla
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Obr. 7.10 Analyza okamzitej vychylky timenych harmonickych kmitov kyvadla
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Obr. 7.11 Analyza okamzitej rychlosti timenych harmonickych kmitov kyvadla

Analyzou ¢asovych zavislosti mozno usudit’ (Obr. 7.10, Obr. 7.11), Ze sa jedna o tlmeny
harmonicky pohyb, kedze amplitida okamzitej vychylky a rychlosti sa s asom znizuje.
Okamziti vychylku tlmeného kmitavého pohybu mozno popisat’ rovnicou V tvare:
X(t) = 0,02695 exp (-0,07295t)cos(4,051t + 3,258). Smernica doty¢nice ku grafu okamzitej
vychylky ma v ¢ase t = 0,55s hodnotu 0,0721m.s™, o odpoved4 okamZitej rychlosti v smere
osi x urdenej z tabul’ky: v(t =0,55s) =0,072m.s". Analyza rychlosti tlmeného harmonického
oscilatora je v tomto pripade trochu zlozitejsia, nakol'’ko rychlost’ timeného kmitavého pohybu
dostaneme, ked’ zderivujeme vychylku kyvadla podl'a ¢asu, ktora v tomto pripade predstavuje
zloZzenl funkciu (exp().cos()). TakZze danti matematicku funkciu musime derivovat’ ako stcin.
(Samotnt derivaciu ponechavame na Citatelovi.) Po zderivovani vychylky tlmeného
harmonického pohybu kyvadla v smere osi x (x(t)) dostavame rovnicu v tvare:

v(t) = 0,02701 . (-0,07356) . exp(-0,07356t) . cos(4,045t+3,292) —

0,02701 . 4,045 . exp(-0,07356t) . sin(4,045t+3,292).

(Vyjadrenie zrychlenia ponechavame na samotnom Citatelovi, nakolko sa jedna
0 dvojnéasobnu derivaciu sucinu.)

Zo ziskanych vztahov pre vychylku arychlost kmitavého pohybu vyplyva,
7e amplitada kmitov je Xn = 0,027m, uhlové frekvencia kmitavého pohybu je @ = 4,05rad.s™
(mensia, ako v pripade netlmeného pohybu), koeficient utlmu b= 0,07295 (0,07356)s™
a fazova konstanta kmitavého pohybu je ¢ ~ 3,26(3,29)rad.

Aj pri tomto pohybe je mozné v ktoromkol'vek okamihu uré¢it okamzita vychylku
v danom ¢asovom intervale ako obsah plochy pod krivkou zavislosti rychlosti na ¢ase (Obr.
7.11) - obsah vyznacenej plochy je 0,0221m, ¢o odpoveda zmene okamzitej vychylky vo
vyzna¢enom ¢asovom intervale At = t3p — tis = 0,755 — 0,375s = 0,375S: Ax = x30 — X15 =
=0,022m — Om =0,022m).

Vplyvom trenia pri kmitavom pohybe vo vode bude dochadzat’ k stratam mechanicke;j
energie, ktord sa meni na energiu tepelnu a pohyb bude postupne zanikat. Ak chceme
v kmitajicej ststave pohyb udrzat, musime sustave vhodnym spdsobom dodavat’ energiu.
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Za istych podmienok je mozné dosiahnut, aby vychylky oscilatora boli vacsie, ako samotna
pociato¢nd amplitida kmitavého pohybu.

7.3 Vynuteny kmitavy pohyb

V kazdom kmitajicom systéme pdsobia urcité trecie sily, pricom volné kmity
vyvolané v takomto systéme buda vzdy tlmené. Aby sme v systéme dosiahli netimené kmity,
je potrebné kompenzovat’ energetické straty vyvolané trenim pomocou vonkajsieho zdroja.
Pod vynutenym kmitavym pohybom budeme rozumiet’ taky pohyb, ktory nastane, ked
na kmitajucu sustavu bude okrem sily vel'kosti kx a odporovej sily prostredia bv pdsobit’ aj
periodicka sila. M6Zeme si predstavit’ napriklad diet'a na hojdacke, ktoré sa snazi hojdat’ jeho
rodi¢ stojaci pred(za) nim periodickym dodévanim energie. Ak by rodi¢ postrkaval hojdacku
s frekvenciou rovnou vlastnej frekvencii hojdacky, dosiahol by tak velké amplitady vychylky
aj rychlosti. Ako mozno zo skusenosti vieme, je mozné naucit’ sa takto rozhojdat’ hojdacku
metédou pokus-omyl. Ak by sme ju rozhojdavali sinou frekvenciou, bud’ vysSou alebo
nizSou, amplitady vychylky a rychlosti by boli malé. Ak by hojdacku nerozhojdaval rodic,
ale dieta by sa hojdalo samé, pricom by sa udrziavalo stale kmitanie pravidelne sa meniacim
vnitornym parametrom — napr. kyvanim noéh, vtedy hovorime o tzv. parametrickej
rezonancii. Rezonan¢na frekvencia takéhoto mechanizmu hojdania sa je dvojnasobna oproti
vlastnej frekvencii hojdacky. Daldou zvla§tnostou parametrickej rezonancie oproti vyniitenym
kmitom je to, Ze lou mozno zosilnit’ uz existujice kmity, ale nemozno sa fiou rozhojdat’
Z tplného pokoja.

Uvazujme teraz o tom, ze Casova zavislost’ vynucujicej sily ma tvar Fy, = Fq cos(£2t),
kde Fo je amplitada pdsobiacej sily a £2 je jej kruhova frekvencia. Pod vplyvom takejto sily
vzniknu v systéme kmity, ktoré nazyvame vynitené. Vyslednicu sil pdsobiacich na teleso
hmotnosti m mézeme zapisat’ v tvare

F :—kx—k’%+ F, cosQt . (7.32)
dt
Pohybova rovnica mé pre vynateny kmitavy pohyb tvar
d Z(— —kx— k'd + F,cosQt, (7.33)
d dt
¢o mozeme s vyuZzitim substiticie prepisat’ do tvaru
d’x dx (7.34)

F+2ba+a)§x: f,cosQt

kde fo = Fo/m a b a ap maju ten isty vyznam, ako pri tlmenom kmitavom pohybe.
Od predchadzajucich pohybovych rovnic sa tato rovnica lisi tym, Ze jej prava strana sa
nerovna nule a vV matematike ju pozname pod pojmom diferencidlna rovnica druhého radu
s konstantnymi koeficientami a pravou stranou. VSeobecné riesenie danej pohybovej rovnice
ma tvar

X = %, " cos(at + @)+ Bcos(Qt + ax)- (7.35)
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Z rovnice vyplyva, Ze ak vonkajSia periodicka sila bude pdsobit’ na teleso dostatocne
dlhy cas, ststava bude konat’ len vynttené harmonické kmity s amplitidou B a frekvenciou
rovnajucou sa frekvencii vynucujucej sily, pricom faza vynutenych kmitov bude posunuta
o uhol a vzhladom na vonkajSiu posobiacu silu, kedze prvy ¢len rovnice exponencialne
zanika. V ustalenom stave je rieSenie kmitajuceho systému s vonkajSou silou Fy, = Fy cos(¢2t)
dané vzt'ahom

x = Bcos(Qt + ) (7.36)

Pre amplitudu vynutenych kmitov plati

F

B = .
my(0? - +4b20?

(7.37)

Ako z predchadzajiiceho vztahu vyplyva, amplitida vynatenych kmitov bude zavisiet
od amplitady vynucujacej sily Fo, ale aj od vztahu medzi vlastnou frekvenciou kmitajuceho
systému wo a vynucujucou frekvenciou Q. Najvicsia hodnota amplitaidy B sa dosiahne,
ked’ sa obe frekvencie buda rovnat, tj. wo = Q. Dany jav sa nazyva rezonancia. Kmity
s maximalnou amplitidou sa nazyvaju rezonancéné kmity a frekvencia pri ktorej dochadza
Kk takymto kmitom sa nazyva rezonancnd frekvencia amplitiidy. Rezonan¢nu frekvenciu je
mozné urit’ z podmienky extrému funkcie B(£2). Ako si mézeme vSimnut, rezonanéna
frekvencia nezavisi na velkosti tlmenia. Maximalna hodnota amplitidy B je dosahovand
vzt'ahom

B o (7.38)
2mbQ

Vsetky mechanické ststavy vykazuju jednu alebo viacero vlastnych frekvencii.
Ked’na ne bude pdsobit’ velka vonkajsia sila s frekvenciou blizkou jednej z vlastnych
frekvencii ststavy, moéZu vznikajice vynatené kmity spdsobit mechanické poruSenie.
Mechanické rezonancie mézu mat’ velké negativne ucinky. Uz pdsobenim malej sily moze
dojst’ k velkym amplitidam kmitov, pricom sa médze porusit’ pevnost materidlov, mostov,
¢o mbze spdsobit’ ich deStrukciu (Obr. 7.12). Preto musia aj letecky konsStruktéri zaistit),
aby sa vlastna frekvencia kridel liSila od frekvencie piestov pri ota¢kach motora behom letu.

Obr. 7.12 Most Tacoma Narrows Bridge v kratkych okamihoch za sebou po¢as fiikania
vetra a silného kritenia mosta
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V roku 1940 postavili v staite Washington visuty most cez Tacomsku uzinu,
ktory otvorili 1. 7. Vietor, ktory sa opieral do mosta, spdsoboval nekontrolovate'né vinenie
vozovky. 7.11. dosiahla sila vetra rychlost 70 km/hod ato spdsobilo také silné kratenie
mosta, Ze to most nevydrzal a zrutil sa do rieky.

7.4 Skladanie kmitov

Kmitavy pohyb méze byt niekedy vytvoreny zlozenim réznych pohybov v réznych
smeroch. V zavere tejto Casti si popiSeme, ¢o vznikne zloZenim dvoch kmitov rovnakej
amplitady ale r6znej (pritom blizkej) frekvencie. Pre jednoduchost’ budeme uvazovat’ kmitavé
pohyby s rovnakymi amplitidami Xga fazovymi konStantami pohybu ¢, pricom uhlova
frekvencia prvého kmitania je @ adruhého @,. Potom pre okamzit¢ vychylky
Z rovnovaznych poloh pohybov plati:

X, = X, Cos(ayt + @), (7.39)
X, = X, C0s(@,t + ). (7.40)

Vyuzitim vlastnosti goniometrickych funkcii pre vychylku vysledného pohybu X
zlozeného z dvoch kmitavych pohybov X; a X2 (x = x, + x,) dostaneme:

X = X, Cos(@yt + )+ X, cos(@,t + @) = 2%, cos(w1 ;a)z tjcos[%t + gpj , (7.41)

pricom sme vyuzili znamy vzt'ah z trigonometrie
cos(a)+cos(B) =2 cos(#j cos(#j . (7.42)

Prva cast’ vysledného vztahu (7.41) sa meni ovela pomalSie a charakterizuje amplitadu
pohybu a druhd cCast’ predstavuje fazu pohybu. Vysledny pohyb moéZzeme preto chapat ako

@, + @

kmitanie s uhlovou frekvenciou ( ja pomaly sa meniacou amplitidou. Vysledny

priebeh kmitania je znazorneny na Obr. 7.13. Vysledna amplitida kmitavého pohybu je
kladné Cislo, takze mdzeme pre u pisat’

Alt)=

2X, cos( G ; @2 ]‘ _ (7.43)

Uhlova frekvencia vysledného pohybu bude mat’ tvar

2z, 27
oo, T T, all+T,) (7.44)

2 2 T,T,
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Obr. 7.13 Vznik razov
Pre periodu vysledného pohybu mdzeme teda pisat’
2 2 Az 2T.T
T = — = = = 12 . (745)
o o+, o+, T+T,

2

Amplitada vysledného pohybu (7.43) sa s ¢asom meni periodicky a pre periddu jej zmeny
plati:

27 _ 4
|a)1—a)2| |a)1_w2|.

2

T, =

(7.46)

Ked'Ze za jednu peridodu zmeny amplitidy vznikna dve zosilnenia a dve zoslabenia, t.j. rdzy,
pre periddu razov plati:

T—i_z_”_T_A_ 2r 2w 1 1 T,
"t o 2 o-o] 2(f-f)) [f-f] [1 1] T-T] @47
Tl TZ
Pre vyslednu frekvenciu razov moZeme teda pisat’:
f=|f,— ). (7.48)

Uloha 7.6:

Analyzujte pohyb spriahnutych kyvadiel, urcte frekvenciu razov!
(dlZka meradla: 0,5 m; 1m, frekvencia snimkov = 30 fps)
zdroj: spriahnute kyvadla.avi, spriahnute _kyvadla 2.avi



http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/09_spriahnute_kyvadla.avi
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/33_spriahnute_kyvadla.avi
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RieSenie:

Nasledujtci Obr. 7.14 znazoriiuje analyzu spriahnutych kyvadiel v programe Tracker.
Na zaklade vyssie uvedenych vztahov je mozné urcit periddu razov a néasledne hladanu
frekvenciu. (Ponechavame na samotnom ¢itatel'ovi.)
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Obr. 7.14 Analyza kmitov spriahnutych kyvadiel
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8. Modelovanie realnych dejov v programe Tracker

Program Tracker umoziuje taktiez modelovat’ dany dej vyuzitim analytického modelu
(ur¢enie rovnic pre X(t) ay(t)) alebo dynamického (rovnice Fy, Fy). Po kliknuti na polozku
Vytvorit' sa nam otvori okno, kde moézeme vybrat Analyticky Casticovy model, pripadne
Dynamicky ¢asticovy model. To je pre Studentov prilezitost’ overit’ si, do akej miery je ich
predstava o prebiehajaicom deji odpovedajuca skutoCnosti. Tymto spdsobom mozno
korigovat’ mylné predstavy o tom, Ze lopta sa v Smere x-ovej osi pohybuje preto, lebo na fiu
poOsobi konstantna sila. Ako mozno vidiet' z dynamického modelu deja po kopnuti do lopty
(Obr. 8.1), uvazovali sme o nulovej sile v smere osi x (ak samozrejme zanedbavame vplyv
odporu prostredia a zlozku tiazovej sily smere osi X v takto zvolenej sustave, ktora ma predsa
len nejaktl hodnotu (po prepocte vel'kost’ danej hodnoty vychadza Fy = 0,020 N)).

( st | # Model Builder ¥ 5%
Kontrola sto... | - -
e Model:; A model o Spustit‘|1 ZBSH‘ Ukon(':it’{1 261H
| A model © lopta |
_—— Parameters
I Add H Copy H Cut H Paste ‘
[ Name Expression
Im 0,421
lg 9.81
[uhol 15,9°pil180
[
Initial Values
Name Expression
t 8,325E-3
X 0,003
y 0,0
VX 23,26
vy 1,0
Funkcie sily
[Lpse] [Lcom. ][ oot |[Lpase.]
Name Expression
x 0.0
fy -m*g*cos(uhol)

1
Obr. 8.1 Dynamické modelovanie deja (A - model, O — realny dej)

Pri tvorbe dynamického modelu (Obr. 8.1) je nutné na zaciatku zadat’ konStanty
a parametre (m, g a pod.) a pociatocné hodnoty pre polohu a rychlost’ v smere 0si X, y. v tomto
pripade st dané hodnoty taktiez individudlne a zavisia od pociatoéného navolenia
suradnicovej sustavy. Pokial model odpoveda jednotlivym poloham hmotného bodu
Vv Casovych intervaloch, je dost’ velkd pravdepodobnost’, ze dand funkcia spravne popisuje
dany dej. Odporucame vsak vykonat’ rozmerova analyzu, aby dané rovnice mali rozmer sily.
(Teoreticky je mozné aj nespravnou rovnicou vizudlne spravne popisat’ dany dej.)
¥ A analyticky_model m[4.210E-1 |

| #* Model Builder
|

7 N ‘ " / ) i e -' = =
= ? . Jid | Model:| A anaiyticky_model |~ | spustit|259 UKonéit'348E, ‘

‘ o futbalova_lopta A analyticky_model ‘ 4/| Parameters I

‘L[

| Add H Copy H Cut H Paste ]
] Name Expression
4l im 0,421
All s -9.81
 Ele 22,0
& | wo 7.6
Initial Values
( Name [ Expression ]
At l0,001 |I
3 4l| Funkcie polohy
| Add H Copy H Cut H Paste ]
a E Name Expression
e ===t - =2 E || HES vx0*t
— = Ay W0 t+1/2* g2

Obr. 8.2 Analytické modelovanie dejﬁ (A - model, O — realny dej)



124 Modelovanie redalnych dejov

Zmenou parametrov mozno sledovat, ako sa meni modelovany dej oproti redlnemu,
pripadne, ¢o by sa dialo, ak by sa zmenila posobiaca sila, ¢i by priebeh deja ovplyvnilo
zaratanie odporu vzduchu.

Na Obr. 8.2 je prezentovany vytvoreny analyticky model (pomocou rovnic pre
vychylku v smere 0si X a y) inej situacie a jeho porovnanie s realnou situaciou pri odkope
futbalovej lopty. TaktieZ je potrebné v ivode zadat' parametre (aich hodnoty), ktoré sa
vyskytna pri popise polohy v smere osi x ay. Tiez aj v tomto pripade odporac¢ame vykonat’
rozmerovh analyzu. Z navrhovaného analytického modelu vyplyva, Ze v smere osi X kona
lopta pohyb rovnomerny (ak zanedbavame vplyv odporu prostredia, v ktorom sa teleso
pohybuje) s pociato¢nou rychlostou Vyg = 22 m/s a v smere 0si y je dany pohyb modelovany
ako rovnomerne spomaleny s pociato¢nou rychlostou vy = 7,6 m/s. Ak teraz hladame
odpoved’ na otazku, aka pociato¢nt rychlost’ mala lopta v ¢ase kopu, je este potrebné vyuzit
poznatky z vektorového poctu a urcit’ vel'kost’ rychlosti lopty po odkope. Po kratkom vypocte
by sme sa dopracovali k hodnote v = 23,28 m/s, ¢o je podobné, ako pri videu na Obr. 8.1
(v = 23,28 m/s).

V predchadzajucich pripadoch bolo mozné odpor vzduchu zanedbat’. AvSak niekedy
sa stretneme s pripadmi, kedy to mozné nie je. V redlnom pripade musime uvazovat aj
0 odpore vzduchu, ktory je spdsobeny virovym obtekanim vzduchu okolo lopty, aj ked’ to nie
su vel'ké rychlosti. Velkost odporove;j sily je dand vztahom:

FO=%CSpV2 (8.1)

kde S je Celny prierez telesa (vzhl'adom k smeru jeho rychlosti), o je hustota prostredia, v je
rychlost’ a C je tzv. koeficient aerodynamického odporu. Obtekanie telesa pri turbulentnom
pradeni je velmi komplikovany problém, hodnotu koeficientu odporu C je preto potrebné
urcovat’ experimentalne v tzv. veternom tuneli.

Cd=1,1 S Cd=0,34

Cd=14 /4-\‘\\ (Tri:C-.OS‘

Cc=045

Obr. 8.3 Velkost’ koeficientu odporu pre rozne tvary telies
[http://cs.autolexicon.net/articles/aerodynamika/]



http://cs.autolexicon.net/articles/aerodynamika/
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Na nasledujicom obrazku Obr. 8.4 je znazornend analyza pohybu dvoch volne
pustenych gul’6¢ok a porovnanie smodelmi — viskdznym a odporovym, prvy savisi
so Stokesovou silou (6.28) a druhy s odporovou silou (8.1), ktora sa vyuziva aj pri pohybe
telies vysokymi rychlost’ami.

Tak, ako aj v predchadzajucich pripadoch, je potrebné v dynamickom modeli
nadefinovat’ parametre — hmotnost’ gul'ocky, tiazové zrychlenie, polomer/priemer gul'dcky,
koeficient dynamickej viskozity vzduchu, hustotu vzduchu, koeficient odporu a pod., zadat’
pociatocné hodnoty polohy a rychlosti v jednotlivych smeroch (zavisia na pociatocnej vol'be
vzt'aznej sustavy) a nakoniec vztahy pre posobiace sily v jednotlivych smeroch.

#+ Model Builder: Dynamic Particle (... ﬂrscous m| 2,500E-3 [ 3+ Model Builder: Dynamic Particle (Car.. S |
MO“E‘: Start| 47 L Model:| ©® model_drag 1' Start 475’
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Add || Copy || cCut | = Add ‘ \
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n 17.6E-6 C 0.4
b 67pi*n*r o 1,276
r 0,02 d 0.04
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Initial Values X 05°C oA
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y 0,0 Name Expression
VX -0,15 I it 0,001
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Force Functions VX 0.0
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Name Expression || Force Functions
fx 0,0 7 - 1 T
Ty ooy l Add ‘ Cop Cut Paste
Double-click to edit a cell, or click Add to ‘[f AT o e SIon
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Obr. 8.4 Analyza a modelovanie pohybu pre v’y pad dvoch guPlacok
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Obr. 8.5 Analyza a modelovanie pohybu odrazajticej sa gulocky
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Obr. 8.6 Dynamicky model pre odrazajicu sa guP6¢ku

Na Obr. 85 a Obr. 8.6 je znazornené modelovanie apopis samotného modelu
charakterizujiiceho odrazy gul6¢ky. Na to, aby sme vytvorili model, ktory v dostatocnej
miere bude popisovat’ skutony priebeh deja, je potrebné spravne analyzovat’ dej — 0 aky
pohyb sa jedna a zakomponovat’ podmienku (if) ktora hovori, Ze pri istej fyzikalnej veli¢ine
nastane zmena — konkrétne vtomto pripade (zdvisi na volbe stradnicovej sustavy) —
ak lopticka dosiahne vychylku mensiu ako 0,01 m, nech p6sobi navyse na lopticku v opaénom
smere sila Fo, inak nulova sila. Kedze sa pri odrazoch lopticky cast’ energie nevratne
premieiia na iné formy energie, je aj to potrebné zakomponovat’ do charakteristiky sily Fo,
ktora sa po kazdom odraze zmensi. Pokial je rychlost’ lopticky zaporna (lopticka padd), nech
ma sila Fo poc¢iato¢nt hodnotu F (vieme urcit’ zo zmeny hybnosti v ¢ase), no pri odraze nech
sa tato sila zmeni 0 isti hodnotu stvisiacu so stratami energie a timenim (koeficient ko).

Na nasledujucich Obr. 8.7 a Obr. 8.8 je znazornena analyza a modelovanie pohybu
vozika po naklonenej rovine po niekol’kondsobnych odrazoch. Porovnanie pohybu vozika —
realneho deja (Cervend farba) a modelovaného deja (modra farba) naznacuje, do akej miery sa
podarilo stotoznit namodelovany dej s redlnym dejom. V tomto pripade je do pohybu
zakomponovany aj odpor prostredia pri pohybe vozika (odporova sila f;), ktora sa meni
Vv zavislosti na smere pohybu vozika. Pri naraze vozika na pruzinu posobi sila pruznosti,
ktora zavisi do velkosti stlacenia danej pruziny.

Obr. 8.9 a Obr. 8.10 znazoriuju analyzu a modelovanie tlmeného kmitavého pohybu
prostrednictvom analytického a dynamického modelu.



Modelovanie redalnych dejov

127

=

H & = =

W L ¥ vytvorit B B | 100% |
¥ @ model A m

012

8 ¢

vyuZivana pamét: 69MB o 247MB

‘
}= graf | © vozik - a

vozik (t, X)

t=7.19 %=0,08 t

-

}= graf | @ modelA |w a

[model A wybrany (zamknuté)

a 1 =

model A (t, x)

0,30
0,25
0,20 -
0151
010 -
0 1 222 3 4 5L B 7

t=7,19 %=0,07 !

0,05

Obr. 8.7 Analyza pohybu a odrazov vozika
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Spustit’ 125 Ukoncit'|1 610 Launcher| {none) |v|
Ho-del:‘ ® model A |v|
Parameters =

‘ Add H Copy H Cut H Paste |
MName Expression
m 0,234
a 9,81
alfa 5. 5%piMa0
xp 0,07
K 60,0
mi 0,018
Fn m*g*cos(alfa)
Initial Values
Mame Expression
t 0,000 =
% 0,33
¥ 0,04
Wi 0
vy 0
Funkcie sily
‘ Add H Copy H Cut H Paste |
MName Expression
x -m*gTsin(alfa)+ifix=xp, k*(0.09-x),0)+t
fy [
ft iffve=0 mi*Fn, -mi*Fn)

Obr. 8.8 Dynamicky model pohybu a odrazov vozika
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Obr 8. 9 Analyza tlmeneho kmltaveho pohybu
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| Add | | Copy | | Cut | | Paste | | Add | | Copy | | Cut | | Paste |
Mame Expression Name Expression
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Obr. 8.10 Analyticky a dynamicky model timeného kmitavého pohybu

Vizudlne porovnanie modelu s redlnym dejom nam ukdze, do akej miery sme sa
dokazali priblizit' skutoCnosti. Je vSak treba pamitat’ aj na to, ze matematickymi vztahmi
dokazeme popisat’ ¢okol'vek, o vSak nemusi mat’ spravnu fyzikélnu interpretaciu. Preto je
potrebné naucit’ sa spravne charakterizovat’ elementarne fyzikalne deje a vediet ich aj exaktne
matematicky popisat’.



Modelovanie redalnych dejov 129

Dalsou z uzitoénych vlastnosti programu Tracker je za pomoci zmeny parametrov
vystupujlcich v modeli skiimanie vlastnosti ststavy, t.j. ¢o by sa zmenilo, keby sa zmenili
parametre systému. Napriklad pri zvislom vrhu nahor (Obr. 4.5), zmenilo by sa nieco, keby
vzduchom letela lopta hmotnosti nie 290 gramov ale 20 kilogramov? Pripadne, ¢o by sa
zmenilo, ak by sme danu loptu vyhadzovali tou istou pociato¢nou rychlost'ou na Mesiaci?

E H| % B w- L | ¥vtvorit =2 8 | Qoss | oy | ™ o A A | A A a ¢
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Obr. 8.11 Analyza a modelovanie zvislého vrhu nahor

@ Meodel Builder: Kinematic Particle u @ Model Builder: Dynamic Particle (Cartesian) | £ |
Spust'rl'| Bizl‘ Ukont":'rl'|125 = Launcher| | | Spust'n'| BH‘ Ukom":it'|‘125 = Launcller| (none) |V|
Mo-del:| @ model_20 |V| Model:| & Mesiac |V|
Parameters Parameters

| Add || Copy || Cut || Paste | | Add || Copy || Cut || Paste |
MName Expression Mame Expression
m 20 m 0,290
vl 6,55 gm 1,62
a 9,81
Initial Values
. Name Expression
Initial Values t 0.000
Name | Expression X 0
t |0,000 ¥ 0
Vi 0
vy 6,55
Funkcie polohy
Funkcie sily
[aaa_|[ coms |[ cut |[ Paste |
- | Add | | Copy | | Cut | | Paste |
Name Expression
X 0 Mame Expression
y vO*-1/2F R 2 1i3 0
fy -m*gm
Double-click cell to edit. See Help for valid expressions. Double-click to edit a cell, or click Add to define a new parameter or
function.
| Pomoc| | | Undo | | Redo | | Font Size | | Zatvorit' | | Pomoc | | Undo | | Redo | | Font Size | | Zatvorit' |

Obr. 8.12 Analyticky a dynamicky model pr}f vrh 20 kg lopty na Zemi a 290g na Mesiaci
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Nasledujuci obrazok (Obr. 8.11) znazoriiuje analyzu pohybu vyhodenej lopty (modra gul'a)
a porovnanie so situaciou, keby rovnakou pociato¢nou rychlost’ou letela 20 kilogramova gula
na Zemi (Cervena gula) arovnako tazka gula na Mesiaci (zelend gula). Ako si mozno
z ¢asovych zavislosti rychlosti Vo zvislom smere vSimnut, hmotnost’ lopty neovplyvni jej
pohyb na Zemi pri rovnakej pociatocnej rychlosti. Ak by sme vSak loptu rovnakou
pociato¢nou rychlost'ou vyhodili na Mesiaci, jej pohyb by bol odlisny v porovnani s pohybom
na Zemi — kym v ¢ase 1,5 sekundy je uz lopta pri povrchu Zeme, na Mesiaci by pokracovala
v rovnomerne spomalenom pohybe smerom nahor (v ¢ase 1,5s by mala rychlost’ 4 m/s).
Obdobnu analyzu mozno pouzit’ aj pri analyze brzdnych dréh automobilov.

Uloha 8.1:

Na akej drihe aza aky &as zabrzdi automobil (Mazda 3, Citroen C6, Skoda Felicia)
pri pociatocnej rychlosti 91 km/h, ak vodi¢ brzdi maximdlnym zosliapnutim brzdového
pedalu a to tak, aby auto neslo do Smyku?

(frekvencia snimkov = 30 fps )

zdroj: Citroen.wmv , Mazda3.wmv, felicia_mokro.avi

o v L
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Obr. 8.13 Analyza brzdnych drah: Mazda3 a porovnanie s modelom Citroen C6 a Skoda
Felicia

Ako si mozno z Obr. 8.13 vS§imnut, model pre Mazdu 3 (modra farba) odpoveda
hmotnému bodu, ktory zastupuje vySetrované auto (Cervena farba). AK vSak vyuzijeme brzdné
spomalenia, ktoré boli ziskané videoanalyzou d’alSich automobilov (pre C6 bolo maximalne
spomalenie a = 9,7 m/s? a pre Feliciu a = 4,5 m/s?) zistime, Ze kym C6 uZ je v pokoji (Sierna
farba), Mazda3 ma rychlost’ okolo 5 m/s a Felicia (zelena farba) viac ako 13 m/s. Kym C6
zastavi za Gas 2,67s, Mazde 3 to bude trvat’ 3,33s a Skoda Felicia zastavi po takmer 5,8s.
(Urcenie brzdnej drahy ponechdvame na samotnom c¢itatel'ovi.) (Je potrebné este pripomentt,
ze dané parametre ovplyviiuje povrch vozovky a samotné pneumatiky aut, predchadzajuca
analyza bola prevedend pri brzdeni na suchej vozovke, pri brzdeni na mokrej a zasnezenej
vozovke ako aj pri brzdeni Smykom (autd bez ABS) sa ¢asy brzdenia a sucasne aj brzdné
dréhy aut predlzuji.)


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/citroen.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/mazda3.wmv
http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/felicia_mokro.avi
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9. Programatorské prostredie

V stcasnosti v ¢ase mohutného rozvoja informatiky a informacnych technologii je vela
programovacich jazykov a je na danom uzivatelovi alebo komunite kam patri, pre ktory sa
rozhodne. Od svojich zaciatkov programovacie jazyky presli dlha cestu od DOSovskych
okien az po moderné operacné systémy prisposobené dnesnym grafickym narokom. My
Vv tejto knihe numerické simulacie budeme robit’ v jazyku Pascal, ktory sa pouziva prostredi
Delphi a Lazarus.

Tato kapitola nie je o tom, ako sa naucit’ programovat’ v Pascale, ale ako pouzivat’ dané
vyvojové prostredie. Budeme predpokladat’, ze uz mate zéklady programovania a ovladate
zaklady daného vyvojového prostredia. Ak vSak chce Citajici naplno vyuzit' to, ¢o mu tato
kapitola ponuka, mal by mat’ aspon aky taky prehl'ad o tom, ¢o je to integer a ¢o boolean. Ti,
¢o pochopili, zrejme su za vodou a moézu sa pokojne pustit’ do Citania, ostatni sa mdézu
do ¢itania pustit’ tiez, ale aspon zaklady programovania v jazyku Pascal by mali mat’, inak im
napriklad uvedené prikazy vela hovorit’ nebudud, to vSak neznamend, ze by tito prirucku
nemali Citat, prave naopak. Existuje viacero priruciek, kde si osvojite zaklady: Pascal
(Canneyt, 2011), Delphi 7 (Blaho, 2012) a Lazarus (Kabatova, 2009; Blaho, 2012) a pravdaze
mnozstvo inych zdrojov. To, €o treba spravit’, kde kliknut’, ¢o napisat’ a nastavit, budeme
vysvetlovat’ v rdmci jednotlivych krokov.

Celd nasa snaha o numerické simulacie pohybov predpokladd, Ze vysledky budeme
znazoriiovat’ pomocou grafov. Grafické zndzornenie je pre porovnavanie pohybov v urcitych
rysoch omnoho vyhodnejsie ako len numericky vypis €isiel. V naSom pripade sa budeme ucit’
aplikovat numerické modely na redlne pripady pohybov, teda v grafickom znazorneni
budeme okamzite vidiet’, ¢i nd$§ model dava realne alebo nezmyselné vysledky.

9.1 Zoznamenie sa s prostredim

Delphi a Lazarus je typickym prikladom vizualneho programovacieho jazyka. Pri ich
spusteni sa na obrazovke monitora objavi programovacie prostredie skladajuce sa z viacerych
okien ako vidime napr. na Obr. 9.1. Najcastejsie sa pouzivaji nasledovné Casti:

e hlavné menu (main menu) - umoziuje nahrat’ projekt na disk, skompilovat’, spustit’,
nastavit’ parametre okien a mnoho inych uzito¢nych operécii,

e ikonovy pruh (speedbar) - obsahuje sadu tlacidiel uzitoénych pri manipulécii
s projektom.

e formuldr (form) — do tohto okna (window) umiestiiujeme potrebné prvky z palety
nastrojov a vysledny celok je vizualnym rozhranim medzi aplikaciou a uzivatel'om.
V rdmci jedného programu, aplikacie sa da pouzivat’ aj viacero formularov.

® paleta ndstrojov (palette) — tu su umiestnené nastroje (hovorime im aj objekty ¢i
komponenty), ktoré pridavame do projektu, teda na formulér. Je to vela nastrojov
rozmiestnenych do viacerych zéloziek. Ich pouzitie v programe je vel'mi jednoduché.
Klikneme na dany nastroj, potom jednoducho klikneme na formular, kde ho chceme
mat’ umiestneny a potiahneme mysSou do pozadovanej velkosti.

e inSpektor (object inspector) — V tejto Casti sa daji menit’ vSetky vlastnosti (properties)
a udalosti (events) aktualneho objektu vybraného na formuldri. V pripade, ze toto
okno nevidite, staci stlacit’ F11.
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e zdrojovy kod (source) - program v jazyku object pascal, ktory riadi ¢innost’ vysledne;j
aplikacie. Ak ma aplikacia viac okien, ¢i podprogramov, prepina sa medzi nimi
pomocou zalozkovej listy v hornom riadku. Zdrojovy koéd je ulozeny v unitoch,
pricom kazdému beznému formuldru zodpoveda jeden unit. Medzi zobrazenim
zdrojového kodu a formulara sa prepnete klavesom F12.

Ikonovy pruh Hlavné menu Paleta nastrojov

i Delphi 3 - Project]

Eile

Edit Search View [Fioject#Hun Component Dalabase Iools Help e

e
£

|
=

Object Inspecto
B Unitl.| g

Properties | Events |

o3 0 9 Iﬁl’ [] | Stemdad | esitianal | winzz | SystEmWEmEtl Diata Access | Data Cortrols | Deci 4| *]
A B e (R (TR AME® R ¢ FEeTE]
"

t Inspector B

ActiveControl -

AutoScrol True ini

od

+Borderlcons L - - - - - - -
BorderStyle_ bsSizeable B Y AR |
Capiion Forml b T IR L ©.......tes, Graphics,
ClientHeight 165 .. EERI EERI EERI
TForml = class|TForm)
private -
<l | ;I_I
[ 11 [Modiied [Insert /' Nz
Formulér/ Zdrojovy kod

Object inspector

Obr. 9.1 Prostredie DELPHI a Lazarus.

9.2 Menu Delphi

Po zédkladnom obozndmeni sa s programovacim prostredim si teraz ukdZeme postup
otvorenia nového projektu (programu), jeho ulozenie a nasledné spustenie nasho prvého

programu. Nebudeme tu vysvetlovat vsetky jednotlivé polozky Hlavného menu alebo
Ikonového pruhu, to sa da najst’ v roznych literatirach (Kabatova, 2009; Blaho, 2012). Tie
najhlavnejsie, ktoré budeme potrebovat’ su:

File - New Application - novy projekt vytvorite najrychlejsie vol'bou z menu.

File - Open — pri otvarani existujiiceho projektu, pouZite tlacidlo 2% alebo ponuku.
K naposledy pouzivanym stiborom sa dostanete cez File - Reopen.

File - Save Project As...- Pracu je dobré ulozit’ si na disk. Robi sa tak ikonou 23, pripadne
cez menu. Ked’Ze vytvarana aplikacia alebo projekt (project) pozostava z niekol’kych (az
mnohych) stiborov, je vyhodné ukladat’ projekt do nového adresara (zlozky). Je dolezité
si uvedomit’, Ze vysledny ,,exe* program bude mat’ nazov projektu. Unit je len subor,
kde je ulozeny zdrojovy kod programu.

Project - Compile (Ctrl+F9) - prostrednictvom tejto volby vykonavame kompilaciu
programu.

Run — Run (F9)- umozni spustit’ projekt, d4 sa to aj ikonou ® zikonového pruhu.
Prostrednictvom menu Run moéZete tiez program ,.krokovat™, ¢i ladit’, vratane mozZnosti
sledovania premennych.

9.3 Tlacidlo - Button

Aplikacie pre Windows sa skladaju z dvoch Casti:
e pouzivatel'ské rozhranie (okna, dialogy, tlacidla ...)
e programovy kod.

Pouzivatel'ské rozhranie, teda vizualna Cast’ je vytvorom, ktory ma slizit’ na pohodlny vstup
a vystup udajov. Na to ma Delphi a Lazarus pripravené obrovské mnozstvo komponentov
Vv palete néstrojov. Ako teda taky vizudlny navrh aplikacie vlastne vyzera?
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Pri spusteni Delphi, Lazarusu sa automaticky vytvori nova aplikdcia s pripravenym
oknom formulara Forml (tato operaciu mozete zrealizovat’ aj vol'bou File - New Application
z hlavného menu). Je vhodne si hned’ ulozit' dany projekt s nazvom: Tlacidlo do nového
adresara: Pokusl. Vytvoreny je tiez automaticky stibor unitl.pas, v ktorom je nasledovny
programovy kod:

unit Unitl;
interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs;

type
TForm1 = class(TForm)
Private {Private declarations }
public {Public declarations }
end;

var
Forml: TForm1,;

implementation

{SR *.dfm}
end.

Prazdna aplikdcia je okamzite po svojom vytvoreni funkéna. Bez akéhokol'vek zédsahu
do programového koédu ziskate po skompilovani pomocou Run / F9 funkény program.
Vysledné okno ma vSetky Standardné vlastnosti (minimalizacia, maximalizacia, zatvorenie,
zmena velkosti, postivanie,...).

Standard I.&ddilionall 'win32 | System | Intemet | Data foce
[z (5 &8 A [l e o

m_m—
Obr. 9.2 Vyber tla¢idla z palety nastrojov

Vkladat’ komponenty do pripraveného formuldra je jednoduchou zéleZitostou: kliknete
mySou na prislusSny objekt zpalety nastrojov (Obr. 9.2) a nasledne na formulari
(Obr. 9.3a) ,,natiahneme* ramik, kde sa po pusteni mysi komponent objavi (Obr. 9.3b). Text
napisany na Buttonl sa da zmenit velmi jednoducho. Ked” uz mame oznaceny objekt
vo Forml tak sa automaticky v Object Inspector ukazu jeho vlastnosti. Staéi si len vybrat
zalozku Properties — Caption a dat’ novy nazov: Zavri (Obr. 9.3c). Taktiez mozno nastavit’
typ Stylu, velkost atd’.
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izt Formi M=l E3

Obr. 9.3 Naznacenie ramika a vytvorenie komponentu po uvol’neni mysi

Na zaciatku pre vds nemusi byt’ zo symbolu néstroja v palete Uplne zrejmé, o aky komponent
Vv skutoc¢nosti ide, preto ak nad ktoroukol'vek ikonou podrzite niekol’ko sekind mys, objavi sa
struény popis - hint. To plati pre vSetky dolezité ovladacie prvky - a nielen v Delphi. V ramci
procedur sa da tiez prepisat’ nazov Button1 nasledovne:

Buttonl.Caption := 'Zavri';

Zmenu vsetkych vlastnosti daného komponentu je mozné zmenit’ podobne.
Ak dvakrat klikneme na komponent Buttonl automaticky sa v ¢asti Unitl vygeneruje
nasledovna cast’ programového kodu:

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
begin

end;

Dana procediira ma sice komplikovany nazov, ale presne pomocou neho ju dokdzeme
identifikovat’ a najst’ jej vlastnosti v zaplave udajov. Forml znamena, ze je umiestnena
vV danom formulari, Buttonl predstavuje ndzov vloZeného komponentu atieZ pod akym
nazvom hl'adat’ jeho vlastnosti v Object inspektor. Click predstavuje aka akcia, event, ma
nastat’ po kliknuti na dany komponent v spustenej aplikacii.

Ak napriklad napiSeme do procedury prikaz: Close(); tak po kliknuti na Zavri sa aplikacia
(program) automaticky zavrie.

9.4 Vybrané komponenty

V tejto Casti si vysvetlime pouzitie niektorych komponentov v rdmci jednej aplikacie.
Zameriame sa hlavne na tie, ktoré budeme pouzivat' v d’alSich kapitolach. Tlacidlo Buttonl
sme sa uz naucili pouzivat’ v predoslom odseku.

Dalsi dolezity komponent je Edit (Standard), ikona [abI  pg pouziti vo Forml nam
vytvara dialégovy riadok, kde moézeme vkladat’ text alebo ¢islo. Ak sme vlozili Cislo, najprv
musime nacitat’” dané textové pole a az potom ho konvertovat’ na predpokladané ¢islo podla
nasledovnych prikazov

s: = Editl.Text; {s:string; naditanie retazca, textu}
j: = StrTolnt(s); {j:integer; prevod na celé Cislo}
k: = StrToFloat(s); {k:real; prevod na realne Cislo}

Ked potrebujeme nieco oznamit’ v ramci programu (nacitanie, vypocitany vysledok, ...),

najjednoduchsie je pouzit komponent Memo (Standard), ikona g . Pouzitie je nasledovné:
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Memol.Lines.Add(s+' Saturn '+IntToStr(j));

V ramci prikladu je naznacené ako vypisat’ textovy retazec v s alebo dany text ,, Saturn “.
Ak chceme vypisat’ celé ¢islo - integer, je ho nutné opat’ skonvertovat’ na string. Jedna
z nevyhod Memo je, ze vzdy sa da vypisat’ len cely riadok ukon¢eny Enterom.

Dalsou moznostou je vlozit ¢&islo do programu pomocou komponentu SpinEdit

(Samples), ikona IR . Nacitanie sa vykonava prikazom:
i: = SpinEdit1.Value; {i:integer; }
V ramci vyberu je mozné nastavit’ minimalnu i maximalnu hodnotu.

Uloha 9.1:

Pripravte jednoduchy program, ktory urobi sucet Cisel zadanych cez Edit a SpinEdit.
Vysledok suctu zapiSe do Memol. Pracovné okno pripravte podl’a Obr. 9.4.

[ Form1 o B % ]
Memol )
1Sgcela-r»bne Shtet

a= |10
b= 0 :]

A A

Obr. 9.4 Predloha programu pre sucet dvoch cisel.

Dolezity komponent na otvorenie textového suboru je OpenDialog (Dialogs), ikona E]
Do Forml si teda vlozime OpenDialog a d’alsi Button2, kde po jeho dvojkliku do tela
procedury napiSeme

openDialog.Filter := 'Text files only | *.txt';
If OpenDialogl.Execute then
Edit1.Text := OpenDialogl.FileName;

Pre vyber stiboru v programe Sa otvara klasické Windows okno, kde vyberame hl'adany
textovy stbor a stlaéime OK. V ramci vyberu mozZno zadefinovat’ len vyhl'addvanie suborov
s koncovkou txt. Po vybrani suboru sa vypiSe cela cesta k danému stuboru do dialégového
riadku Edit1.

Niekedy kvoli prehladnosti, ,krdse® programu si niektoré udaje moédzeme vlozit
do nového Forml, odkial’ sa daju tiez bez problémov nacitat’. Najprv si musime vytvorit’ novy
Forml: File — New — Form. Automaticky sa tiez vygeneruje aj subor Unit2. Aby bolo mozné
nacitat’ data z nového Form2, treba dopisat’ do Unitl hned’ za implementation
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uses Unit2;
V d’alsom kroku si do Form1 umiestnime d’als$i Button3, kde do tela procedury napiSeme
Form2.Show;

Ked potom v spustenej aplikacii klikneme na Button3, otvori sa nové okno Form2. Tu mézu
byt potrebné¢ parametre pre chod programu. V rdmci programovania nesmieme potom
pre na¢itanie udajov zabudnat na dopisanie Form2 pred pozadovani veliinu, napr.
I := Form2.SpinEditl.Value.

9.5 Kniznica Canvas

V jazyku Pascal, prostredi Delphi alebo Lazarus je naprogramovanie grafického vystupu
pomerne jednoduché. Je tu vela prikazov na definovanie Ciary, tvaru ainych vlastnosti
objektov. Na kreslenie sa pouziva plocha odpovedajuci komponent Image (Additional), ikona

-

Na kreslenie sa pouziva kniznica TCanvas (unit graphics) - v slovenéine by sme mu asi
hovorili ,,maliarske platno. Dana kniznica sa automaticky prirad’'uje do programu, v Unitl je
v uses Graphics. Obsahuje velké mnozstvo prikazov s doplnkami, z ktorych si popiSeme len
niektoré.

V tejto Casti si preberieme len niektoré z najpouzivanejSich procedur:
e procedure MoveTo(X, Y: Integer); - presunie graficky kurzor do bodu [X,Y],
e procedure LineTo(X, Y: Integer); - nakresli ¢iaru z aktualnej pozicie do bodu [X,Y],
e procedure Rectangle(X1, Y1, X2, Y2: Integer); - nakresli obdiznik s okrajovymi
bodmi [X1,Y1], [X2,Y2],
e procedure TextOut(X, Y: Integer; const Text: string); - umoZiuje vypis textu
nastavenym fontom od stradnice [X,Y],
e procedure Ellipse(X1, Y1, X2, Y2: Integer); - vykresli elipsu do plochy ohranic¢enej
Favym hornym [X1,Y1] a pravym dolnym rohom [X2,Y2].
MnozZstvo dalSich procedir a funkcii pre pracu s platnom (aj s konkrétnymi prikladmi)
najdete v Help.

TPen (unit Graphics) - urCuje vlastnosti pera, ktorym sa prave maluje na platno.
Najddlezitejsie z jeho vlastnosti su:
e Color: TColor; - farba pera (teda aj grafickych utvarov): clRed, cleBlue, clYellow,
clGray, clAqua, cIWhite (prednastavena je farba clBlack),
e Mode: TPenMode; - kresliaci mod,
e Width: Integer; - hrabka ¢iary v pixeloch: hodnota je vzdy celé Cislo, ¢im je vacsie,
tym je Ciara hrubsia,
e Style: TPenStyle; - typ "vzhlad" ciary (¢i je Ciarkovana, bodkovana, neprerusena
a podobne), hodnoty: psSolid, psDash, psDot, psDashDot, psDashDotDot, psClear,
psSolid (deafult).

St aj d’alSie unity:
e Brush.Color: TColor; - cIRed, cIBlue, clGreen, clYellow, clGray, clAqua, clWhite,
e Brush.Style: TBrushStyle ;nastavenie ,,Stetca” na vypln ploch - jeho vzor, farba...,
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bsSolid, bsClear, bsHorizontal, bsVertical, bsFDiagonal, bsBDiagonal, bsCross,
bsDiagCross,

e Font: TFont; - ked piSete na platno, mozete si nastavit typ, vel'kost’ a rez pisma,

e PenPos: TPoint; - aktualne X-ové a Y-ové stiradnice pera.

Najjednoduchsie je mal'ovanie na samotny formuldr. Skiisme teda nieco namalovat'...
Najprv si do globalnych premennych zadefinujeme novu premennt

G1:TCanvas;

kvoli jednoduch$iemu zépisu.

Pri kresleni si treba uvedomit’, kde sa nachadza zaciatok suradnicovej sustavy a kam
smeruja osi (Obr. 9.5). Pociatok je vl'avo hore, os X ma smer ako sme nauceni (z'ava doprava)
a 0s y ma opaény smer — zhora nadol. V ramci pochopenia zakladov si nakreslime obdiznik
a par Ciar ako je znazornené na Obr. 9.5.

0,0 X

100 200 300
100

200 —

¥y
Obr. 9.5 Graficky systém v Delphi.

Do Form1 si umiestnime Imagel aspon velkosti 420 x 370, ak bude mensi nezobrazi sa
cely vysledok malovania. Program mdzeme umiestnit’ do tela procedtry iného Button alebo
urobime dvojklik na prazdnu plochu Forml apotom vpisujeme priamo do procedure
TForm1.FormCreate(Sender: TObject); ¢o znamend Ze pripraveny program sa vykona
okamzite po spusteni aplikacie. Dany program ma tvar:

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);

begin
G1 :=Imagel.Canvas; {definicia pointu}
G1.Pen.Color := clRed; {vyber ¢ervenej farby pre obdiznik}
G1.Pen.Width := 2; { hrubka ciary 2}
G1.Rectangle(20, 20, 400, 350); {kreslenie obdlznika}
G1.Pen.Color :=clIBlue; {vyber modrej farby pre Ciaru}
G1.MoveTo(100, 100); {nastavenie poloZenia pera}
G1.LineTo(200, 100); {kreslenie ¢iary do daného bodu}
G1.LineTo(200, 200); {kreslenie ciary do dalSieho bodu}
G1.Pen.Width :=4; { hrdbka ciary 4}
G1.LineTo(300, 200); {kreslenie Ciary do nového bodu}

end;
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V pripade programovaciecho prostredia Lazarus je tu jeden maly detail pri kresleni
do okna Image. Ide o to, Ze preddefinované je ¢ierne pozadie na platne. Cierne pozadie sa da
jednoducho zmenit' nakreslenim bieleho obdiZnika vyplnajuceho celé platno Image pomocou
prikazu v tvare

G1.Rectangle(-1,-1,Imagel.Width+1,Imagel.Height+1);

Uloha 9.2:

NapiSme program, ktory nakresli vedla seba Stvorce s roznymi obrysmi a vyplitami podla
Obr. 9.6.

~

?Forml = @_ 23

- Kresli

5 A,

Obr. 9.6 Predloha na Kkreslenie §tvorcov s réznymi obrysmi a vypliami.

RieSenie.
Na plochu si umiestnite najprv Image s velkost'ou (300, 100) a potom Tlacidlo - Buttonl.
Po dvojkliku na dané Tlacidlo do tela procedury napiste nasledovné prikazy:

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
begin
G1 :=Imagel.Canvas;

G1.Brush.Style := bsDiagCross;
G1.Brush.Color := cIBlack;
G1.Rectangle(50,30,100,80);

G1.Brush.Style := bsSolid;
G1.Brush.Color := clGreen;
G1.Pen.Color := clRed;
G1.Pen.Width := 3;
G1.Rectangle(120,30,170,80);

G1.Brush.Color := clRed;

G1.Pen.Color := clYellow;

G1.Pen.Width :=5;

G1.Rectangle(200,30,250,80);
end;
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Uloha 9.3:

Nakreslite doméek podla postupu zobrazeného na Obr. 9.7. Zacnite v bode (x, y) = (100,
300) pricom s = 200. Medzi kaZdym krokom kreslenia pockajte pomocou Sleep(500).

y-s-s2

=
)

i
A - -

<

g

ST

Obr. 9.7 Schéma pre kreslenie dom¢eka.

9.6 KniZnica Grafy

KedZze dalej budeme rieSit rozne fyzikalne aplikacie aich vysledky zakreslovat
do grafu, pripravili sme pre Vas kniznicu Grafy. Vyhodou tejto kniznice je, Zze nemusime
robit’ komplikované prepocCty, a iné vypocty aby sme dosiahli klasicky graf na zakreslenie
vysledkov. Tvar kniZnice je nasledovny:

unit Grafy;

interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs, ExtCtrls;

var
i:integer;
Deltax, deltay, Krokx, Kroky, XXmin,YYmin:real;

Procedure Graf(G2:TCanvas;Xmin,Xmax,Ymin,Ymax:real;Nx,Ny:integer);
Procedure PolozPero(G2:TCanvas;Ax, Ay:real);

Procedure Kresli(G2:TCanvas;Ax, Ay:real);

Procedure PopisOsi(G2:TCanvas;O0sx,0sy:String);
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implementation
uses unitl; {ndzov pascalovského suboru, kde chceme
pouzivat danu Kniznicu}

Procedure Graf(G2:TCanvas;Xmin,Xmax,Ymin,Ymax:real;Nx,Ny:integer);

Var xr:real; {Vykreslenie grafu, ked os x = (Xmin, Xmax) }
X1:string; {os y = (Ymin, Ymax) a delenie osi je na Nx a Ny dielov }
Begin

XXmin := Xmin;
YYmin := Ymin;
Deltax:= Xmax-Xmin;

Krokx := (Form1.Imagel.Width-40)/Nx;

Deltay:= Ymax-Ymin;

Kroky := (Form1.Imagel.Height-40)/Ny;
G2.Rectangle(0,0,Form1.Imagel.Width,Form1.Imagel.Height);
G2.Rectangle(20,20,Form1.Imagel.Width-20,Form1.Imagel.Height-20);
G2.Pen.Style := psDot;

Fori:=1to Nx-1 do begin
G2.MoveTo(round(20+i*Krokx),20);
G2.LineTo(round(20+i*Krokx),Form1.Imagel.Height-20);

end;

Fori:=0to Nx do begin
xr := (Xmin+i*Deltax/Nx);

Str(xr:1:1,X1);
G2.TextOut(round(18+i*Krokx),Form1.Imagel.Height-14,X1);
end;

Fori:=1to Ny-1 do begin
G2.MoveTo(20,round(20+i*Kroky));
G2.LineTo(Form1.Imagel.Width-20,round(20+i*Kroky));

end;

Fori:=0to Ny do begin
xr := (Ymin+i*Deltay/Ny);

Str(xr:1:1,X1);
G2.TextOut(1,Forml.Imagel.Height-round(30+i*Kroky),X1);
end;

G2.Pen.Style := psSolid;

End;

Procedure PolozPero(G2:TCanvas;Ax, Ay:real);

Begin
Ax := (Form1.Imagel.Width-40)*(Ax-XXmin)/Deltax;
Ay := (Form1.Imagel.Height-40)*(Ay-YYmin)/Deltay;
G2.MoveTo(20+round(Ax), Forml.Imagel.Height-20-round(Ay));
G2.Pen.Width :=5;
G2.LineTo(20+round(Ax), Form1l.Imagel.Height-20-round(Ay));
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G2.Pen.Width := 1;
End;

Procedure Kresli(G2:TCanvas;Ax, Ay:real);

Begin
Ax := (Form1.Imagel.Width-40)*(Ax-XXmin)/Deltax;
Ay := (Form1.Imagel.Height-40)*(Ay-YYmin)/Deltay;
G2.LineTo(20+round(Ax), Form1.Imagel.Height-20-round(Ay));
G2.Pen.Width :=5;
G2.LineTo(20+round(Ax), Form1l.Imagel.Height-20-round(Ay));
G2.Pen.Width :=1;

End;

Procedure PopisOsi(G2:TCanvas;Osx,0sy:String);

Begin
G2.TextOut(Form1.Imagel.Width-50,Form1.Imagel.Height-40,0sx);
G2.TextOut(30,5,0sy)

End;

end.

Ako vidime kniznica Grafy obsahuje 4 procedury, ktorych vyznam si teraz vysvetlime:

Graf(G2:TCanvas;Xmin,Xmax,Ymin,Ymax:real;Nx,Ny:integer);

Najprv nastavime pointer G2 na Imagel, v ktorom chceme kreslit’. V tomto pripade
nie je podstatné aky velky je Imagel, vysledok sa prispdsobuje odpovedajucim
rozmerom. Toto nastavenie plati pre vietky procedury v danej kniznici. Dalgie 4 ¢&isla
predstavuji. minimalnu a maximalnu hodnotu pre os X a y. Posledné dve Cisla
predstavuju na kol'ko dielov sa majt rozdelit’ os X a y, musia to byt celé ¢isla.
PolozPero(G2:TCanvas;Ax, Ay:real);

Kde sa poloZzi pero na zaciatku kreslenia, v podstate obdoba procedury MoveTo.
Kresli(G2:TCanvas;Ax, Ay:real);

Nakresli ¢iaru do definovaného bodu od miesta kde zostalo naposledy poloZené pero,
V podstate obdoba procedtry LineTo.

PopisOsi(G2:TCanvas;O0sx,0sy:String);

Popise osi x a y definovanymi ret'azcami.

Teraz sme si prebrali zdklady programovacieho prostredia Delphi a Lazarus plus kniZnicu
Grafy. V nasledujticich kapitolach sa uz teda modzeme koneéne pustitt do omnoho
zaujimavejSich simulécii vo fyzike.

Uloha 9.4:

Napiste program, ktory spravi rovnaky graficky vystup ako je na Obr. 9.8

RieSenie:

Program je velmi jednoduchy. Ako prvé vlozite komponent Imagel na plochu Forml. Jej
rozmer mdze byt napr. 400 x 200. Potom urobite dvojklik na plochu Forml a otvori sa
procedura, do ktorej budete vpisovat’ odpovedajuci program. Vyhodou tejto procedury je,
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Ze sa automaticky spusti pri spusteni programu. Do procediry sa najprv zadefinuje rozmer
grafu s popisom osi. Potom vyberieme farbu pera a umiestnime ho do pociatoéného bodu
(10,0). Z tohto bodu spravime priamku do druhého bodu (70,10). Podobny postup je aj pre
druht ¢iaru.

0.0 8.0 16.0 240 320 40.0 48.0 56.0 64.0 720 80.0

Obr. 9.8 Graficky vystup pouZitim kniZnice Grafy.

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);
begin
Graf(G1,0,80,0,20,10,10);
PopisOsi(G1,'[km]','[h]');

G1.Pen.Color := clRed;
PolozPero(G1,10,0);
Kresli(G1,70,10);
G1.Pen.Color := cIBlue;
PolozPero(G1,20,0);
Kresli(G1,50,20);

end;

Uloha 9.5:

Dva automobily, oznacené "A" a ""B", sa vydali na misiu z bodov A a B. Ako prvy
automobil A" vychddza rychlost’ou v, S oneskorenim t, vychddza v opacnom smere
automobil ""B" rychlost’ou v, . Obidve autda sa stretavaju niekde medzi bodmi A a B.
Pokial’ je oneskorenie prili§ vel’ké, obchddza auto ""A" automobil "B" aZ v jeho
podiatoénej pozicii — v bode ""B"". Rieste najprv numericky a casovy priebeh drah zakreslite
do grafu a uréte ¢as i polohu stretnutia pre vy > v,

Uloha 9.6:

Nakreslite priebeh izoterm pre Van der Waalsovu stavovu rovnicu. RieSte pre Kyslik:
a=0,136 Im®/mol?ab = 31,7 10° m* /mol? (R = 8,314 J/(mol.K) ).

(p+§)(V—b):RT
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Uloha 9.7:

Magnetické pole cievky. Magnetické pole vo vidialenosti x na osi zdvitu sa pocita podla
vzt’ahu

kde R je polomer zavitu al je pretekajuci prud. Majme cievku s N zdvitmi umiestnenu
V rovine yz. Prvy zdvit nech je umiestneny v polohe X = 0 a d’alSie nech su umiestnené
V smere osi x. Vzdialenosti medzi zavitmi je d. Zakreslite priebeh magnetického pola B(x)
na osi cievky V jej vniiti a tiez mimo nej: x € (0,2*N*d +R). Rieste pre R=1 cm, I = I A,

N =10 (50, 100) a d = 1 (0.1, 10) mm.

Uloha 9.8:

Zdvihanie ponoreného stpu. Na dne bazénu naplneného vodou lefi betonovy stip.
Na jednom konci ho zavesime na lano a zdvihame dovtedy kym sa cely nevynori nad
hladinu. Pocas zdvihania sa meni sila, ktorou pésobi stlp na lano. Zakreslite zavislost’ tejto
sily na vySke hornej podstavy stlpu nad dnom a siucasne pricu vonkajSich sil.
Predpokladajme, %e hibka vody h v bazéne je mensia ako dlzka stipu .

Postup dvihania sa da rozdelit’ do nasledovnych krokov:

. 1
1. Cely stlp je zatial’ pod vodou, x <h. Pre silu plati: F = > (G — FV)

2. Cast’ stlpu je vynorend, stlp zaujima vo vode Sikmii polohu, h <x < 1. Velkost’ sily
G 1 h?
F=——=p,0V,—
2 2 pvg st X2
1+h-x
|

3. Stlp je uz v zvislej polohe no stile ponoreny. Vel'kost’ sily: F =G — p, gV,
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10. Numerické rieSenie sustav linearnych rovnic

RieSenie sustav linearnych rovnic patri medzi velmi ddlezité Ccasti numerickej
matematiky. Vo fyzike, technickych vedach ale aj v mnohych d’al$ich odboroch je vela
praktickych uloh spojenych s rieSenim takychto sustav, no vel'mi Casto dost’ rozsiahlych.
K obrovskym ststavam rovnic dospejeme napr. pri hl'adani rozlozenia danej fyzikalnej
veli¢iny v skimanom telese. Z teoretického hl'adiska je mozné sa pri rieSeni takychto uloh
opriet’ o vysledky zndme z linearnej algebry, kde je otdzka rieSitelnosti sustav linearnych
rovnic komplexne vyrieSend. Pri numerickom pristupe rieSeni ststav linedrnych rovnic sa
vSak stretdvame s novymi aspektmi ako je narocnost’ vypoctu, podmienenost’ tloh alebo
vplyv zaokrahlovacich chyb. Tiez nesmieme zabudnit' na tvar matice a hodnoty jej
koeficientov, ¢o ma hlavny vplyv na to, ktort metddu je vhodné a G¢elné na riesenie pouzit.

V tejto kapitole sa obozndmime s dvoma zdkladnymi pristupmi pri rieSeni sustav
linearnych rovnic. Prva z nich je zalozena na tzv. priamych metoédach, ktora po konecnom
pocte krokov dava vysledok. Do tejto skupiny metdd patri aj najznamejSia Gaussova
elimina¢na metdéda. Druhou skupinou metéd su metody iteracné, ktoré davaju rieSenie ako
limitu postupnosti vektorov. V ramci textu sa nachadza aj listing procedir pouZitych
vypoctov a jednotlivych metod.

Na konci tejto kapitoly st viaceré priklady vyuzitia ziskanych informacii pri rieSeni
algebrickych rovnic.

10.1 Sustava linedarnych rovnic
Uvazujeme ststavu N-linearnych algebrickych rovnic S n-neznamymi

a11X +apoXo +...+ Xy =by
dp1X1 + aooXy +...+ Ao Xy =b2 (10 1)

an X +an2Xg +...+ AppXy =by,

pricom ¢isla ajj pre i,j=12...n sa nazyvaju koeficientmi, &isla b, pre i=12,...,n
st absolutnymi ¢lenmi sustavy (10.1) a X, X,,..., X, s nezname.
Ststavu (10.1) mézeme zapisat’ pomocou maticového tvaru

A-X=Db, (10.2)
kde
11 a2 ayn
A= lag agp - a (10.3)
anl an2 ann

sa nazyva maticou sustavy (10.1) a
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X1 by
z=| X2 5|2 (10.4)
X by,

pricom X je stipcovy vektor neznamych a b vektor pravych stran.
Pri urcitych metddach je vyhodné upravovat’ sucasne i stlpcovy vektor b s maticou A,
preto sa zavadza tzv. rozSirend matica ststavy (10.1) v tvare

a1 agp A by
Ar= |81 8y 8 by
an ap2*r app | by

(10.5)

Riesenim ststavy (10.1) sa nazyva kazda usporiadana n-tica redlnych &isel (c,,c,...,C,)",

ktora splia vSetky rovnice danej sustavy. VyrieSit’ sistavu znamena najst’ vSetky jej rieSenia.
(M6ze mat’ jedno rieSenie, nekonecne vel'a rieSeni, pripadne nema rieSenie). To, €i sustava
linedrnych rovnic ma rieSenie, mézeme zistit’ pomocou vety:

Frobéniova veta. Sustava linearnych rovnic (10.1) ma rieSenie prave vtedy, ak hodnost

matice sustavy (10.1) sa rovna hodnosti rozsirenej matice sustavy (10.5), t.j. h(A) =h(A,).

Désledok Frobéniovej vety pre nehomogénnu ststavu linearnych rovnic

Ak h(A)=h(A)=n, kde nje poet neznamych ststavy (10.1) = stistava ma jediné rieSenie.
Ak h(A) =h(A )< n= ststava (10.1)méa nekonecne vela rieSeni.

Ak h(A) = h(A, ) =sustava (10.1) nema rieSenie.

10.2 Zakladné operdcie s maticami

Skor ako pristupime k numerickému vypocétu sustav linearnych rovnic typu (10.1)
v jazyku Pascal, uvedieme niekol’ko par definicii a ukazky zakladnych operacii.

V nasledujucich odstavcoch budeme Casto pracovat’ a nacitavat’ rozne vektory a matice.
Kvoli ul'ah¢eniu prace s tymito datami si dodefinujeme dve nové Struktary v nasledovnom
tvare:

Type Matica = array[1..10,1..11] of real;
Vektor = array[1..10] of real;

Vkladat’ idaje z matice do programu postupne je komplikované a bez moZnosti opravy.
Najjednoduchsie je, ked’ data matice su ulozené v textovom subore, ktory na zaciatku len
jednoducho nacitame. Nasledujlica procedura predstavuje nacitanie rozsirenej matice (10.5)
z textového suboru matica.txt, ktora sa nachadza v rovnakom adresari ako je dana aplikacia,
no da sa jednoduchou tUpravou nastavit' iiny subor (OpenDialog). Aby dana procedura
fungovala sprdvne a nacitanie prebehlo bez komplikécii, zapis matice v subore musi mat
nasledovny tvar:

1. V prvom riadku je ¢islo, ktoré predstavuje dimenziu matice.

2. Na druhom riadku su ¢isla matice z prvého riadku oddelené medzerami a na konci
je ENTER.

3.V dalsich riadkoch su d’alsie riadky ¢isla matice tiez oddelené medzerami.
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Procedira Nacitaj po nacitani matice zo suboru subor, vrati jej dimenziu dim
a nacitant roz$irent maticu AA.

Procedure NacitajMaticu(subor:string; Var dim:integer;Var AA:Matica);
Var i,j: integer;

t: TextFile;
begin
AssignFile(t, subor); {otvorenie suboru}
Reset(t);
readIn(t,dim); {dimenzia matice}
fori:=1todimdo
begin {nacitanie prvkov}
forj:=1to (dim+1) do
read(t,AA[i,j1); {A: matica}
readin(t); {nacitanie konca riadku - ENTER}
end;
CloseFile(t); {uzavretie suboru}

end;

Dalsia procedira vypisuje maticu do okna Memol. Procedira sa pouZiva V tvare
WriteMatrix(dim,AA), kde dim predstavuje dimenziu matice AA.

Procedure Vypis(dim:integer; AA:matica);
Var i,j:integer;
Subor,Data:string;

Begin
Form1l.Memol.Lines.Add('Matica');
Data:="'", {vynulovanie retazca}

fori:=1to dim do begin
forj:=1to dim+1 do begin

str(AA[i,j]:2:2, Subor); {naditanie j-tého ¢lena matice}
Insert(Subor+' ',Data,Length(Data)); {pridanie do retazca}
end;
Forml1l.Memol.Lines.Add(Data); {vypisanie i-tého riadku matice}
Data:="'";
end;
end;

Procedury pre s€itanie a od¢itanie matic si dokdzeme spravit’ vel'mi jednoducho pomocou
c[i,j] := a[i,j] = b[i,j]. Pri ndsobendi je to uz o nieco komplikovanejsie. Procedura pre ndsobenie
matic A a B, pricom vysledok je matica C, je nasledovna

Procedure MMatrix(dim:integer;A,B:Matica; Var C:Matica);
Var i,j:integer;
begin
fori:=1tondobegin {matica n x n}
forj:=1tondo begin
s:=0; {pomocna premenna}
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fork:=1tondo
s := s +a[i,k]*b[k,j]; {nasobenie riadka so stfpcom}
cli,jl :=s;
end;
end;
end;

Pri definicii procedary MMatrix(dim:integer;A,B:Matica; Var C:Matica); dim predstavuje
dimenziu nasobenych matic A a B. Vyslednd matica C je definovand pomocou Var,
¢o znamena, ze dana procedura vracia vypocitani maticu C. D4 sa to spravit' aj bez tejto
definicie, no to uz nie je z hl'adiska objektového programovania nevhodné.

10.3 Vypocet hornej trojuholnikovej matice

Najjednoduchsim tvarom matice A na vypocet vektoru nezndmych X je horna alebo
dolna trojuholnikova matica. V pripade takejto matice potom vypocet jednotlivych
neznamych pocitame postupne bud’ od dolnej alebo hornej neznamej. Systém s hornou
trojuholnikovou maticou vyzera nasledovne:

dp1Xp +d10Xo +A13X3 +...+ Xy = bl
dooXp +aAp3zX3z +...+Ayp Xy = b2

dzaXz +...+axn Xy = bz (106)

Vypocet teda zac¢iname od neznamej x, = b,/a,, @ potom postupujeme smerom nahor podla
vztahu

j=n
X, =i(bi —Zaijxj} i=nn-1..21 (10.7)
a. j=i

1]
Procedura pre tento vypocet ma nasledovny tvar

Procedure IteraciaUp(dim:integer; AA:Matica; bb:vektor; var xx:Vektor);
Var i,j:integer;
s:real;
begin
fori:=dim downto 1 do begin {za¢iname od spodného riadku}
s:=0;
forj:=i+1todimdos:=s+AA[i,jl*xx[jl; {postupné scitavanie}
xx[i] := (bb[i]-s)/AA[i,i]; {vyjadrenie neznamej}
end;
end;

10.4 RieSenie pomocou inverznej matice a Cramerovho pravidla

Ako prvy vypocet ststavy linearnej rovnic si spomenieme rieSenie pOmocCouU inverznej
matice. Tomuto typu rieSenia sa nebudeme velmi venovat, lebo procedira pre vypocet
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inverznej matice si vyzaduje vysSie programatorské schopnosti. Uvadzame ju len kvoli
prehladu.

Majme sustavu n linedrnych rovnic s N neznamymi zapisana v maticovom tvare A-x=b
(10.2), kde A je reguldrna matica. Potom k A existuje inverzni matica A~'. RieSenie sa
pocita v maticovom tvare, pricom rovnost’ (10.2) vynasobime zl'ava A~!a dostaneme

A AX=A"D, odkial
E-x=A"1.b, kde E je jednotkova matica a teda

s=A-lp (10.8)

Riesenie sustavy linearnych rovnic (10.1) s regularnou maticou A sa vypocita podl'a vzt'ahu
(10.8). V programe Matlab, ktory vyuziva maticovy zapis, sa tento typ rieSenia aplikuje vel'mi
lahko zapisom % =b/A

Z algebry vieme, ze ak je matica A sustavy (10.3) je regularna, tak tato sistava ma prave
jedno rieSenie a mdzeme ho néjst’ aj pomocou Cramerovho pravidla

. 0.9
—m i=12,..,n (10.9)

TR

kde |A| je determinant matice (10.3) a |A| je determinant matice, ktora vznikne z matice A

X

nahradenim i-tého stipca ¢lenmi vektore b . Vypodet determinantu si tiez vyzaduje uréité
programatorské schopnosti.

Z numerického hladiska je vSak rieSenie sustavy (10.1) podla tychto metdéd tplne
nevhodné. Uz pri relativne malej stistave (o par desiatkami rovnic) by vypocet trval neimerne
dlho, pretoZze vypocet determinantu je casovo extrémne narocny. Numerické metddy pre
rieSenie systémov linearnych rovnic mozno rozdelit' do dvoch skupin, na metody priame
(konecné) a iteracné.

Priame metody — metddy, ktoré (v pripade, ze vypocty sa prevadzaju presne bez
zaokruhl'ovania) vedl k ziskaniu presného rieSenia sustavy po kone¢nom pocte aritmetickych
operacii. No v dosledku zaokrahlovanych chyb, ktorym sa pri praktickych aplikaciach
nevyhneme, ziskame len aproximaciu presného riesenia. K tejto metode patri LU-metdda
a Gaussova elimina¢na metoda plus jej modifikacie.

Iteracné metody — su charakterizované tym, ze vychadzaju zurcitej pociatocnej
aproximdcie rieSenia, z ktorej vhodnym algoritmom vypocitame novu aproximaciu. Tuto
novu vypocitanu aproximaciu znova pouzijeme v danom algoritme. Presné rieSenie je potom
limitou postupnosti tychto aproximacii, za predpokladu, ze konverguje. Medzi
najpouZzivanejSie iteracné metddy patri: Jacobiho a Gauss-Seidlova metoda.

10.5 LU metoda

V pripade Gaussovej eliminacnej metody sme pdvodni sustavu upravovali
na trojuholnikovy tvar. Takto upraveni sustavu moézeme potom bez problémov vyriesit.
V pripade metody LU-rozkladu postupujeme inym sposobom. Vytvorime dve trojuholnikové
matice (hornu a dolnu), pricom ich sucin je matica A. Hladajme teda matice L, U tak aby
platilo A =L U, kde
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1 0 0 ... 0 U1 U2 Uz ... Uy

|21 1 0 ... 0 0 Upp U3z ... Ujgp (1010)
L= |31 |32 1 ... 01, Uu=| 0 0 Uzz ... Uzp

|n1 |n2 |n3 1 0 0 0 Unn

Zakladna myslienka rieSenia systému (10.2) metédou LU-rozkladu spociva v rieSeni
dvoch systémov s trojuholnikovou maticou,

AX=LUX=b (10.11)

Najprv rieSime systém
Ly=b (10.12)

s dolnou trojuholnikovou maticou a s pomocnym vektorom neznadmych y . Potom rieSime
sustavu

Ug=y (10.13)

s hornou trojuholnikovou maticou. RieSenim tejto slstavy ziskame rieSenie pdvodného
systétmu. Tato metdéda nachadza uplatnenie hlavne vtedy, ked’ rieSime viac systémov
s rovnakou maticou, ale rdznymi pravymi stranami.

Systém rieSenia touto metddou vyzera vel'mi jednoducho, no najzlozitejSou Castou je
vytvorenie matic L aU. V tejto ucebnici si vysvetlime Croutov algoritmus LU rozkladu.
Tento algoritmus je v podstate vel'mi jednoduchy no pracny na ru¢né pocitanie. Jedna sa o to,
Ze robime postupne sucin matic L a U, ¢o je vlastne matica A. Z prvého stcinu dostaneme len
¢len uj;=ay,. Z druhého sucinu mame rovnicu I,; -up; =ayq, Z ktorej dostaneme vyjadrenie

pre 1,,. Takto postupujeme d’alej, kym si vyjadrime vSetky prvky hl'adanym matic:

forj=1ton { postupujeme po stipcoch }
fori=1toj { prvky matice U — naddiagonalne }

-1
U; =& _Zlikukj
k=1

fori=j+1ton {prvky matice L-poddiagonalne}

1 =
Iij =—| & _Zlikukj
uj; k=1

1]

Vyhodou tejto metdody je tiez, ze moézeme pouzit len jednu maticu, napr. B,
pre vyjadrenie matic L aU. Pritom vSak musime mat na pamiti, Ze dolna Ccast’
pod diagonalou matice B je matica L, ktora ma na diagonale len 1. Zase horna cast’
nad diagonalou plus diagonalne ¢leny je matica U. Toto zjednotenie sa pouziva hlavne vtedy,
ked’ mame vel'ké matice a chceme usSetrit’ pamitové miesto.

Dalsia vyhoda tejto LU-metddy je, ze sidin diagonalnych ¢lenov matice U dava hodnotu
determinantu matice A. Determinant matice L je rovny 1.
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n
det(A)=det(L)- detU )= Ju;; - (10.14)
j=1
Procedura pre vypocet matic L, U z matice A vyzera nasledovne:

Procedure LUmetoda(dim:integer; AA:matica; Var L,U:Matica);
Var i,j,k:integer;
Begin
fori:=1to dim do begin
forj:=1to dim do begin
U[i,j] := O;L[i,j] := O; {vynulovanie matic L a U}
end;
end;
forj:=1todim do begin
fori:=1tojdo begin
sum :=0;
fork:=1toi-1 do {vypocet matice U}
sum := sum-+I[i,k]*u[k,j];
uli,jl := AA[i,j]-sum;

end;
fori:=j+1todim do begin
sum :=0;
fork:=1toj-1do {vypocet matice L}

sum := sum+I[i,k]*U[k,j];
L[i,j] := (AA[i,jI-sum)/U[j,jl;
end;
end;
fork:=1todimdo
L[k,k] :=1; {doplnenie 1 na diagonalu matice L }
End;

10.6 Gaussova eliminacna metoda

Tato metoda predstavuje klasickt ipravu rozsirenej matice (10.5) sustavy (10.1) na horna
trojuholnikovi maticu a sti€asne patri k najcastejSie pouzivanym metédam (Klimova, 1985;
Pir¢, 1993). Jej princip je zaloZeny na ekvivalentnych Gpravach a od¢itania rovnic. Pomocou
tychto tprav dostaneme z danej stistavy novu ststavu, ktora ma td isti mnozinu riesen.

Ekvivalentné upravy rovnic su tieto:
1. vymena poradia rovnic v sustave,
2. vynasobenie niektorej rovnice sustavy nenulovym ¢islom K,
3. pripocitanie k-nasobku jednej rovnice k inej rovnici ststavy.

V nasledujtcej Casti si zopakujeme postup upravy, aby sme vedeli spravne pochopit’
proceduru GEM. V prvom kroku pomocou pripocitania vhodnych nasobkov prvej rovnice sa
snazime z ostatnych rovnic eliminovat’ X;. (AK je a;1 = 0, vymenime prva rovnicu s inou
rovnicou, ktorda nemd na prvom mieste nulu.) Postupnym odpocitavanim prvej rovnice
vynasobenej ¢islom aji/ai; od i-tej rovnice, pre i = 2, 3, ... n, dostaneme
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ap1X1 + 90X +...+ Xy = a1’n+1

1 1 1
agz)xz +...+ aggxn =ag}]+1 (1015)

@ Dy —,®
paX2 .+ AnaXn =ap g,

. . , e q;
Nové koeficienty su teda vypocitané ako af =a;; — -t a; =a;

1)
11
3, ... n, n+tl. V dalSich krokoch budeme pomocou vhodnych néasobkov druhej rovnice
eliminovat’ X, V tretej, $tvrtej, ... , N-tej rovnici. (Ak znova a(l)zz = 0, vymenime druhu rovnicu
s inou z nasledujucich rovnic, kde pri X, nie je nula.) Takto pokracujeme d’alej rovnakym
sposobom a tak dostaneme po n-1 krokoch trojuholnikovt sustavu v nasledovnom tvare

—m,a,ii=2,3,..0,j=2,

11X + A oXg + Q13X+ ..+ Xy = al’n+1

@) O, _,0
a22x2 +a13X0. +.. + a2nxn = 32’n+1

a%) Xp.+ ...+ agi)xn = a%ﬂ (10.16)
i ¥ =ann.l,

Riesenie slstavy neznamych X=(X,,X,,Xs,...,X,) sa rie§i potom spitnou substiticiou
(10.7). Ak by sme upravili rozs§irenii maticu sustavy rovnic z trojuholnikovej matice este
na jednotkovu maticu, jedna sa o #plni Gaussovu eliminacni metodu.

Nasledujuca procedira predstavuje Gaussovu eliminaéni metoédu (GEM). Po aplikacii
tejto metddy dostdvame z rozSirenej matice AA horni trojuholnikovi maticu AB typu

(10.16), ktoru pocitame pomocou spétnej eliminacie (10.7) — procedura IteraciaUp.

Procedure GEM(dim:integer; AA:Matica; Var AB:Matica);
Var i,j,k: integer;
Begin
forj:=1todim-1do begin
{ find_pivot(j,kp);}
fori:=j+1todim+ 1 do begin
m[i,j] := AA[i,j] / AA[j,jl; {vypocet koeficientov}
AA[i,j]:=0; {nulovanie ¢lenov}
for k := j+1 to dim+1 do
AA[i k] := AATi,k] - m[i,j] * AATj,k];

end; {samotny vypocet}
end;
AB := AA; {ndvrat hornej troj. matice}

End;
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10.7 Elimindcia s vyberom hlavného prvku

Eliminacia s vyberom hlavného prvku je modifikdcia Gaussovej eliminacnej metddy,
ktord napomédha k zmenSeniu zaokrihlovacich chyb. Ak je absolutna hodnota niektorého

z delitel'ov algii_l) mensia v porovnani s absolitnou hodnotou prvkov algi_l)

,k>1i; hrozi
nebezpecenstvo vel'kych zaokrihl'ovacich chyb. Zaokruhl'ovacia chyba v absolutnej hodnote
malého cisla spésobuje totiz vel'ka chybu v jeho prevratenej hodnote a nasledne sa premieta aj
do vypocitanych hodndt pri eliminacii.

Existuje vel'mi jednoduchy sposob vyhnutia sa deleniu ¢islami, ktoré si malé vzhl'adom
k ostatnym veli¢inam. Je to postup pomenovany vyber hlavného prvku (pivota), alebo inak
povedané vymena riadku j za riadok kp pre maticu A a vektor b . V predoslej procedure GEM
pouzijeme nova proceduru find_pivot (naznateni v GEM), v ktorej je uz znama matica

A a vektor b .

procedure find_pivot(j:integer;var kp:integer);
var i:integer;
pivot:real;
begin
pivot := abs(AAl[j,jl);
kp :=j;
fori:=j+1ton do begin
if abs(AA[i,j]) > pivot then begin
pivot := abs(AA[i,j1);
kp :=i;
end;
end;
end;

10.8 Iteracné metody

V pripade rieSenia sustavy linearnych rovnic (10.2) iteratnou metddou, zaciname
s vhodnou poéiatoénou aproximaciou X© rieSenia X danej sustavy a postupne generujeme
postupnost’ vektorov X, ktora konverguje k rieSeniu X. Vo vicine iteraénych technik
postupujeme tak, ze dany systém (10.2) prevedieme na systém tvaru: X=H-X+h, kde H je
tzv. iteraénd matica. Ak X° je zvolena poiatotna aproximacia, potom postupnost’ vektorov
konvergujucich k rieSeniu sustavy je dana predpisom

K6 = . %0 +h . (10.17)

Jednotlivé iteracné techniky sa lisia odliSnym tvarom iteracnej matice H. Vyuzitelnost
iteraénych metod v malych dimenziach je otazna, lebo v takychto pripadoch st priame
metoddy efektivnejSie. V pripade velkych systémov, ktoré maju vysoké percento nulovych
prvkov v matici sustavy, vsak prindsaju tieto metdody znacné ¢asové uspory.

V predoslych castiach tejto kapitoly sme sa nevenovali zvlast’ konvergencii jednotlivych
metdd a podmienke riesitelnosti sustav. V pripade iteraénych metdd, si v§ak najprv musime
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pripomenut’ zakladné vektorové a maticové normy, ktoré sa pouzivaji pri definicii
konvergencii iteracnych metod.

Maticovou normou nazgvame realnu funkciu ||-|, ktora je definovania na mnoZine

vSetkych Stvorcovych matic radu n a ma také vlastnosti, ze pre 'ubovolné dve matice A, B
a 'ubovol'né realne Cislo plati

i. ||A]>0,| A|=0 prave vtedy ked’ A je nulova matica,

i [aA]=la] Al
i, [A+B]=]A]+]B],
v.|A-B|=|Al-]B].

Jednotlivé kritéria konvergencie su definované pri odpovedajicich iteraénych metddach.
Pri tychto definiciach sa vyuzivaju viaceré typy maticovych noriem:

i. riadkova

ii. stipcova

iii.  Euklidovska

Dalsi pojem, ktory je délezity pri iteraénom procese, je tzv. spektralny polomer matice,
ktory uzko stvisi s pojmom vlastna hodnota matice. Spektralny polomer p(A) matice A je
definovany vztahom

p(A)=maxl4|, (10.18)

kde A je vlastna hodnota matice A. V iteraénych vypoctoch je nutnou a postacujucou
podmienkou pre konvergenciu, aby spektralny polomer iteraénej matice, resp. jej norma bola
mensia ako 1. V praxi vSak moéze byt vypocet tejto veliCiny znacne komplikovanou
zalezitostou. Ztoho dovodu si neskdr uvedieme iné kritéria, ktori st jednoduchSie
overitelné.

V nasledujicich krokoch sa zozndmime sa dvoma najpouZzivanej§imi iteracnymi

metddami pre rieSenie systému linedrnych rovnic. Pri pouziti iteraénych technik je dolezité si
spravne pripravit’ iteracnli maticu H, ktora sa 1i§i od metddy k metode.

10.8.1 Jacobiho metoda

Majme regularnu maticu A, ktora sa da zapisat’ v tvare

A=D+L+U, (10.19)
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kde D je diagonalna matica, L je dolna trojuholnikova matica s nulovou diagonalou a U je
horna trojuholnikova matica s nulovou diagondlou. Predpokladajme, ze D je regularna.
(Pokial ma hlavna diagonala matice A nulovy prvok, potom regularitu D dostaneme
prehodenim riadkov matice A.) Ststavu (10.2) mdzeme teda zapisat’ v tvare:

(L+D+U)x=b  odtial

D x=—(L+U)x+b, t..
x=D?'(L+U)Xx+D"b . (10.20)
Ak ozna¢ime v predchadzajucom vztahu H = —D /(L + U) a h = D'b, ziskame iteratny

predpis (10.17), ktorym bude urfend Jacobiho iteracna metéda (metéda postupnych
aproximdcii) . Pri Jacobiho itera¢nej metéde k+1-vh iteraciu vyjadrujeme z k-tej iteracie
nasledovnym spdésobom V maticovom zépise:

(10.21)
X6V =D [b—(L+U)x¥]

alebo ak sa jedna o maticu 3x3, potom zapis vyzera

x®+D) r17ag, by 0 ap ag)x®s
X(k+1)2 = 1/8.22 * b2 —| a1 0 dog X(k)z

X(k+l)3 1/3.33 b3 dzp 4dszo 0 X(k)3

Procedure Jacobi(dim:integer; A:matrix, b,x:vector, var y: vector);
(* x je k-ta iteracia, y ke k+1-v3 iteracia*)
Var i,j:integer;

begin
fori:=1to dim do begin
y[i]:=0;

forj:=1todim do
if i<>j then Y[i]:=Y[i]+A[i,j]*x[j];
Y[il:=(b[i]-Y[il)/Ali,il;
end;
end;

Veta: Pokial’ je matica A diagondlne dominantna, potom Jacobiho metdda konverguje.
Dokaz: Pre diagondlne dominantnu maticu plati

LI (10.22)
1,7 il

a teda maximova norma matice HD_l(L + R)ﬂ <1.
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10.8.2 Gaussova-Seidelova metoda

Modifikaciou Jacobiho metédy dostaneme tzv. Gaussovu-Seidelovu metodu. Pri vypocte
(k + 1)-vej iteracie neznémeli x; (j-ta zlozka vektoru x**V) pouzivame uz vypoéitané hodnoty
(predchadzajuce vypocty) x|y, : X(k+1)j-1 . Z tohto dévodu sa tato metdda tiez

niekedy volad metdda postupnych oprav. Vypocet sa d4 maticovo zapisat’:

g _ D—l[B _Lg®n _y i(k)J (10.23)

alebo ak sa jedna o maticu 3x3, potom zapis vyzera

x“) (1/a, b, 0 0 0)Yx*™) (0 a, a,)x™:
x Y, 1=|1/a,, |*||b, [-|a,, 0 Ofx®*P|-|0 0 a,|x® (10.24)
x Vs | {1/ ay, b,) \a, a, 0)\x“P3] (0 0 0 )| x%%

Veta Postacujuce podmienky konvergencie Gaussovej-Seidelovej metody su:
1. A je diagonalne dominantnd matica.
2. Matica A je kladne definitna.

Ak je | H | <1, potom pre odhad chyby itera¢nej metody plati

[H]

_.()__.
R

| X0 —xt | (10.25)

kde | H || je maticova norma priradena (stthlasna) s vektorovou normou|| X |.

Uloha 10.1:

Metoda Kirchhoffovych zdakonov. Na Obr. 10.1 je obvod s troma elementdrnymi sluckami.
Ulohou je vyriesit® nezndme vetvové priidy takéhoto zloieného obvodu. Hodnoty odporov
su: R1 =102, R2=20Q2, R3=25Q, R4=152,R5=2082,R6=30Q2,R7=102,
R8=I15Q,R9=15Q2,RI0=10Q2,RII =5Q2,Ril =202 ,Ri2=20, Ri3 =228,
Ri4 = 2 Q a elektromoetorickych napiti: U1 =10V, U2=5V,U3=10a U4 =5V.

RieSenie

RieSenim elektrického obvodu rozumieme urCenie neznamych elektrickych velic¢in
v obvode, akymi su elektricky prud, napétie pripadne odpor. Podla zapojenia jednotlivych
elementov obvodu, zadania znamych veli¢in aurCenia jednej, respektive niekol'kych
neznamych veli¢in sa voli najvyhodnej$ia metdda rieSenia. V nasom pripade je to metdda
pomocou Kirchhoffovych zdkonov. Pre istotu si pripomenieme znenie danych zdkonov.

Prvy Kirchhoffov zdkon: Sucet pridov smerujicich do uzla sa rovna suctu pradov z uzla
vytekajucich

. (10.26)
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Obr. 10.1 Obvod s viacerymi zdrojmi a zmieSanym zapojenim rezistorov

Druhy  Kirchhoffov zdkon hovori, Ze algebricky stéet elektromotorickych napéti
v uzavrete] slucke elektrického obvodu sa rovnd algebrickému suctu ubytkov napéti
na vsetkych spotrebicoch v tejto slucke:

SUy = 3R Iy (10.27)
k=1 k=1

Touto metddou je moZné riesit’ 'ubovolne zloZity elektricky obvod. Pri rieSeni obvodu —
zapisu rovnic pomocou Kirchhoffovych zakonov je dolezité dodrzat’ nasledovné postupy:

1.

2.
3.

4.

Pri rieSeni touto metddou sa najprv oboznamime S topologiou obvodu, t.j. ur¢ime
pocet nezavislych uzlov, vetiev a sluciek a oznac¢ime ich v obvode.

Zvolia sa predpokladané smery pradov vo vetvach a kladné smery sluciek.

Podrla prvého Kirchhoffovho zakona sa zostavi (n-1) rovnic, pricom n je pocet
nezavislych uzlov.

Ur¢i sa pocet elementarnych sluciek v obvode azostavi sa podla druhého
Kirchoffovho zadkona m rovnic, pricom m je pocet elementarnych sluciek obvodu.

Pre tri pradové uzly zostavime ststavu rovnic z prvého Kirchhoffovho zakona a pre tri slucky
zostavime sustavu rovnic z druhého Kirchhoffovho zakona:

1y +15—1g=0
ly—1,—13=0
I, +14+1g=0
(Ry +Rig + Ry +Rjz) 11 +(Rg + Rig) 13 +(Ry +Rg) 15 =U; +Uj —Ug
(Rg +Rs)l, —(Rg +Ri3 —Rg) 13 =U3
Re 14 —(R7 +Rg —Rg)I5 —(Rg +Ryg +Ry1 + Rig)lg =—Uy4

Dosadenim znamych veli¢in do rovnic sa daju ur¢it nezname prudy v obvode rieSenim
siistavy rovnic SO Siestimi neznamymi. Vysledna rozsirena matica ma tvar:
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-1 0 0 0 1 -1 0

O -1 -1 0 O 0 0

A = 0 1 0O 1 O 1 0
" |34 0 27 0 25 0 5
0 3 -27 30 O 0 10

0O 0 0O 30 -25 -32 -5

Hlavna cast’ programu na rieSenie pomocou Gaussovej eliminacnej metdédy pomocou
procedur, ktoré sme doposial’ zadefinovali ma tvar:

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);
var iicinteger;
begin
NacitajMaticu('text.txt', n, A);
WriteMatrix(n,A);

GEM(n, A, Al);
WriteMatrix(n,Al); {vypise maticu po Gaussovej elimindcii}

forii:=1tondo
b[ii]:=A1[ii,n+1]; {vyberie vektor b z rozSirenej matice A1}

IteraciaUp(n,Al,b,x);

forii:=1tondo {vypis ziskanych hodn6t}
Form1.Memol.Lines.Add('x('+IntToStr(ii)+') = '+FloatToStr(x[ii]));
end;

Vysledné riesenie je:
x(1) =0.227 x(2) =0.231 X(3) =-0.231
x(4) =-0.143 x(5) = 0.140 x(6) = -0.087

Uloha 10.2:

V tabul’ke je uvedend casovd ndrocnost’ na vyrobu troch modelov A, B a C urcitého
vyrobku na jednotlivych vyrobnych linkdach:

linka A B C

1. 40 min. 30 min. 25 min.
2. 25 min. 20 min. 20 min.
3. 10 min. 10 min. 5 min.

Vypocitajme, kolko kusov vyrobkov modelu A, kol’ko kusov modelu B a kol’ko kusov
modelu C je potrebné vyrobit’ za tyZden, ked’ pre 1. linku mame tyZdenne k dispozicii 4500
minut, pre 2. linku 3050 minut a pre 3. linku 1200 minut, pricom chceme vyuZit’ celu
Casovu kapacitu. Rieste Gauss elimina¢nou metédou [ Xt = (50; 50; 40) ]
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Uloha 10.3:

Elektromotorické napiitie clanku v teplotnom rozsahu (20, 80) °C sa dd aproximovat
polynomom 3-stupiia. Urcte koeficienty daného polynomu, ak viete elektromotorické
napiditia pre vybrané teploty. Potrebné hodnoty ndjdete v nasledovnej tabul’ke:

t[°C] 20 40 60 80
Ulv] 1,4 1,5 1,65 1,85

RieSenie
Polyném tretieho stupiia ma tvar:

U(t)=a+bt+ct?+dt3, (10.28)

kde a, b, ¢, d st koeficienty, ktoré treba urcit. Pomocou tabul’ky mézeme pre kazdu teplotu
urcit’ jednu rovnicu, celkom 4. Mame teda ststavu 4 rovnic So 4 neznamymi, ktorej maticovy
tvar vyzera nasledovne

1 20 20% 20°|(a) (14
1 40 40% 40%||b| | 15
1 60 60° 60°||c| |165
1 80 80° 80°)\d) (185

Systém rieSime Gaussovou elimina¢nou metodou. Vysledok je:
a=1.35b=12510"c=6.2510°d=9.25 10"

KedZe koeficient d je velmi maly aaj nasobenie s tretou mocninou teploty je stale
zanedbatel'né &islo radu 107, Z tohto vyplyva, Ze asi v danom rozsahu nam sta&i funkcia len
druhého radu.

Uloha 10.4:

Ststavu rovnic rieSte pomocou Jacobiho metody:

11 2 1)(x1) (15
1 10 2 || x2|=|16
2 3 -8)(x3 1

RieSenie

Pri rieSeni tejto matice pouzijeme pozadovanu Jacobiho metddu (10.21). Komplexné rieSenie
celej ulohy je v nasledovnej procedure:

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
var x,y,b:Vektor;
A:Matica;
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i,n,Pocet:integer;
e,s,Error:real;

begin
NacitajMaticu(Edit2.Text,n,A);
Memo1l.Clear;

Vypis(n,A);
e:=1;
Pocet:=1;
fori:=1tondo
x[i]:=0; {vstupny nulovy vektor}
Error:=StrToFloat(Edit1.Text);
while(e>Error) do begin {porovnanie k a k+1 iteracie}
inc(Pocet);
if Pocet = 100 then break; { ukonéenie vypoctu po 100 krokoch}
fori:=1to n do b[i]:=A[i,n+1]; {urcenie vektoru b z rozSirenej matice A}
Jacobi(n, A, b, x, y); {Jacobiho metdda}
S:=0;
fori:=1to n do S:=S+abs(x[i]-y[i]); {vypocet chyby}
X:=Y; {vymena vektorov}
e:=S;
end;

fori:=1tondo
Form1l.Memol.Lines.Add(IntToStr(Pocet)+":x('+IntToStr(i)+")
="+FloatToStr(x[i]));
end;

Program sa spusti po kliknuti na Rataj (Buttonl). Najprv nacita stibor *.txt kde sa
nachddza matica, ktorti nasledne vypiSe. V d’alSom kroku nacita chybu iteraéného procesu
anasleduje iterdcia pomocou procedury Jacobi. Program vyuziva procediry v kniZnici
LibMatice. Po odpovedajucom pocte krokov vypise vysledny vektor, ktory ma hodnoty:

x' =(1.0564,1.3642, 0.65069)"

Uloha 10.5:

Obr. 10.2 je diagram bludiska pouzivaného v laboratornom experimente. Experiment sa
zafina umiestnenim mysi na jeden z desiatich vnutornych priese¢nikov bludiska. Ako
nahle sa my$ objavi vo vonkajSom koridore, nemdéze sa vratit’ do bludiska. Ak je mys
v jednom z vnitornych priesecnikov jej vol’ba ciest sa predpoklada za nahodni.

AKka je pravdepodobnost’ toho, Ze sa mys objavi v ** koridore jedlo™, ked’ za¢ina
na i-tej krizovatke? (college web)

RieSenie

Nech pravdepodobnost’ vyhry (ziskanie potravy) zacinajucej na i-tej krizovatke je
reprezentovana pravdepodobnost'ou p;. Potom tvar linearnej rovnice zahfhajiuce p; sa rovna
pravdepodobnostiam spojenym so susediacimi priese¢nikmi s i-tou krizovatkou.
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RieSenie

Obr. 10.2 Diagram bludiska.

Napriklad: my$ na prvej krizovatke ma pravdepodobnost’ vyberu dolnych spravnych
ciest a straty. Strata (0) odpoveda pravdepodobnosti vyberu lavej a pravej hornej cesty.
Pravdepodobnost’ "vyhry" odpovedd vyberu spravnych spodnych ciest. Pravdepodobnost’ (1)
odpoveda vyberu "Jedla". Vysledna pravdepodobnost’ prvej krizovatky je teda:

1 1 1 1
p, = Z(O)+Z(O)+Z P, +Z Ps

horny dony
limit limit

(10.29)

Pomocou podobného uvaZovania sa da napisat’ d’alSich devét’ pravdepodobnosti:

=1(0)+1p, +ip,+2p, +1ps
:%(o) 5p1+‘p2+§p5+§p6
s=20)+ip,+ip,+ip, + %ps

p5=%p2+ Ps+§Ps+5Ps 5 Ps+ 5P
:%(0) 5p3 5p5 €p9+§p10
Z%(O)Jr ()+Zp4+% Pg
=L()+ip, +ips+Lip, +1p,
%(1)+%p5+%p6+%ps+%pm

p1o :%(O)+%(l)+%pe +% Pg

Prepisanim tychto rovnic do Standardnej formy sa vytvara systém desiatich linearnych rovnic
pre desat’ premennych, ktorych rozSirena matica ma tvar
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O O O o o

P P P PP O O O O O O

o O O O O O o

o 0 -1 0 0 -1 4

Pomocou Gaussovej-Seidelovej iteracnej metddy S pociato¢nou aproximaciou py = P2 = .. .=
P10 = 0 dostavame (po 18 iteraciach) nasledovni aproximaciu

p1 =0.090, p2 =0.180
p3 = 0.180, p4 = 0.298
p5 = 0.333, p6 = 0.298
p7 = 0.455, p8 = 0.522
p9 = 0.522, p10 = 0.455

Problém Struktary pravdepodobnosti popisany v danom priklade sa vzt'ahuje kK tzv. metode
kone¢nych prvkov, ktora sa pouziva v mnohych technickych problémoch. VSimnite Si,
Ze matica vytvorena v tomto priklade sa vacSinou sklada z nul. Tieto matice su tzv. riedke.
Pre rieSenie sustav rovnic S riedkymi koeficientmi matice st Jacobiho a Gauss-Seidlova
metoda ovel’a ti¢innejsie ako Gaussova elimindcia.

10.9 Metoda najmensich Stvorcov

Majme z merania sibor n bodov so suradnicami (X;,y;), U ktorych predpokladame
linearnu zavislost y=ap+a x. Pomocou metddy najmenSich Stvorcov dokdzeme urcit
parametre ap, a; danej priamky tak, aby ¢o najlepSie odpovedala nameranym bodom. Podstata
spociva v tom, ze sa hl'ada taky sucet Stvorcov (druhych mocnin) vzdialenosti jednotlivych
bodov y; od predpokladanej priamky, aby bol ¢o najmensi mozny (Obr. 10.3). Tuto
podmienku mdzeme zapisat’ vzt'ahom

n
> (g +ay.% - y; ) = min
i1

(10.30)
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80

80

Obr. 10.3 Prelozenie (a) priamky (R=0,92984) a (b) kvadratickej (R = 0,9946) funkcie
cez namerané body. Modrou zvislou ¢iarou su znazornené vzdialenosti jednotlivych
bodov y; od predpokladanej krivky. Z obrazkov je zrejmé Ze kvadraticka funkcia
vyrazne lepsie popisuje namerané body.

Z matematiky vieme, ze lokalny extrém funkcie ziskame vtedy, ked’ jej prva derivaciu (prvé
parcidlne derivéacie) polozime rovnl nule

0 (v 2 0 (< 2
Z(ao+a1-xi_Yi) =0, ~ Z(a0+al'xi_yi) =0.
8a-o i=1 63-1 i=1
Ked’Ze vieme, Ze dand funkcia ma urcite lokdlne minimum, nepotrebujeme uz k tomu druhu
derivéaciu. Po prvej derivacii dostavame vyraz, ktory je funkciou dvoch premennych ap a a;
a po jednoduchej tprave dostavame sustavu dvoch rovnic s dvomi neznamymi
n n
2% (ag +a1.% —¥;)=0, 2" xi(ag +aq.x; - ¥i)=0 .
i=1 i=1

Thto ststavu rovnic mézeme d’alej upravit’ rozpisanim na sucty

n n n n n 9 n

ag-y L+agy X - ¥i=0, 80-) X +a.) X[ =D Xi.Yi .

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Jednotlivé sumy sa v danych vyrazoch daju spocitat’ a ich vyjadrenie si ozna¢me nasledovne:

n

n n
>'1=50=n, > % =81, > xi% =82,
i=1 i=1

i= i=1 (1031)
n n n 2
D vi=To, D% =TL Dyic=T.
i=1 i=1 i=1

Po zavedeni tychto vyjadreni mozeme sustavu rovnic prepisat’ do maticového tvaru:
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S0 S1)a) (TO
S1 S2)\a ) (T1
Takyto prepis do maticového tvaru ma vyhodu hlave pri metéde najmensich Stvorcov

pri pouziti interpolacnej funkcie vysSieho radu. V tomto pripade pre interpolaciu priamkou
y=ag + & x pre jej koeficienty platia nasledujice vztahy:

a :LS“ZO ag = 102151 (10.32)
ns2-Ss1 n

Velmi Casto je aj dolezité vediet’ aka je korelacia medzi nameranymi bodmi a interpolacnou
funkciou. K tomuto sa pouziva koeficient koreldcie, R, ktory ma nasledovny tvar:

nT1-S81TO

_ (10.33)
Jns2-s12/nT -T0?

R

Odvodenie daného koeficientu mozno najst’ vo viacerych publikaciach (Navara, 2003; Pang,
2006). Stvorec koeficientu korelacie, R% ktory sa nazyva koeficientom determindcie, je
vyznamnym c¢initelom pre postdenie vhodnosti modelu. Testovanim modelu pomocou
koeficientu determinécie sa overuje jeho Statisticka vyznamnost'.

Pre interpolaciu ziskanych dat kubickou funkciou y=agy+ayx+a,x? +agx
matica nasledovny tvar

3 ma

SO S1 S2 S3)a,) (TO
S1 S2 S3 S4|a| |T1 (10.34)
S2 S3 S4 S5|a,| [T2
S3 S4 S5 S6)lag) (T3

pricom vyjadrenie pre S3 az S6, T2 a T3 je evidentné zo vztahov (10.31). Na rieSenie takejto
a podobnej sustavy rovnic s viacerymi neznamymi sa da potom vyuzit' jedna z iteraCnych
metod, ktoré sme popisali v predchddzajicich odsekoch.

V pripade exponencialnej zavislosti y =aeP* je potrebné tuto funkciu upravit' tak, aby
bolo mozné pouzit’ tito metddu. Logaritmovanim danej rovnice dostdvame

Iny=Ina-+bx. (10.35)

Pri pouziti nasledovnych prepisov: v=Iny ,ap=Ina , a;=b dostdvame linearnu zavislost’

V tvare
Veag+agx, (10.36)

kde sa da uz aplikovat’ MNS. Jediné ¢o treba po vypocte urobit’, je spat’ prepocitat’ vypocitany

koeficient ag pomocou vztahu a =e®* a druhy je rovny b = aj.
Nasledujiica procedura sluzi na vytvorenie matice typu (10.34) pomocou metddy
najmensich §tvorcov, pricom rad interpolacnej funkcie je urceny ¢islom rad
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procedure MNSMatica;

Var rad,i,j:integer;
Subor:string;
T1:TextFile;

begin

Subor := Edit1.Text;
rad := SpinEditl.Value;

AssignFile(T1,Subor);

Reset(T1);

ReadlLn(T1,n);

fori:=1tondo
Read(T1,XY[i,1],XY[i,2]);

CloseFile(T1);

for j:=1 to rad+3 do begin
S[j] := 0;T[j] := O;
fori:=1to ndo begin
S[j] := S[jl+Power(XY[i,1],j-1);

{definicia jednotlivych premennych}

{subor na nacitanie z pocitaca}
{mocnina interpolacnej krivky}

{otvorenie suboru}
{pocet Cisel}
{XY matica typu n x 2}

{nacitanie jednotlivych dvojic}
{uzatvorenie suboru}

{vypocet koeficientov Sx}

T[j] == T[]+ XY[i,2]*Power(XY[i,1],j-1); {vypocet koeficientov Tx}

end;
end;

forj:=1torad+1 do begin
fori:=1torad+1do
A[j,i] := S[i+j-1];
b[j] := T[jl;
end;

Memol.Lines.Add('Matica OK');
VypisMaticu(rad+1,A);
end;

{vytvaranie rozsirenej matice}

{A:matica}
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11. Numerické modelovanie realnych dejov

S diferencialnymi rovnicami sa stretneme na kazdom kroku vo fyzike, v technike ako
aj v inych prirodnych vedach. Je to hlavne pri formulacii zakonov a pri rieSeni prikladov ako
je napr.: pohyb Mesiaca, Zeme &i Slnka, dynamika rakety alebo $irenie oceanskych vin.
Zostavenie DR je tiez dolezitou castou matematického spracovania tlohy. Diferencidlne
rovnice, s ktorymi ste sa stretli vo fyzike medzi prvymi, boli rovnice vyjadrujiace rychlost’
a zrychlenie pohybu hmotného bodu (1.10), (1.21):

dx dv  d*x
V=—, a=—=—1rH,
dt dt dt?

pricom ich rieSenim su X =vt+vg, x="%a 2 + Vot + ag.
Diferencidlna rovnica predstavuje zakladnu ulohu integralneho poctu. Najjednoduchsia

diferencidlna rovnica ma tvar:

,_dy (11.1)
y= it f(t).

Ako rieSenie staci najst’ taka funkciu: g (t) =y, ktorej derivacia bude funkcia f (t). RieSenim je
potom neurcity integral:

y=9( = [f@®dti+C, (11.2)

Diferencialnu rovnicu (11.1) prenasobime dt, ¢im dostaneme vysledok dy = f (t)dt, ktory uz
len preintegrujeme podla casu. V rieSeni diferencidlnej rovnice vystupuje integracna
konstanta C. Takéto rieSenie volame vseobecné riesenie. Diferencialna rovnica ma nekoneéne
vela rieSeni. VSeobecné rieSenie: y = ¢ (t, C) — sustava kriviek. Ak v§ak mame pociato¢nti
podmienku, potom rieSenie predstavuje len jednu krivku: y = g (t, Co) ( nech vSeobecné
rieSenie je: y = t?+Ca pociato¢na podmienka y(1) = 1, potom rieSenie je presne definované
ako:y = t%).
Diferencialna rovnica spolu so za¢iato¢nou podmienkou sa vola Cauchyho uloha:

y'=i—>t/= fEy), vt)=Y,. (11.3)

Z uvedeného mozno vidiet’, ze tloha riesit’ diferencidlnu rovnicu sa zovSeobeciiuje na tlohu
hladat’ neurcity integral k danej funkcii. Zo znalosti z matematiky vieme, Ze vypocitat’
neurcity integral nie je vzdy jednoduchd vec, ale dany integral je uZ rieSenie rovnice. Najst’
a zostavit’ takyto integral v jednoduchej diferencialnej rovnici nie je az také zlozité, no pri
diferencialnych rovniciach vyssieho radu je to komplikovanejsie.
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11.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je najjednoduchsou jednokrokovou metddou. Z tejto metddy vychadzaju
numerické metddy zalozené na diskretizacii premennych. Vysledné rieSenie teda nie je spojita

funkcia, ale generuje sa ako postupnost’ uzlov v Casoch
to = a, ty, t, ..., pre ktoré sa vypocitaju Cisla yo = C, Y1, Y2, ... . Tieto vypocitané hodnoty
aproximuju presné rieSenia: Y(to), y(t1), y(t2), . . .. Vzdialenosti ¢asovych uzlov tj - tiq st

definované ako krok, pricom vyber kroku zavisi od typu problému. Najjednoduchsi pripad je
ked’ st uzly ekvidistantné, rovnako vzdialené o dizku h. Ak teda potrebujeme vediet’ riesenie
na intervale <a, b> rozdeleného na n bodov a posledny casovy uzol je t, = b, potom
pre Casovy krok plati: 4t =(b—a)/nat=a+ih,i=0,1,...,n

Na odvodenie vztahu pre Eulerovu metddu pouzijeme Taylorov rad. Pomocou tohto
radu sa da zapisat’ funk¢na hodnota funkcie y(t;) v bode t; = tp + h pomocou znamej hodnoty
y(to) v predchadzajacom bode tp v nasledovnom tvare

Ed_

(11.4)
> d t)”

ty) +

yt,) = y(t)+OI

Ak zoberieme do uvahy, e Gasovy krok A7 = t; - to je maly, potom vietky &leny radu A7
a vysSiecho mozno zanedbat’. Dalej vieme presni hodnotu derivacie funkcie, ktord je dana
diferencialnou rovnicou so zaciatoénou ulohou skumaného problému (11.3). Spojenim

vSetkych tychto informécii dostdvame predpis pre Eulerovu metddu:
Voo =Y.+ T, y,)AL,  At=t , —t n=0,12,. (11.5)

n+. n

kde yn = y(tn).

Chyba vjednom kroku tejto metody je umernia At?. Pocet krokov k dosiahnutiu
odpovedajuceho vysledku je n = (t, — to) / At. Teda celkovéa chyba: & = n At = At, ¢o je aj
dovod, zZe tejto metdde hovorime metoda prvého radu.

Procedure Euler;

begin

a:=0; { pociatok simuldcie }

b :=1; { koniec simulacie }

dt :=0.05; { ¢asovy krok }

n:=round ((b-a)/dt); { pocet krokov }

y[0] :=1; { pociatocnd podmienka }

fori:=1tondo
y[i] := y[i-1]+dt * f(i*dt); { f — definovana funkcia }
end;

Ked’ urobime rozbor chyb danej metddy, zistime, Ze spociatku je vel'mi presna, ale
tato presnost’ neustale klesa. Je to z toho dovodu, lebo hodnota derivacie v zaciatku kazdého
intervalu sa pouziva pre urcenie odhadu na konci intervalu. V kazdom kroku dand metdda
produkuje chybu, ktora sa neustale kumuluje.
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Uloha 11.1:
Rieste nasledovnu Cauchyho ulohu
y=(1-0.01t)t, y(t, =0)=1

na intervale ( 0, 1 ) pomocou Eulerovej metody pre casové kroky At = 0.1 a 0.05 a 0.01.
Vysledky v ¢ase t = 1 s porovnajte s presnym rieSenim.

RieSenie:

Zo zadania danej ulohy vieme, Ze V Case to = 0S je y(t0 =O)=1. Pre funkciu f(t) podla
vztahu (11.5) plati: f(t) = (1 —-0.01t) t a vypocet pre At = 0.1 je

y, =y(0)+ f(0.1)-0.1

y, =1+0.1 (1-0.010.1) 0.1=1.00999

y, =1.00999+0.1 (1-0.010.1) 0.1=1.02995
y, =1.05986,...., y,, =1.54615

Pre kroky h =0.05 a 0.01 rieSte pomocou pocitacového programu. Vysledky su: (1. 5214125,
1. 5016165). Presné rieSenie je y =1t* —0.01t°/3+1a y(t = 1) =1.496666 .

1,6

1,5 L : : /

—a—h =0.05 3
1,4 —e—h=0.01 : A
rieSenie 7

1.3

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Obr. 11.1 Porovnanie vysledkov pre kroky 47 =0.05 a 0.01 s presnym rieSenim.

11.1.1 Newtonov zakon chladenia /ohrievania

Newtonov empiricky zdkon o chladeni / zahrievani predstavuje rychlost zmeny
teploty telesa s Casom. Tato zmena je umerna teplote telesa i1 rozdielu medzi teplotou telesa
a teplotou okolitého prostredia. Tento zakon vyjadruje tiez vztah medzi rychlostou vymeny
energie sposobenej konvekénym transferom tepla na rozhrani medzi tuhym telesom a tekutym
alebo plynnym prostredim.

Newtonov zakon chladenia sa pouziva na modelovanie zmeny teploty telesa (objektu)
umiestneného v prostredi s odliSnou teplotou. Zdkon mozno vyjadrit’ nasledovne:
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a7 _ (o 11.6
o= k(T (11.6)

kde T =T(t) reprezentuje teplotu telesa v Case t, Tp je teplota okolitého prostredia a k je
konsStanta vymeny. Exaktnym rieSenim tejto diferencialnej rovnice s pociatocnou podmienkou
T(0) = Ty dostavame pre Casovi zmenu teploty telesa vyjadrenie v tvare:

T=T(t)=(To-Tp)e " +Tp. (11.7)

Uloha 11.2:

Rieste Newtonov zdakon chladenia pre periodickii zmenu teploty. V rovnici (11.6) nahrad’te
T, funkciou Tp(t) = Tp + Ta sin(@ t), kde Ta je amplitida periodickej zmeny teploty
prostredia okolo Tp a @ je uhlovd frekvencia danej zmeny. RieSte pre parametre:
To =45 °C, Tp = 25 °C aTa = 15 °C. Zistite, ako vplyvajii zmeny parametrov ka o
na vysledok.

RieSenie.

Aj vtomto pripade budeme pouzivat Eulerovu metodu (11.5), ked’Ze sa nejedna o rychle
zmeny teploty. Ak teplota prostredia je konstantnd a nizSia ako zaciato¢na teplota telesa,
nastava len exponencialny pokles teploty telesa na teplotu prostredia. Rychlost’ poklesu zavisi
od velkosti konstanty Kk, ¢im je vécSia, tym rychlejsi je pokles. V tomto pripade vysledna
teplota telesa sa tiez periodicky meni, pricom jej priebeh zavisi na uhlovej rychlosti @
a konstante k (Obr. 11.2).

— e =
Teplota prostredia {25 ;_| C Periodicita: 15 Sin ( I[S_x 1)

KonStanta tmernosti |1

Vysledky

27 6590315304736
26.5148064361851
25,2774560123305
24,0238596449101
22,8319096943825
21,775668100415

20,3207614976762
20,320300756096

20,0115786878733

Obr. 11.2 RieSenie Newtonovho zakona chladenia pre periodicki zmenu teploty
Tr(t) = 25 + 15 sin(5 t), poéiatoéna teplota budovy 45 °C ak = 1.

11.2 Modelovanie pohybovej rovnice

Na rieSenie zdkladnych numerickych modelov pohybu v gravitatnom poli Zeme staci
na zaciatok aj Eulerova metoda, ktoru bez problémov zvladaju aj stredoskoléci. Pri tychto
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pohyboch je diferencialna rovnica pomerne jednoducha a véac¢sinou vyjadruje, ako sa meni
zrychlenie & . Vyjadrit’ zrychlenie sa da z II. Newtonovho zakona (2.1) v nasledovnom tvare:

é=m=a(t,r,v). (11.8)

Zo zrychlenia dokaZzeme bez problémov wurit rychlost apolohu daného telesa
V nasledujicom ¢asovom okamihu. Z vypocitanych hodndt potom zostrojime grafy ¢asovych
zavislosti danych kinematickych veli¢in, alebo v urcitej mierke zobrazime trajektériu pohybu,
na ktorej mézeme vyznacit’ postupnost’ okamzitych poloh hmotného bodu ¢i telesa.

Ak zvolime dostatocne maly Casovy krok, mézeme v intervale <tj, tj:1> povazovat
vyslednu silu, ktord pdsobi na teleso, a teda aj jeho zrychlenie, za konStantné. Z tohto
predpokladu plati:

Viy1 =Vj +a; At (11.9)
i1 =1+ At (11.10)
ti =t +At, (11.11)

kde aj, vj, ri su zrychlenie, rychlost’ a poloha v ¢ase tj, @ aj+1, Vi+1, Fi+1 sU zrychlenie, rychlost’
a poloha v case tis1 =t; + At.

Vztahy (11.8) az (11.11) musime pri numerickom vypoéte opakovane pouzivat
v ur¢itom vopred zvolenom poradi, pricom (11.8) musi byt pred (11.9) a vztah (11.11)
obvykle radime ako posledny. Mame teda tri moznosti usporiadania vypoctu, ktory podla
poradia krokov v programovom cykle oznacujeme skratkami ARV, AVR aRAV
(A. . . vypocet zrychlenia, V. . . vypocet zmeny rychlosti, R. . . vypocet zmeny polohy).
Postup vypoctu pre jednotlivé metddy je podla poradia zapisany v nasledujucej tabulke
(Sedivy, 2005):

ARV AVR RAV
a=aft, Vi) & =aft Vi) Yis1 = Yj +Vj At
Yi+1 = Yi +Vi At Viel =Vi Fa At ai=alti, Vi1, i)
Vit1 = Vj +aj At Yit1 = Vi +Viq At Vi+1 = Vi +aj At

G =10 +At G =1t +At G =t +At

Tabulka 11.1Vztahy pre jednotlivé metody.

Metddy ARV a RAV sa liSia, len ked zrychlenie hmotného bodu zavisi na jeho
polohe. Napriklad pri $tadiu pohybu v homogénnom gravitatnom poli davaju obe metody
rovnaky vysledok.

Ked’ze pouzivame Eulerovu metddu, ktord mé presnost’ len prvého radu, treba si
pozorne vybrat ten spravny model. Pri vybere nesprdvnej postupnosti vypoctov modzeme
dostavat’ nespravne fyzikalne vysledky. Pri vypocte padu telesa v homogénnom gravitatnom
poli dostavame priblizne vzdy rovnaké vysledky. No pri kmitavom pohybe uz pouzitie ARV
modelu vedie k nespravnym vysledkom (Obr. 11.3), lebo zrychlenie ateda aj sila zavisia
na polohe: F =-kx (7.2).
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Uloha 11.3:

Harmonicky oscilator: Znazornite kmitavy pohyb zdvaZia S hmotnost’ 156 g zaveseného
na pruzine s Konstantou tuhosti 2,2 N/m.
zdroj: kmity_pruzina2.avi

RieSenie:
Pri jednoduchom harmonickom kmitavom pohybe sila spdsobujiica pohyb je Umerna
vychylke: F=—ky (7.2). Pre simulaciu vysta¢ime s Eulerovou metddou, priom pouzijeme

metddu AVR s Casovym krokom At. Pohybovi rovnicu popisujucu pohyb v smere 0siy
jednoducho upravime a dostaneme nasledovné vyjadrenie pre y-ovu zlozku zrychlenia:

ay = _% y . (11.12)

Vysledny kmitavy pohyb harmonického oscildtora sa da popisat’ napr. funkciou kosinus
s uhlovou frekvenciou @=~k/m v tvare:

y(t)= Acos(wt) = ACOSU% tJ |

pri¢om perioda pohybu je T =2z+vk/m a jej hodnota je 3.2 s.

Obr. 11.3 Simulacia kmitavého pohybu: ¢ierna krivka AVR a ¢ervena ARV metéda.
Z obrazku je zrejmé, Ze pouZzitie metédy ARV dava nespravne vysledky.

Na Obr. 11.3 je znazornena simulacia kmitavého pohybu pre 2 rézne metdody: Cierna
krivka AVR a ¢ervena ARV metoda. Z obrazku na zaklade skasenosti mozeme povedat,
ze pri pouziti metddy ARV dostavame urcite nespravne vysledky. Zo skusenosti vieme,
ze vychylka s ¢asom klesa a urcite nerastie. Pri vypocte polohy zo zrychlenia (metoda AVR)
dostdvame spravne vysledky.

Harmonicky oscilator. AVR metdda

//----- premenné, konstanty - - - - - -

dt=0.04; { ¢asovy krok [s] }

k=2.2; { konstanta tuhosti [N/m] }
m = 0.055; { hmotnost telesa [kg] }

[/------ pociato¢né hodnoty - - - - - - -
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Graf(g,-0.15,0.15,0,8,8,6); {rozmery grafu su prispdsobené vysledku}

fori:=1to 200 do begin

a:=-(k/m) *y;v:=v +a*dt; { zrychlenie a rychlost }
y =y +v¥dt; t:=t+dt; { poloha a ¢as }
PolozPero(g, t, y);

end;

Uloha 11.4:

Pdd telesa a vrh nahor: Zistite, ako vplyva odporova sila na pad guli¢iek a pri pohybe lopty
po vyhodeni nahor vo vzduchu.
zdroj: vrh_nahor2.avi

RieSenie:

Tento pripad je zaujimavy aj tym, ze sa meni smer odporovej — aerodynamickej sily (8.1), ¢o
treba spravne zapisat’ v programe. Pri pohybe smerom nahor je vysledna sila vécSia ako
v pripade padu nadol. Ak zachovame, Ze rychlost’ je kladna pri pohybe nahor (v smere osi Y)
a zaporna pri pade (proti smere osi y), potom mozeme vyslednu silu zapisat’ v tvare

F=-mg-1CSpvj. (11.13)

Napriek tomu, ze sa jednd uz o zlozitejSiu numerickd simulaciu, aj v tomto pripade pouzijeme
Eulerovu — AVR met6du. Jedna sa o kratky casovy okamih, teda mozeme dat’ kratsi casovy
krok, a tym kompenzovat’ nepresnost’ danej metody.

|
Rétaj i i Zmaz |
Parametre padu - S \

h=[i5  [m] / o
w=5  msl L | \
Parametre / '\
6

=1 Ty

L e— s e i
B=Pp NI \

tg=[155 [s] 00 04 l-” 11 14 18

Obr. 11.4 Porovnanie realnych vysledkov ziskanych z Trackeru s numerickou
simulaciou. Cierna krivka — neuvazoval sa odpor vzduchu, modré bodky— data
Z realneho merania ziskané pomocou Trackera.
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Pad lopticiek a Vrh nahor loptou. AVR metoda

{------ premenné, konstanty ------ }
C =0.4s; { sucinitel odporu }
rho=1.3; { hustota vzduchu [kg.m”(-3)] }
R =0.10; { polomer lopty [m] }
m =0.258; { hmotnost lopty [kg] }
g =9.8; {tiazové zrychlenie [m.s"(-2)] }
dt =0.02; { ¢asovy krok [s] }
A = C*pi*RA2*rho/m { suhrnna konstanta }
{----------- pociatocné hodnoty - - - - ------- }
y0 =1.5; { pociato¢nad vyska [m] }
vO = 6.6; { pociatoc¢na rychlost [m/s] }
t=0; y =y0; v=v0;
f------ - model -------------- }
Graf(g,0,1.6,0,4,5,5); { rozmery grafu su prisp6sobené vysledku }
fori=1to 1000 do begin
a =-g- A*v*abs(v); { zmena zrychlenia vplyvom odporu vzduchu }
{ v meni smer odporove;j sily }
v =V +a*dt; { poloha}
y =y +v*dt; { rychlost }
if y < 0 then break; { dopad na zem }
t=t+dt; { narast ¢asu }
PolozPero(g, t, y); { vykreslovanie vypocitanej polohy }
end;

Z vysledkov prezentovanych na Obr. 11.4 je jasne vidiet, Ze v pripade zanedbania
odporovej sily — ¢ierna krivka, pozorujeme vyraznej$ie nepresnosti ako je maximalna vyska
a cas dopadu. To sa zhoduje snaSim predpokladom abeznymi skusenostami s odporom
vzduchu. Tu vidime, Ze v pripade zanedbania odporove;j sily teleso doleti vyssie, pripadne
d’alej. Modré bodky su z redlneho experimentu ziskané pomocou Trackera. Na obrazku nie je
znazornena numerickd simuldcia so zaratanim aerodynamického odporu, lebo sa uplne
stotoznuje s redlnymi datami.

V rdmci definicii rozsahu zakreslenia vysledkov do grafu je treba vediet maximalne
hodnoty casu letu a dosiahnutej vysky. Tieto hodnoty dostaneme jednoduchym vypoctom,
ked’ zanedbame odpor vzduchu. Draha a rychlost’ rovnomerne spomaleného pohybu HB je
dand rovnicami:

s=h+vt-3g t2

V=Vg— gt ,
kde h je pociatocna vySka z ktorej vyhadzujeme teleso pociato¢nou rychlostou vo (4.13)
(4.14). Maximalna vyska sa dosahuje, ked’ je rychlost’ telesa vy = 0 m/s, teda v case tm = Vo/g
a jej hodnota je

s(t,)=h, =h+1vZ/g.

Po dosiahnuti maximalnej vysky teleso pada vol'nym padom cas ty. Jeho hodnotu uréime
znova zo vztahu pre drahu rovnomerne zrychleného pohybu nasledujucim vypoctom:



Numerické modelovanie redalnych dejov 175
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Ked uz teraz pozname cCas letu do maxima ty, a cas padu ty, pre celkovy ¢as plati len ich
jednoduchy sucet:

tt=tn+1y.
11.3 Modifikovana Eulerova metoda

Eulerova metoda nevynika velkou presnost'ou. Ked urobime rozbor chyb danej metddy,
zistime, Ze spociatku je dost’ presnd, ale tato presnost’ neustale klesa. Je to z toho dovodu, lebo
hodnota derivacie v zaciatku kazdého intervalu sa pouziva pre urcenie odhadu na konci
intervalu. V kazdom kroku teda dana metdda produkuje chybu, ktora sa neustale kumuluje.
VylepSenie tejto metddy je zalozené na pouziti priemernej hodnoty namiesto derivacie podla
vzorca.:

Ve = Vi + f(tnv)’n)+f2(tn+Athn)At ) (11.14)
Tomuto zédpisu sa hovori modifikovand Eulerova metdda. Pri jej pouziti vSak nepozndme
hodnotu funkcie na konci druhého kroku. V tomto pripade potrebujeme pouzit'® vhodnt
metodu odhadu. Modifikovana metdéda pouziva k tomuto zaciatocnému odhadu poévodnu
Eulerovu metodu. V tomto pripade existuju dve moznosti a to odhad v poloviénom kroku,
alebo na konci kroku. Pre prehl'adnejsi zapis modifikovanej Eulerovej metddy sa pouzivaju
dve pomocné premenné: k; a k.

Ak si vyberieme moznost pre odhad rieSenia Vv polovici kroku, dostavame prvi
modifikovanii Eulerovu metédu. Pocitame ju podla vzorcov:

kl = f (tn! yn)
1 1
k2 = f (tn + EAt, yn + EAtkl) (1115)

yn+l=yn+At'k21 At=Xn+1_X

n

V pripade druhej moznosti, kde urobime odhad rieSenia na konci kroku, dostavame druhi
modifikovanii Eulerovu metédu. \V tomto pripade st vzorce nasledovné:

kl = f(tn' yn)

k, = f(t, +At,y, +Atk,) (11.16)

n+ 1:n

yn+l:yn+%At'(k1+k2), At =t

Prvé aj druhd modifikovana metdda sa pouziva aj pod pojmom Runge Kutta 2. radu.
Algoritmus prvej modifikovanej Eulerovej metody vyzera nasledovne:
Procedure Euler2(x0,y0,n,h,var xx,yy:Vektror)

Var icinteger
ki, k2:real;
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Begin
xx[1] := x0;
yy[1] :=y0;

fori:=1tondo
k1 := h*f(xx[i],yy[i]);
k2 := h*f(xx[i]+h/2,yy[i]+k1/2);
xx[i+1] := xx[i]+h;
yyli+1] := yy[i]+k2;
end;
End;

11.4 Metédy Runge Kutta

Tieto metddy st vel'mi univerzalne a v technickej praxi ¢asto pouZzivané. V podstate st
zalozené na Taylorovom rozvoji funkcie, ale nie priamo tak, aby sme nemuseli urovat
hodnoty derivacii funkcie. Tieto sa aproximuju vypoftom samotnej funkcie vo vhodne
zvolenych strategickych bodoch. Ich v§eobecna schéma ma tvar

Yk+1 = Yk +a1k1+a2k2+a3k3 +...+apkp, (1117)
p
k,=h-f(xk+a,h,yk+2ﬂ”—kj], r=123..p , (11.18)
j=1

kde aj, ai, i st vhodne vybrané konstanty.
Podl'a hodnoty f; rozdel'ujeme dani metddu na:
e explicitnd metéda: fj =0,  j=r, postupne urujeme koeficienty k;

e implicitnd metoda: Srj#0, j=r,na ziskanie kj musime riesit’ siistavu rovnic.

V pripade explicitnej metdody nezndme koeficienty volime tak, aby rieSenie urcené
rovnicou po rozvinuti do Taylorovho radu malo ¢o najviac ¢lenov rovnakych ako v rozvoji
presného lokalneho rieSenia. Ide vlastne o postupné urCovanie koeficientov ki pomocou uz
vypocitanych predchadzajucich koeficientov kj, j<i.

ky = hf (X, yi )

ko =hf (x +azh, vy + Boky)

kg = hf (xy +ash, Vi + Batks + Bazkz)
Yk+1 = Yk a1k +agky +agks

(11.19)

V nasledujtcej Casti uvedieme len najznamejsie metody.
Metoda Runge-Kutta 2. radu

ke = £ (k. Vi)

h h
kKo = f| X +—, Y +—K
2 ( k*5y Yk 20 1)

Yks1 =Yk +h-(1—a)-ky +h-a -k, a=1 alebo 1/2



Numerické modelovanie redalnych dejov 177

Ako uz bolo povedané, jedna sa 0 modifikovanti Eulerovu metodu (11.15), (11.16).

NajcastejSie uvadzana a najpouzivanejSia z metdd typu Runge-Kutta je metoda Runge-
Kutta 4. rdadu. Postup je nasledovny: najprv vypocitame hodnoty pravej strany v 4 bodoch
a potom nova hodnota v nasledujucom bode je linearna kombinacia tychto hodnot:

—_~

Xk Vi)
X +h/2,y, +hky/2)

(
(% +h/2,y, +hky/2)
(X +h, yi +hk3)

kg

ky =
ks = (11.20)
Kq

h
Yk+1 = Yk +g‘(k1+2k2 +2k3 +kg)

11.5 RiesSenie sustav diferencidlnych rovnic

Vo viacerych pripadoch mame dve pripadne viacero neznamych, ktoré su zviazané
systémom diferencidlnych rovnic. Majme nasledovny systém dvoch diferencidlnych rovnic
prvého radu:

y= fl(t’ Y, Z)
z=1,(t,y,2) (11.21)
Y(to): Yo Z(to): Zy

Metdda Runge-Kutta 2. radu pre systém rovnic

kl = fl(ti’yiizi)
L= 1,0, v.2)
f,(t, + At,y, +h-k,z, +h-l,)
= f,(t, +At,y, +h-k,,z, +h-I,)

I(2
| (11.22)
2

At At
yi+1:yi+?(kl+k2)’ Zi+1:Zi+7(|l+|2)

V pripade metédy Runge-Kutta 4. radu je viacej vypoctov, lebo politame az 4 x 2
pomocnych koeficientov. Z napisaného je vSak dost’ jasné, ako to bude teraz vyzerat.

Uloha 11.5:

Sikmy vrh— hod loptou: Ka%dy z nds uz urcite hddzal tenisovou loptickou, loptou alebo inym
teleso a vie, Ze d’aleko dohodit’, znamena tiez zvolit’ vhodny uhol. Ako vlastne leti lopticka?
Pociatocna rychlost’ lopticky nech je v a s vodorovnou rovinou zviera uhol a . Pocas letu
tu posobia dve sily: tiaZova sila, smerujuca zvisle dole a odpor prostredia, sila smerujuca

: . o " 1 2
proti smeru pohybu lopticky. Obe sily vieme uréit:F;=mg a FOZECX Jo /AN

kde konstanta Cy zdvisi na tvare telesa (gul’a Cy = 0,4), p je hustota vzduchu, v je vel’kost’
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okamZitej rychlosti a S je jeho plocha. V kaZdom okamihu letu loptiCky plati vektorova
rovnica ma=Fg +F,. Pre vodorovnii zloiku okamZitej rychlosti dostivame z

dv 1
predchadzajucej rovnice plati: md—tX = 3 V?SC, cosa a pre zvisli zlotku rychlosti zase

dv
plati: md—ty =-mg —% V?SC sina. Zakreslite priebeh letu lopticky.

Uloha 11.6:

Lotka a Volterra: Rieste dve navzdjom zviazané diferencidlne rovnice metédou Runge -
Kutta alebo tzv. problém predadtor - korist’ (lisky a zajace).

RieSenie:

Tento problém asi vSetci dobre poznate: Majme maly biologicky mini-eko-systém,
pozostavajuci z dvoch druhov, z ktorych jeden je v potravinovom retazci vyssie a ten druhy
nizSie (inymi slovami, dravec poziera svoju obet, lebo hlad je skratka hlad). Obycajne sa
hovori o liskach a zajacoch. Zacal to v roku 1926 matematik Vito Volterra clanok, ked’
publikoval jednoduchy model predatorov vysvetl'ujici kolisanie populacie ryb
Vv Stredozemnom mori po 1. svetovej vojne. Nezavisle na fiom dospel k rovnakym
diferencidlnym rovniciam i Alfred Lotka. Lotka popisoval hypotetické chemické reakcie,
na ktorych by mohol vysvetlit' periodické chovanie koncentracie reagujtcich latok. Lotka
a Volterra st povazovani za priekopnikov zlatej éry teoretickej ekologie.

To, o ¢o nam v tejto Ulohe ide, je znamy problém rieSenia dvoch navzijom zviazanych
diferencialnych rovnic metédou Runge -Kutta.

Sformulujme teda ulohu a stanovme stratégiu na jej rieSenie. Zmena poctu zajacov Y
zavisi od prirodzeného prirastku daného koeficientom a a poctu zajacov zjedenych liSkami,
koeficient b. Zmena poctu lisok Yy, zavisi od koeficientu ich vzajomnej potravinovej
konkurencie ¢ a koeficientu dostupnosti potravy d. Vysledné rovnice majt teda tvar:

Y1/ :(a_bYZ)Y1
Y2/ :(_C+d y1)Y2

Y1(to) =80, Y2(to): N
Pouzite nasledovné koeficienty a = 1.2; b = 0.01; ¢ = 1; d = 0.02 a potom experimentujte
S pociatocnym poctom zajacov a liSok.

11.6 Diferencidalne rovnice vysSieho radu

Vo fyzike sa stretdvame aj S diferencidlnymi rovnicami druhého radu. Medzi taka
najznamejsiu patri uz spominany II. Newtonov zakon (2.1), ale aj mnohé d’alsie ( prad v RLC
obvode, pohybova rovnica kruhového pohybu, ...). Dany typ diferencialnej rovnice ma
nasledovny tvar s n zaciatocnymi podmienkami:

yO ) = fEy Y@,y ®), Y ).y 1) (11.23)
y¥ (1) = ,(0), i=0,12,.,n-1
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Rovnica sa da zjednodusit zavedenim nasledovnych substitacii: Y, (X) =Yy'(X),
Y,(X) =Y, (X), Y;(X)=VY',(X), ... Takouto jednoduchou substituciou dostivame miesto

diferencialnej rovnice n-tého radu pre neznamu funkciu f(X) systém diferencidlnych rovnic
pre nezname funkcie:

Yo = F(X Y1 Yarer Vo), 1=V, Y'2 = Yae- (11.24)

Riesenie takéhoto systému diferencialnych rovnic sme si uz ukazali v predoslom odseku.

ZniZenie radu diferencidlnej rovnice ukdzeme na Il. Newtonovom pohybovom zékone,
ktory sa pouziva pri rieSeni pohybov telies. V tomto pripade zavedenie znamu substiticiu
v tvare: v(t) = y'(t) a vysledna ststava rovnic pre pohyb v jednom smere ma znamy tvar:

a(x)=f(t,y,v)
v(t)=y'(t)
y(0)=yo. v(0)=vp

Tu by sme mohli pouzit’ postup rieSenia ako v predoslom pripade. No, ked’Ze tento spdsob je
dost’ komplikovany bolo odvodené jednoduchsie riesenie.
Runge-Kutta 2. radu pre diferencialnu rovnicu 2. rddu ma tvar:

k, =a,

k, = alt, +2At/3,v, +k,2At/3,y, +V, 2At/3+k, 2At* /9)
Vi = Vi + Vi At+(k, +k, )At? /4 (11.25)
Vi =V, +(k +3k,)At/ 4
t, =t +At

Jedno z vyuziti je pri vypocte pohybu telesa po kruznici, kde zrychlenie je dané
vyrazom (1.75)
dv . Vv .

gz Vv
i’ R”

V tomto pripade je pouzitie Eulerovej metody nevhodné, lebo déva iplne nespravne metody.
Runge-Kutta 4. radu pre diferencialnu rovnicu 2. radu je v nasledovnom tvare:
ki = a
ky = a(tk + A2,y +K AL 2, Yy +Vi AL/ 2+ Ky At2 /8)
kg = a(tk +At/2,vi +KkoAt/ 2, yy +vat/2+k2At2 /8)

kg = a(tk + At,Vy +KgAL, Yy + Vi At +KgAt /2) (11.26)

At?
Y = Y + Vi At+?'(kl+k2 +k3)

Vi =V, +%-(kl+2k2 +2k, +k,)

t., =t +At
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Uloha 11.7:

Spriahnuté kyvadla. RieSte sustavu dvoch spriahnutych matematickych kyvadiel pomocou
prufiny s tuhost'ou k. Matematické kyvadld majii difku zdvesu | s réznymi hmotnymi
zdvaZiami mi @ My. Skumajte nasledovné moZnosti:

a) Obidve kyvadla vychyl’te na rovnaku stranu.

b) Jedno kyvadlo vychyl'te na opacnu stranu ako druhé.

¢) Jedno kyvadlo vychyl’te 7 rovnovdinej polohy a druhé nechajte v rovnoviinej
polohe (k=3N/m).

Rieste pre parametre: K = 10 N/m, | = 1 m, m;= m, = 1kg, my # mo.

Riesenie: LLLLLLLLL LG L L LT LLLLLL
Diferencidlnu rovnicu popisujucu kmitavy netlmeny
pohyb jedného kyvadla mozno najst’ V literature
(Hockicko, 2013). Dana rovnica sa da prepisat’ na

tvar: mix =—mgx, kde X je vychylka v smere osi X, m v ¥
hmotnost’ telesa al dizka zavesu. V pripade dvoch
kyvadiel  spriahnutych  pruzinou s  tuhostou 0 k

k dostavame dve diferencialne rovnice:
m I = -m,gx —k(x - y)
m,ly =-m,gy —k(y —x),
kde m1, m; je hmotnost’ jedného a druhého zavazia a X, y vychylka prvého a druhého zavazia
Vv Case. Pre jednotlivé vychylky dostaneme nasledovny tvar sustavy diferencialnych rovnic:

X:—gx—L(x—y):—(g+ijx+Ly

m,

X y

I m,l I | m,|
. g k k g k
=—Ty+—(X-y)=+—x—| Z+—y.
e L (I +mzljy

V tomto pripade vyjadrime diferencialnu rovnicu 2. radu pomocou Eulerovej metoda a teda
systém rovnic prejde na nasledovny tvar:

dX Xy —2X, + X _ax +a,y
dt? t? e 27 Xns1 tz(allxn +aiZyn)+2Xn — X

Yoa— 2yn + Yo =a, X, +a,y Vi :tz (aZan + a22yn)+ 2yn ~Yoao
tz n n

kde prvky matice A su ¢lenmi zodpovedajucim predoslym rovniciam.
Cely proces vypoctu umiestnime do tlacidla Button:

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
var

k, I, m1, m2, vl, v2: real;

X,y: array[1..101] of real;

i: integer;
begin
{ Nacitaj jednotlivé udaje --- k, m1,m2,| ------------- }
{x[1], vl — pociato¢na poloha a rychlost 1. kyvadla}
{x[2], v2 — pociatocna poloha a rychlost 2. kyvadla}
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{------ Vytvorenie matice odpovedajucimi prvkami----}
A[1,1] :=-(k/(I*m1) + g/1);
A[1,2] :=k/(I*m1);
A[2,1] := k/(I*m2);
A[2,2] :=-(k/(I*m2) + g/1);
{----- Vypocet polohy v 2. kroku a dalSich krokoch ----}
X[2] := v1*t+x[1];
y[2] = v2*t+y[1];

fori:=2to 100 do begin
x[i+1] := t*t*(A[1,1]*x[i]+A[1,2]*y[i])+2*x[i]-x[i-1];
yli+1] := t*t*(A[2,1]*x[i]+A[2,2]*y[i])}+2*y[k]-y[i-1];
end;
{ Kresli }
Graf(gl, 0,100, -2,2,5,6);

gl.Pen.Color :=clRed; {---- vykreslovanie pohybu 1. kyvadla ----}
PolozPero(g1,0,10*x[1]+1);
fori:=2 to 100 do

Kresli(g1,i,10*x[i]+1);

gl.Pen.Color := clGreen; {---- vykreslovanie pohybu 2. kyvadla ----}
PolozPero(g1,0,10*y[1]-1);
fori:=2 to 100 do
Kresli(g1,i,10*y[i]-1);
end;

Uloha 11.8:

Padd gule v kvapaline. Lamindrne obtekanie telies je sucast’ou stredoskolského kurzu fyziky.
Ked’ si uvedieme i Stokesov vzorec pre vypocet odporu prostredia pri lamindarnom obtekani
gule, sme schopni zostavit’ pohybovii rovnicu pre pdad gule v kvapaline v tvare:
m a =G — Fy - Fs, kde m je hmotnost’ gule, a jej zrychlenie, F\ vztlakova sila a Fs odpor
prostredia. Pre vel’kost’ odporu prostredia plati: Fs =6 & 5 r v, kde zase r je polomer gule,
v vel’kost’ rychlosti a n je dynamicka viskozita kvapaliny. Zakreslite priebeh rychlosti
a drahy gule v kvapaline, kym nedosiahne 99% findlnej rychlosti.

11.7 Viackrokové metody

Jednokrokové metody pre numerické rieSenie diferencidlnych rovnic st velmi casto
pouzivané aj napriek ich komplikovanosti a chyb vznikajucich pri ich vypoctoch. Je to
z dovodu, Ze v ramci vypoctu novej hodnoty y; pouzivaju odhad integralu

Xis1

= | 1yt

X

Z par hodnoét funkcie v bodoch ziskanych z predchadzajiceho vypoctu Xi.1, Vi1 @ pomocnych
krokov. Tieto hodnoty st skombinované tak, aby vykompenzovali vznikajuce chyby pri
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vypoctoch. Takymto spdsobom s za cenu vicsej zlozitosti odvodené aj metddy vysSich
radov (prva a druha modifikacia Eulerovej metody — 2. rad, metédy Runge-Kutta — 4. rad).

Pri viackrokovych metddach sa pouziva na vypocet rieSenia v nasledovnom uzle siete Y;
(Iepsiecho odhadu integralu) niektoré predchadzajice uzly a rieSenia: Xi-3, Xi-2, Xi-1, Yi-3, Yi-2, Yi-1
a fi = f(x; yi). Toto dovoluje napriklad zvysit' rad metody bez toho, aby sme potrebovali
d’alsie pomocné kroky, ako je to v Runge-Kutta metédach. V d’alSej Casti sa venujeme len
metodam s konstantnym krokom kvoli jednoduchosti.

Viackrokovou alebo k-krokovou metédou budeme volat’ metdédu danu vzt'ahom

k K
Yisr =D 2j¥isa-j +h D bjfisaj, (11.27)
=1 j=0

kde &; a bj st konstanty. V pripade ak bj = 0, jedna sa 0 explicitni metodu, ak b; # 0, ide o tzv.
implicitni metddu.

Zrejmou nevyhodou viackrokovej metody je, Ze rieSenie v prvych K uzlovych bodoch X,
..., Xk musime ziskat’ inym sposobom. K tomuto Gcelu sa vicSinou pouzivaju jednokrokové
metody rovnakého radu presnosti, aky ma d’alej pouzivana viackrokova metoda.

11.7.1 Adamsove-Basforthove metédy (explicitné)

Tieto metody tu uvadzame ako jeden z prikladov z explicitnych metéd (Navara, 2003).
Vychadza sa ztoho, Zze hodnotami pravej strany f;, f,,..., f (odpovedajice uzlovym

i—s+1

bodom t,t_,, ...t ., ) prelozime interpolacny polyném ¢; aten integrujeme namiesto
neznamej funkcie f(t, y(t)) v tvare

Yiu—Yi = ]l(oi (t)dt . (11.28)

Xi—s+1

V skutocnosti vSak nie je treba pocitat’ interpolacny polyndm ¢. Z numerického vypoctu
integralov lichobeznikovou alebo Simpsonovou metédou vieme, ze vysledok zavisi linedrne
na predchadzajucich hodnotach

s-1
Vi =i =hy wjfi_j , (11.29)
i=0

kde w; su vopred vypocitané konstanty pre dani metédu. Jeden krok metody teda predstavuje
len jeden vypocet pravej strany ajednu linearnu kombinaciu S hodndt. Rad metddy s teda
predstavuje aj pocet pouzitych bodov.
Ak s = 1, polyndbm ¢ = fi je konstantny a jednokrokova Adamsova-Bashforthova
metoda je totozna s Eulerovou metodou.
Ak's = 2, ¢ je linearny polyném prelozeny bodmi: (t, f,), (t.,, f.,), t..
P Ll 51 _hfi-l (t-t).

Vysledna dvojkrokova Adamsova-Bashforthova metoda ma potom predpis
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Yia=Yithf, +g(fi - fi—l): Yi +g(3 fi - fi_l) . (11.30)

Trojkrokova a stvorkrokova Adamsove-Bashforthove metddy su dané predpismi

Yo=Y+ %(23 f. 16, +5f.,) (11.31)

Yia = Vi +2—h4(55 f—59f  +37f ,—9f.,). (11.32)

Aj tieto metody maju svoje nevyhody. Koeficienty v linedrnych kombindcidch maja
rézne znamienka, vd’aka ¢omu vznikaji zaokrihl'ovacie chyby. Druha vazna chyba je, ze pri
zostavovani polyndému pouzivame interval, ktory je mimo uzlovych bodov — extrapolécia.
Z tohto dévodu sa tieto metdody pouzivaju skorej ako sucast zlozitejSich metod, hlavne
pri metdde prediktor-korektor.

11.7.2 Adamsove-Moultonove metody (implicitné)

Tieto metdody pouzivaju podobni myslienku ako predoslé Adamsove-Bashforthove
metody, teda pravu stranu f(t, y(t)) tiez aproximujt interpolaénym polynémom. Aby sme sa
vyhli velkym chybam vzniknutym pri extrapolacii, na pripravu interpolacného polynému ¢
pouzivame okrem hodnét f;, f, ,, ..., f, ., 1 hodnoty pravej strany v bode ti:; t.].

fia= f(ti+l’ yi+1) '
Tento vysledok vSak uz zavisi ina vyslednej hodnote yis1. Rovnako ako u Adamsovej-

Bashforthovej metody sa aj v tomto pripade postup redukuje na vypocet linearnej kombinacie
hodnot pravej strany

s—1
Yin—Y¥i = hzwj fi—j , (11.33)
i—1

kde w; su vopred vypocitané konstanty pre dany rad metody. Oproti vzt'ahu (11.29) koeficient
J Za¢ina uz na hodnote -1. Po dosadeni za fi.; dostavame rovnicu

s—1
Y=Y +h f(ti+1' Yi+1)+ hZWj f; (11.34)
i—1

ktorej hovorime implicitna metoéda pre neznamu hodnotu yi.;. Nevyhodou je, ze len v malom

pocte pripadov sa da rieSit’ analyticky a tym realizovat’ nd$ zdmer vypoctu novej hodnoty.

Pouziva sa tiez v metdde prediktor-korektor, o je hlavny spdsob vyuzitia implicitnych metdd.
Ak s =1, ¢ je linearna funkcia preloZzena bodmi (t- f. ), (t f.), ti.

(R i+17 i+l
f. —f
= f + it ) .
¢| |+ h ( |)

Adamsova-Moultonova metddu 2. radu je dana rovnicou
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Yo=Yyt (fa 1) (11.35)

Adamsova-Moultonova metdéda 3. a 4. radu st dané rovnicami
Vo =Y G861 (11.36)
Vi =Y + %(9 i +196,—5f, +1_,). (11.37)

11.8 Metoda prediktor — Korektor

Tu zarad’'ujeme Siroké spektrum metdd, ktoré sa vo velkom pocte pouzivaju hlavne
Vv tlohéch, kde dosiahnutie vysokej presnosti je komplikované. Ide o kombinaciu implicitnych
metod, ktoré su menej citlivé na posobenie zaokrithlovacich chyb s explicitnymi metdédami.
Zakladom je korektor, k ¢omu sa pouZziva niektora zimplicitnych metdéd vhodne
modifikovana tak, aby sa dala rieSit’ numericky. V j-tej iteracii sa z nej pocita odhad Yi+1
hodnoty Yi+1, priom na pravej strane sa pouzije odhad Yis1j+1 ziskany v predchadzajtcej
iteracii. V pripade Adamsovej-Moultonovej metody dostavame nasledovny predpis

Yiaj = Yit hiwj fi—j +h f(tm’ yi+1,j—1) . (11.38)

i=0

V podstate sa jedna o rieSenie rovnice (11.34) metodou prostej iteracie. Vstupny odhad Yi+10
musime najst’ inou explicitnou metddou.

Pre popis algoritmu zostava stanovit’ riadiaci mechanizmus iteracného pouZitia korektoru.
Je zvykom jednotlivé kroky vypoctu oznacovat’ skratkami podla odpovedajtcich anglickych
pomenovani: P pre prediktor, C pre korektor (corector). Okrem tychto je dolezitou ¢ast'ou
vypoctu aj vyhodnotenie pravej strany (E - evalution), t.j.

fisj = f(ti+1’ yi+1,j) j=01...

Ako je zvykom pri prostej iteracii, cyklus sa opakuje dovtedy, kym sa nedosiahne dostato¢ne
maly rozdiel vysledkov Yi+1j - Yi+1j-1. Tato poziadavka vSak moéze spOsobit’ vyrazny pokles
rychlosti rieSenia, lebo dopredu nevieme, kolko iteracii budeme potrebovat. No treba si
uvedomit’, ze aj rovnica (11.38) je aproximaciou rieSenia diferencidlnej rovnice. Z tohto
dévodu sa vybera kon$tantny pocet opakovani - K, odpovedajuci mechanizmus sa potom
formalne zapisuje P(EC)“E. Vo vi&sine pripadov sa voli k = 1 a potom vypocitany korektor sa
pouzije len raz a riadiaci mechanizmus sa zapisuje PECE.

Uvazujeme najjednoduchsiu variantu Adamsovej metody pre s =1. Prediktorom je
Eulerova metoda (1. rad)

Yiao=VYithf,
a korektorom je Adamsova-Moultonova metéda 2. radu

Yiaju=Yi+h (fi + f (ti+11 Yiia,j ))

1. Adamsova metoda
Prediktor
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1
Yivr0 =Yi+ o h (55f; —59f;_1 +37fi_, —9f;_3) (11.39)
Korektor
1
Yi+1, j+1 = Vi +§, h (9f(ti+1, yi+1,j)+19fi —5fi_1+ fi—z) ) (11.40)
2. Milnova metdda:
Prediktor
4
Yis10 = Yi-3 +h (2f; — fi_g +2fi_5) (11.41)
Korektor
1
Yi+1, j+1 = Yi-1 +§h (f (ti+17 yi+1,j)+4fi + fifl) . (11.42)
3. Hammingova metdda:
Prediktor
4
yi+1’o =VYi_3 +§h (2 fi - fi—1+2fi—2) (1143)
Korektor
9 1 3
Yisrju=gVi—gVi2atyg h (f (ti+11 Yitd, j )+ 2fi - fi—1) : (11.44)

Viackrokové metddy st vacsinou rychlejsie ako metddy jednokrokové. Maji vsak tiez
par nevyhod. Jednou z nevyhod je ich zlozitejSie Startovanie. Skor ako zacneme viackrokovua
metddu pouzivat, je treba poznat rieSenie v par bodoch. Poc¢iato¢na podmienka udava rieSene
len v jednom bode. RieSenia v dalSich bodoch je teda potrebné vypocitat vhodnou
jednokrokovou metddou.

Uloha 11.9:

Mechanicka sustava: Majme jednoduchit mechanicku sustavu zndzornenu na Obr. 11.5.
V tomto usporiadani pozorujeme vynutené kmity telesa uloZeného na pohyblivom pase,
ktory vznika trenim, Co vyvolava oscildacie systému. Pohybova diferencidalna rovnica
popisujuca pohyb telesa ma tvar:

mX+T(x—vp)+kx=0,
kde funkcia T = f(v) popisuje zavislost’ sily trenia od rychlosti v a x je vychylka
Z rovnovdZnej polohy, ktord je uréend podmienkou: xq = —%T (-vp). Priebeh funkcie T sa

da istym sposobom aproximovat’ funkciou v tvare:
T(x—vg)= —a(X—vo)+%b(>'(—v0)3 +csign(x—vg).

Diferencidalnu rovnicu rieste najprv metodou Runge-Kutta 2. radu a potom Runge-Kutta 4.

radu. Urcte priebehy kmitov: vychylku a rychlost’ v danej sustave pre rychlosti a)
Vo = 10 m/s a b) vo = 250 m/s.

k Vo

9 — -

QO

Obr. 11.5 Schematické zobrazenie mechanického modelu.
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Uloha 11.10:

Timeny oscildtor: Dal§im skitmanym pohybom v tejto Casti si timené kmity, s ktorymi sa
beine stretivame v fivote. Uloha teda znie: Modelujte tlmené kmity mechanického
oscilatora vytvoreného pruzinou s tuhost’ou K. Na pruZine je zavesené teleso o hmotnosti m,
ktoré je ponorené vo vode. Teleso vychylime 7 rovnovdazinej polohy o vzdialenost’ Y, a Vv ¢ase
t = 0 s uvol’nime. Ulohu rieste pre hodnoty k = 2.2 N-m_l, m = 55¢, Yo = 7 cm.

zdroj: timene _kmity2.avi

RieSenie:

Aj v tomto pripade by sme mohli pouzit' Eulerovu metédou - metodu AVR. Ked’Ze sa vSak
jedna o tlmeny kmitavy pohyb s pomerne rychlou zmenou rychlosti, pouzijeme uz spominanu
metddu Runge-Kutta 4. radu pre rieSenie pohybovej diferencidlnej rovnici 2. radu popisujucu
pohyb v smere osi y. V pohybovej rovnici pouzijeme silu pruznosti (F = - k y), Stokesovu silu
a po jednoduchej uprave dostaneme nasledovné vyjadrenie pre y-ova zlozku zrychlenia:

k ) (11.45)
a,=——y-bv
m
Tlmeny oscilator. RK42 metoda (11.15), (11.16)
//----- premenné, konstanty - - - - - -
dt=0.02; { casovy krok [s] }
g =dt *dt/2; { pomocna konstanta }
k=2.2; { konstanta tuhosti [N/m] }
m = 0.051; { hmotnost telesa [kg] }
b =0.05; { koeficient utlmu [1/s] }
y=0.1,v=0;t=0; { pociatocné hodnoty }
Graf(g,0,10,-8,8,10,10); { rozmery grafu su prisp6sobené vysledku }

fori=1to 200 do begin
kl1=g*(-(k/m)*y—b*vA2);
k2 =g* (-(k/m) * (y + dt*v/2+k1/4) — b * (v+k1/dt)*2);
k3=g* (-(k/m)* (y + dt*v/2+k2/4) — b * (v+k2/dt)*2 );
k4 =g* (-(k/m) * (y + dt*v+k2) — b * (v+2*k3/dt)*2 );

y =y + dt*v+(k1+k2+k3) / 3;
v=v+ (k1+2*k2+2*k3+k4) / (3*dt);
t=t+dt;
PolozPero(g, t, y);
end;


http://hockicko.uniza.sk/Priklady/video/tlmene_kmity2.avi
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Obr. 11.6 Porovnanie realnych vysledkov ziskanych z Trackeru s numerickou
simulaciou. Cierne bodky — numericka simulacia, ¢ervené bodky—data z realneho
merania ziskané pomocou Trackera.

Z vysledkov prezentovanych na Obr. 11.6 je krasne vidiet', ze numericka simulacia sa
vyborne zhoduje s redlnymi nameranymi datami. Pomocou tychto vizualnych porovnani sa da
jasne vidiet’, ako sa menia simulované data zmenou vybranych parametrov. Pomocou takejto
simuldcie sa da zistit' aj hodnota Utlmu, pripadne inych parametrov ak ich porovname
S realnymi datami.

Uloha 11.11:

Rieste vol'ny pad gulicky v kvapaline, na ktorii posobi Stokesova odporovi sila. Nakreslite
priebeh jej drahy a rychlosti v zavislosti na case. Ulohu rieSte pre hodnoty n = 1.1 Pa.s,
r =4.2 mm, hustota kvapaliny je 1260 kg/m® a hustota telesa je 2400 kg/m?®.

Riesenie:
Na gulicku pohybujtcu sa v kvapaline okrem odporovej Stokesovej sily
Fs=6nyrv,
posobi vzdy aj vztlakova sila (6.7)
F,=V Pk J.

Pdsobenie vyslednych sil na padajiucu gulicku sa da zapisat’ nasledovne:

F=F,-F, —F,,
kde F=ma, Fy=mg aak zoberieme do ivahy, zem=VpraV = (4/3)n r°, tak dostaneme
po uprave diferencidlnu rovnicu pre zmenu rychlosti v ¢ase

U P P iﬂ v (11.46)
dt Pr 2r°p;
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Zo znalosti rychlosti v kazdom case, ktort pocitame metodou Runge-Kutta 4. radu uz nie je
problém ur¢it’ prejdent drahu ako
Sj =Sj.1 T Vi At .

Dolezity udaj pre vykreslovanie do grafu je maximalna rychlost. Rychlost’ gulicky
exponencialne narasta k maximalnej hodnote, ktora uz potom odpoveda vyslednej konstantne;j
rychlosti. V tomto pripade je uz vysledna sila nulova alebo dv/dt = 0 apre maximalnu

rychlost’ plati:
2r?
Vm — [1 —_ 'O_K] g —'OT .
Pr 9

Uloha 11.12:

Obeh druZice okolo Zeme. Vo vit’ainej sustave soO zaciatkom v strede Zeme modelujte pohyb
druZice, ktorda ma perigeum vo vzdialenosti 6 700 km od zemského stredu a jej rychlost’ ma
v perigeu vel’kost’ 9 000 mls. Hmotnost’ Zeme M = 6,0 10% kg, gravitaénd konStanta
7 =6,67 107 N .m%.kg 2 Vzraini sistavu povazujte za inercidlnu (Sedivy, 2005).

RieSenie:

Vztaznl ststavu orientujeme tak, Ze perigeum sa nachadza na kladnej poloosi y. Pri pohybe
druZice pdsobi na fiu gravitacna sila a ked’ ju rozpiSeme na zlozky dostaneme nasledovné
rovnice:

mMz mM mM
F=ma=—y——%7, A =—F—3=X, ay=—1——=Y.
r r r

Pouzijeme metdédu Runge-Kutta 2. rddu s ¢asovym krokom 60 s. V programe sa daju nastavit’
pociatocné podmienky pre rychlost’ a polohu. Su tieZ podmienené prikazmi na ukoncenie
programu. Vypocet polohy druzice je rieSeny cez Timer, o spOsobuje postupné
vykresl'ovanie polohy druzice. Program dopliite eSte o vypocet doby obehu druZzice, vypoctu
konec¢nej polohy a polohy apogea.

G1l:=Imagel.Canvas;

Graf(G1,-2,2,-3,1,6,6);

G1.Pen.Color:=clred;

fori:=0to 360 do {kreslenie Zeme}
PolozPero(G1,0.63*cos(3.14*i/180),0.63*sin(3.14*i/180));

G1.Pen.Color:=clblack;

m := 6E24; {hmotnost zeme}
km:=m * 6.67E-11; {gravita¢na konstanta}
h :=60;

{******************}

t:=0; x:=0; y:=6.7E6; vx :=9000; vy :=0; c:=0;

vx := SpinEdit1.Value * 1000; {pociatoc¢na rychlost}
y := SpinEdit2.Value * 1e5; {pociatocna vzdialenost}
t:=0;x=0;vy:=0; c:=0;
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procedure TForm1.TimerlTimer(Sender: TObject);

begin
Xr 1=X; Yr i=Y; VXI i= VX; VYr = vy; {predefinovanie parametrov}
fi=-km/( (x*x + y*y)*sqrt(x*x + y*y)); {Newtonov Gravitacny zakon}
ax := f*x; ay := f*y; {AVR metdda, urcenie zloZiek zrychlenia}
kx := ax; ky := ay; {Metoda RK2}

X := Xr + vxr*h*2/3 + ax*h*h*2/9; vx := vxr + ax*h*2/3;
y :=yr +vyr*h*2/3 + ay*h*h*2/9; vy := vyr + ay*h*2/3;
fi=-km/( (x*x + y*y)*sart(x*x + y*y));

ax := f*x; ay := f*y;
X := Xr + vxr*h + (kx + ax)*h*h/4; vx := vxr + (kx + 3*ax)*h/4;
y :=yr + vyr*h + (ky + ay)*h*h/4; vy := vyr + (ky + 3*ay)*h/4;
t:=t+h;

if sqrt(x*x +y*y) <6.38E6 then Timerl.Enabled := False;
if sign(x) <> sign(xr) then c := c +1;
if (x>0) AND (c =3) then Timerl.Enabled := False;

Polozpero(G1,x * 1e-7,y * 1e-7); {kreslenie polohy druzice}
end;

Z grafu pohybu druzice sa dé& vidiet, Ze druZica sa pohybuje po eliptickej trajektorii.
Dopliiujicim vypoctom zistite polohu apogea, ktord je priblizne 14 000 km od zemského
stredu a vypocitana doba obehu je 10 589 s. Tento vysledok uspokoji i naro¢nejsich
rieSitel'ov, pri€om chyba v ureni doby obehu je mensia ako 1 s. Pri presnejSom rieSeni treba
aplikovat’ na druZicu aj odstredivu silu.

Uloha 11.13:

Kmity na pruZine. Modelujte dvojrozmerny pohyb telesa zaveseného na pruZine. Teleso
povazujte za hmotny bod s hmotnost'ou m a jeho moment zotrvacnosti i rotaciu zanedbajte.
Polomer R telesa uvazujte len pri vypocte odporu vzduchu. PruZinu povaZujte za dokonale
pruinii s linedrnou zdavislost'ou dizky na tahovej sile. Dl¥ka zat’aZenej prufiny je | a jej
tuhost’ je K.

RieSenie

Zaciatok vztaznej sustavy zvolime v mieste upevnenia pruziny. Pocas celého pohybu pdsobia
na teleso tri sily: gravita¢na, sila pruziny a odpor vzduchu. Pruzina pdsobi na teleso v kazdom
okamihu silou priamo umernej velkosti natiahnutiu/stlacenia pruziny. Vysledna pohybova
rovnica pre zrychlenie ma tvar:

a:g_scpvv_hl_rl—;_ (1147)
2m m r

Program
m:=0.052; R:=0.02; { premenné, konstanty }
[:=0.5; k:=5;
g:=9.81; C:=0.48; rho:=1.29;
K:=k/m; L:=C*RA2*rho/2/m:;
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H:=0.001;
X:=-.5; y:=-.4; { zaciato¢né hodnoty }
vx:=0; vy:=0;

fori:=1to 500 do begin
r:=sqrt(x"2+y”2); v := sqrt(vx"2+vy”2);
ax := -K*(r-1)/r*x-L*v*vx; ay := -g-K*(r-1)/r*y-L*v*vy;
vx := vx+ax*h; vy :=vy+ay*h; {xay zloZka rychlosti}
X := X+vx*h; y = y+vy*h; {xay zlozka polohy }
end;

Pohyb telesa vyzera chaoticky, no pri vykresleni vidime charakteristicky pohyb v smere osi x
ay. Pri vykresl'ovani pouzite dva grafy:

1. X-Y graf

2. X=1(t),Y=0q()

Pokial' ale pocitame s odporom vzduchu, vzdy sa gulicka nakoniec zastavi v rovnovaznej
polohe pod bodom upevnenia. Pri zostavovani pohybovej rovnice sme sa vSak dopustili
zna¢ného zjednoduSenia. Preto model mdze dostatocne presne popisovat’ len par prvych
kyvov realneho kyvadla.

Uloha 11.14:

Urcte priebeh napitia U, na vystupe zat’aieného zdroja s napdtim U, ktory je tvoreny
diodou, nabijacim kondenzdatorom C,, filtrom s odporom R1 a kondenzdatorom C, (Obr.
11.7). Na vystupe je pripojeny odpor R, Numericku simuldciu rieSte pre sinusovy priebeh
napdtia zdroja Uy s amplitiidou Uy =250 V a s frekvenciou 50Hz.

RieSenie spravte pre dve situdcie:

a) Na kondenzdtore C, je napiitie Uc1 menSie ako na andde diédy. Didda je priepustnd,
dokonale vodiva a kondenzdtor Cy sa okamZite nabija na napitie Uc; = Up Sinat.
Sucasne preteka prud cez odpor R, do kondenzdtoru C; a do zat’aZovacieho odporu R;.

b) Na kondenzdtore Ci je napiitie vicSie ako na andde diody. Diéda je uzatvorend.
Kondenzdtor C, sa vybija cez odpor R, prid tecie do kondenzdatoru C, a cez odpor Ry.

RieSenie.

Na tento vypocet postaci Eulerova metoda. Periodu T = 0.02 s rozdelime na 100 intervalov
dT; a kazdy z intervalov dT; rozdelime na 20 intervalov dT,

Ak je splnend podmienka a), plati

IRl(t)_UL(t)

IRl(t):M ' dUc, :C—RZdTZ ’ Ucz(t+dT2):Ucz(t)+dUc2 :
1 2

Predo§lé tri rovnice pocitame 20 krit. Potom zmenime vstupné napitie U, (t+dT,)
na hodnotu Up sinm(t+dT;) a spravime d’al§ich dvadsat’ vypoctov.
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Obr. 11.7 . Jednocestny usmeriiovac.

Ak plati podmienka b) cez odpor R; teie prad uréeny rovnicou pre Iri(t). Kondenzator
C; sa ale len vybija a plati

dUu, = — ICF;l(t)dTl U01(t+dT1)=U01(t)+dU01 :

1

Pokles napitia na kondenzatore C; pocitame po krokoch dT;. Po kazdom kroku vypocitame
priebeh poklesu napétia na C,. Pre tento dej zase platia rovnice tykajace sa Uc,. Tieto rovnice
su pocitané pre narastajuci ¢as po krokoch dT;, 20 krat.

Tieto situacie mozu nastat’ len pocas kladnej poloviny. Pre zapornu polovinu je didda
teoreticky nepriepustna trvale, ma nekonecne velky odpor. V programe je tato situicia
simulovana tak, ze vstupné napétie Uy je pokladané za nulové a nema vplyv na d’alsi obvod.
Do grafu zakresl'ujte zavislost’ vstupného napitia na case (kladnd polovlna) a zavislost’
vystupného napétia na ¢ase. Vypocet kon¢i pre t = 0.12 s, t.j. po Siestich periddach.

Uloha 11.15:

Teleso s hmotnost'ou 10 g sa pohybuje po priamke ucinkom sily. Sila narastd linedrne
S ¢asom a sucasne je nepriamo umernd rychlosti pohybu. V ¢ase t = 10 s bola rychlost’
50 cm/s a sila 40 N. Zakreslite priebeh drahy a rychlosti pocas 60 s.

Uloha 11.16:

Kondenzator kapacity C nabity nabojom Qo vybijame cez odpor R. Pri stanoveni
diferencidlnej rovnice popisujucej dany dej vyufite, Ze napiitie na kondenzdtore sa dd
napisat’ ako Uc = Q / C = R | aderivdacia ndaboja podla ¢asu je priud. Zakreslite ¢asovy
priebeh prudu.

Uloha 11.17:

Na cievku s viastnou indukénost'ou L a odporom R pripojime zdroj konsStantného napiitia
di .
U = 10 V. Diferencidalna rovnica popisujuca priebeh prudu je LEJF RI =U . Zakreslite

Casovy priebeh prudu pre rozne hodnoty R a L?
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